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o»  Durcbgang  eines  elektrischeo  Stromes  dnrcli  eue 
Ebene,  insbesondere  dnrch  eine  kreisförmige.') 

Leitet  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  dorcli 
eine  MetaUacheibe ,  so  wird  eich  die  Elektricitat  in  dieaer  auf 
eine  bestimmte  Weise  Tertheilen.  Die  Art  der  VertLeilimg 
kann  man  nach  den  von  Ohm  aufgestellten  Prinzipien  theoretisch 
ermitteln.  Ich  habe  die  dazu  nöthige  ßechmmg  unter  der 
Voraussetzung .  daits  der  Zustand  der  Scheibe  ein  stationärer 
geworden  sei,  in  dem  Falle  durchgefilhrt,  dass  die  Scheibe 
eine  kreüdormige  ist,  und  daas  die  Elektricitat  durch  einen 
Draht  in  sie  hinein,  durch  einen  zweiten  aus  ihr  heraustrete. 
Das  Resultat  wurde  besonders  einfiich,  wenn  der  Ein-  und  der 
Anstrittspunkt  in  der  Peripherie  der  Scheibe  liegen;  in  diesem 
Falle  habe  ich  dasselbe  durch  Versuche  gepi-üft  und,  wie  es 
mir  scheint,  eine  hinreichende  Bestätigung  gefunden.  Ich  will  j 
hier  zuerst  die  theoretischen  Betrachtungen  angeben,  und  dann  1 
die  Experimente  beschreiben,  die  ich  angestellt  habe. 

Bestimmen  wir  die  Lage  eines  Punktes  der  leitenden 
Ebene  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  i/,  so  ist 
die  elektrische  Spannung  desselben,  u,  eine  Function  von  x 
und  y;  d.  h.  es  ist: 

u  =/(^,  .V). 

Die  Gleichung/{j-,  y)  =  Hn  stellt,  wenn  u^  eine  Constante 
bezeichnet,  ein  Cune  dar,  in  der  alle  Punkte  dieselbe  Spannung 
haben.  Wir  betrachten  zwei  solche  unendlich  naheUegende 
„Oujven  gleicher  Spannung:" 

/(■'.  n)  - «. 
/{',  s)  -  \  +  lä", 


2  lieber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes 

nehmen  in  der  ersten  2  unendlich  naheliegende  Punkte  A,  B 
an  (Fig.  1.),  und  ziehen  in  ihnen  die  Normalen;  diese  sind  zu- 
gleich Normalen  der  zweiten  Curve  in  den  Punkten  A,  Bj 

so  dass  AB  ÄS  ein  unendlich  kleines 
Rechteck  ist,  bei  dem  jeder  Punkt  der 
Seite  AB  ii^  Spannung  u^^  und  jeder 
Punkt  der  Seite  Ä  B  die  Spannung  u^ + Au 
hat;  durch  dieses  Bechteck  fliesst  also, 
nach  den  Ohm 'sehen  Principien,  in  der 
Zeiteinheit  in  der  Bichtung  von  A  Ä  eine 
Elektricitäts-menge,  die 

Fig.  1. 

^—k.S.AB.  ^" 


ist,  wo  A  die  Leitungsfähigkeit  und  8  die  unendlich  kleine 
Dicke  der  Scheibe  bezeichnet  Dieselbe  Menge  von  Elektridtät 
fliesst  durch  eine  jede  Linie  CDy  die  wir  durch  das  Bechteck 
ABÄ S  ziehen ;  ziehen  wir  CD  parallel  der  x  Axe,  und  setzen 
den  Winkel,  den  AÄ^  d.  h.  die  Bichtung  des  Stromes,  mit 
dieser  bildet,  =  9>,  so  ist  die  Elektricitätsmenge,  die  durch 
CD  fliesst: 

t=  — Ä  ^CZ>.  sin  qp,-j-j,. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen;  es  ist  nämlich: 

tt  =  5-dx  +  5— dy, 

wo  d^  und  dy  die  Unterschiede  der  Coordinaten  von  A  und 

Ä  bezeichnen;  hieraus  folgt: 

d  tf       du  .du» 

-j-j-j-cosy+g^smip; 

da  femer  der  Punkt  A  dieselbe  Spannung  hat,  wie  B,  so  muss 

du  •  du 

o  =  ^smy-^cos9) 

sein;  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

du  du     du»  du 

^^cosy  =  ^,^r2^8m<p  =  ^-. 

Der  obige  Ausdruck  ist  also: 

•  =  —  k,S.  CD K—  • 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige.  3 

Da  die  Lage  des  Coordinatensystemes  eine  ganz  willkür- 
liche war,  80  ist  das  Resultat  der  angestellten  Untersuchung: 
dass  durch  irgend  ein  lineares  Element  d«  in  der  Zeiteinheit 
eine  Menge  von  Elektricität  fliesst,  die 

=*  — A .  ^.  d^  5— TS. 

0  N 

ist,  wenn  wir  mit  g-^  die  Differentiation  nach  der  Richtung 

der  Normale  von  ds  bezeichnen. 

Durch  diese  Bemerkung  wird  es  leicht,  die  Bedingung  zu 
finden,  der  u  genügen  muss,  damit  der  elektrische  Zustand 
der  Scheibe  ein  stationärer  sein  könne.  Betrachten  wir  näm- 
lich eine  geschlossene  Curve  in  derselben,  innerhalb  der  ihr 
keine  Elektricität  zugef&hrt  wird,  so  muss  die  Summe  aller 
Elektricitätsmengen,  die  durch  diese  Curve  fliessen,  ^  0  sein; 
es  muss  also: 


/■ 


i'-fi" 


sein,  wenn  dieses  Integral  über  die  ganze  Curve  ausgedehnt 
wird.  Bezeichnen  wir  die  Winkel,  die  N  mit  den  Coordinaten« 
axen  bildet,  durch  {N,  x)  und  {N,  y),  so  haben  wir: 

dx  =  — d*.cos(N,y) 
dy  =      d«.cos(N,a?), 

und  die  Gleichung  wird  diese  ^): 


f[s^y-ij^'')  =  ''- 


1)  Da  die  betrachtete  Curve  eme  ganz  beliebige  war  (ausser  dass 

sie   gewisse  Punkte  nicht  umschliessen  sollte)^  so  kann  diese  Bedingung 

du  du 

nicht   anders   erfüllt  werden,   als  dass  g— d ^  —  ^—d  o;  ein  vollständiges 

Differential,  »  d«,  ist;  d.  h.  es  muss: 

d^u     d^^ 

sein.  Die  Gleichung  dv»  0,  d.  h.«»  const  stellt  ein  Sjstem  von 
Ourven  dar,  die  die  Gorven  gleicher  Spannung  senkrecht  schneiden, 
d.  h.  die  Strömongslinien. 


4  lieber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes 

Denken  wir  ans  den  Fall,  dass  die  Elektricität  durch 
einzelne  Punkte  in  die  Scheibe  und  aus  ihr  heraustrete,  und 
betrachten  nun  zweitens  eine  geschlossene  Curve,  die  einen  von 
den  Eintrittspunkten  umschliesst,   so  muss  in  Bezug  auf  ede: 

sein,  wenn  E  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet,  die  durch 
diesen  Punkt  der  Scheibe  zugeführt  wird. 

Als  dritte  Bedingung  für  u  tritt  noch  hinzu,  dass  f&r  die 

Grenze  der  Scheibe  0^=  ^  sein  muss,  weil  durch  diese  an 

keiner  Stelle  Elektricität  zu-  oder  abfliessen  soll;  d.  L  dass 
dieCurven  gleicher  Spannung  die  Grenze  senkrecht  schneiden  ^). 
Ist  die  Scheibe  unbegrenzt,  so  fallt  die  letzte  Bedingung  fort; 
an  ihre  Stelle  tritt  die,  dass  die  Spannung  in  der  Unendlich- 
keit =  einer  constanten  endUchen  Grösse  ist 


1)  Bestände  die  Scheibe  ans  zwei  Stoffen  von  verschiedener  Lei- 
tungs&higkeit,  so  worden  för  die  Berührongscurve  beider  folgende  Be- 
dingongen  hinrakommen  (wenn  k  und  k'  die  Leitongsflihigkeiten,  u  und 
u  die  Spannungen  bezeichnen): 

du         ,   du 

und  II— «'  =3  der  elektromotorischen  Kraft,  die  durch  die  Berührung  der 
beiden  Stoffe  erzeugt  wird. 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

du_du^ 
d  *" ds' 
wir  erhalten  durch  Division  dieser  Gleichung  und  der  ersten: 

du  du 

j^  dN_,,dN 

"'  du  "^'äiT 

ds  ds 

du 


d  N 
Eb  ist  aber  -q—  =  der  cotg.  des  Winkels,  den  die  Richtung  des  Stromes 

~d7 

im  ersten  Medium  mit  N  bildet;  nennen  wir  diesen  Winkel  q>,  und  den 
entsprechenden  f&r  das  zweite  Medium  ip\  so  haben  wir: 

Diese  Proportion  giebt  das  Gesetz  an,  nach  dem  ein  elektrischer  Strom 
gd>it>clien  wird,  wenn  er  aus  einem  Medium  in  ein  anderes  tritt 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  dordi  eine  kreisförmige.  5 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  näher  betrachten,  dass  die 
Scheibe  unbegrenzt  ist  Es  seien  A^j  A^..An  die  Ein- 
strömnngspnnkte  (ich  will  der  Kürze  halber  jetzt  nnter  diesem 
Namen  sowohl  die  Einströmongspunkte  im  engem  Sinne  als 
auch  die  Ausstromungspunkte  verstehen,  und  will  die  Elektri- 
citätsmengen,  die  durch  die  letzteren  abfliessen,  als  negative  ein- 
strömende bezeichnen);  die  Elektricitätsmengen,  die  durch  diese 
in  der  Zeiteinheit  in  die  Scheibe  treten,  seien  J^,  E^ . .  ^  wobei 
Ei+I^-]-..'\-En==o  sein  muss;  bezeichnen  wir  dann  die 
Entfernungen  eines  Punktes  in  dieser  von  A^^  A^..  durch  r^, 
r^..r^j  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  da»  wir  allen  angestellten 
Bedingungen  genügen,  wenn  wir: 

setzen,  wo  M  eine  Constante  bedeutet 

Bilden  wir  nämlich  das  unbestimmte  Integral 

SO  finden  wir  dieses: 

wenn  wir  durch  (r^,  R)  .  [r^  R)..  die  Winkel  bezeichnen,  die 
Tj,  r^..  mit  einer  festen  Linie  R  bilden.  Nehmen  wir  von 
diesem  Integral  die  Grrenzen  in  'Bezug  auf  eine  geschlossene 
Curve,  welche  keinen  von  den  Eänstn^lmung^rankten  um^hliessl, 
so  wird  es  =  o:  umsdiUesst  die  Cnrre  einen  ron  den  Punkten 
A^,  A^..,  etwa  ^,  so  wird  das  Integral  in  Bezog  auf  sie 

=  — Y^'^'-i  9^  die  Jfenge  ronElektridtit.  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  sie  hinduidistromt  =  E^.  Die  dritte  B^uping 
wird  ebenfalls  erffiDt  demi  ftr  einen  Punkt  in  dsr  Uniefidlicb- 
keit  ist  r,  =  Tj  =  . . :  ako: 

Derselbe  Auädnick  f&r  m  wird  auch   gelun.    wenn   di« 
Scheibe  b^fre&zt  ist.  sobald  nur  die  Grenz«  die  Cnrren  Reicher 


6  Ueber  den  Durchgang  eines  elektriachen  Stromes 

Nehmen  wir  an,  dass  es  nur  zwei  Einströmongspunkte 
gäbe,  so  ist: 

wo  N.2nkS  ^  E^^ — E^  gesetzt  ist;  die  Cnrven  gleicher 
Spannung  werden  also  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

—  =s  const; 

sie  sind  also  Kreise,  welche  über  der  Entfernung  zweier  Punkte 
als  Durchmesser  beschrieben  sind,  die  zu  A^  und  A^  harmonisch 
liegen.  Die  Curven,  welche  diese  senkrecht  schneiden  (d.  h. 
die  Strömungscurven),  sind  die  Kreise,  welche  durch  A^  und 
A^  gelegt  werden  können;  wird  die  Scheibe  also  durch  einen 
oder  mehrere  solcher  Kreise  begrenzt,  so  hat  u  den  angegebenen 
Werth  1). 

Den  beiden  ersten  Bedingungen  für  u  wird  f&r  eine  be- 
grenzte Scheibe  immer  genügt  durch: 

u  =  M-^^^(E^ logr^  +  iS'glogra  +  ..  +  En  logr« 
+  E\  log  r\+E^  log  r'a  +  .  +  ^„  log  /  «), 

wo  r^,  r2 . .,  £i,  E2 . .  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben,  wo 
femer  r\,  r\ . .  die  Entfernungen  des  in  Rede  stehenden  Punktes 
der  Scheibe  von  willkürlichen  Punkten  A\  Ä^  •  •;  die  ausserhalb 
dieser  liegen,  bezeichnen,  und  E^^E^**  beliebige  Coefficienten 
sind.  In  manchen  Fällen  wird  man  die  Punkte  Ä^Ä^*.  und 
die  Coefficienten  E^^E^**  so  bestinmien  können,  dass  auch 
der  dritten  Bedingung  genügt  wird,  d.  h.  dass  die  Curven 
u  =  const  die  Grrenze  der  Scheibe  rechtwinklig  schneiden. 
Ist  die  Scheibe  eine  kreisförmige,  so  ist  dieses  immer  möglich. 
Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  nur  zwei  Ein- 
strömungspunkte vorhanden  sind,  so  ist  der  Ausdruck  Air  u, 
wenn  wir  wieder  2nkdN^  -^i  =  — ^2  setzen: 


ti  =  Af+Jv(log^+logJ^Y 


1)  Die  Curven,  welche  alle  Punkte  enthalten,  die  von  gleich  starken 
Strömen  durchflössen  werden,  sind  in  diesem  Falle  Lemniscaten,  deren 
Gleichung  r^^r^  =>  const  ist. 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige.  ^ 

wo  wir  die  Punkte  A\  und  A\  durch  folgende  Constxuction 

finden:  Wir  verbinden  den  Mittelpunkt 

der  Scheibe,  C,  (Fig.  2.)  mit  A^  und  A^, 

und    schneiden    auf    den    verlängerten 

Linien    CA^,  CA^  zwei  solche  Stücke 

CA\   und  CA\   ab,   dass  der  Radius 

der  Scheibe  die  mittlere  Proportionale 

zwischen  CA^  und  CA\,  und  zwischen 

CA^  und  CA\  ist^).  rig.  i 


1}  Der  Beweis  dafür,  dass  die  Curven  log  -^  4-  log  -^  =  const  die 

Grenze  der  Scheibe  senkrecht  schneiden,  ist  folgender:  Die  Gleichung  der 
Curven,  welche  jene  rechtwinklig  schneiden,  ist: 

t;  =  (r„JB3  —  (ri,jB)  +  (r'„  JK)—  {r\,R)  =  const 

Ffihren  wir  rechtwinklige  Goordinaten  ein,  so  wird  dieses  eine  Gleichung 

des  vierten  Grades.    Sowohl  die  Curven:  log—  =  const    als   auch   die 

Curven:   log  —  —  const  schneiden  den  Kreis,  der  durch  die  vier  Punkte 

A^jA^jA\jA\  gelegt  werden  kann,  rechtwinklig;  dieser  wird  also  auch 

Yon   den  Curven  log—  +  log  -7^  =  const.  rechtwinklig  geschnitten;  seine 

r^  r  1 

Gleichung  muss  daher  auch  in  der  Gleichung  v  =  const  enthalten  sein; 
wir  schliessen  daraus,  dass  der  linke  Theil  dieser  Gleichung,  wenn  sie 
auf  o  gebracht  ist,  sobald  wir  den  Constanten  passende  Werthe  geben, 
sich  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  von  denen  der  eine  der  linke  Theil 
der  auf  o  gebrachten  Gleichung  des  durch  A^,  Ä^y  Ä^  A\  gelegten  Kreises 
ist;  es  Ifisst  sich  zeigen ,  dass  der  andere  Factor,  wenn  er  =  0  gesetzt 
wird,  die  Gleichung  der  Grenze  der  Scheibe  bildet.  Machen  wir  C  zum 
AnfEUigspunkte  der  Coordinaten,  setzen  wir  CAi  =  ^i,  CA^  =  ^„  CA\ 
=  ^'1,  CA\  =  ^'„  nennen  wir  femer  den  Winkel,  den  ^,  mit  der  x  Axe 
bildet,  <pi  und  den  Winkel,  den  ^2  ™i^  1^  bildet,  (jp^,  so  werden  die 
Gleichungen  der  beiden  in  Kode  stehenden  Ejreise: 

ap«  +  y'  —  9i  .  ^'i  =0  (oder  or*  +  y'  —  q^  .  q\  =  O) 
and: 

^  sin  (9i  —  (jpj) 

(gl  +  Qi)  CO«  y»— ig»  +  9i)  CQ8  ^i  ^,  M  ^     «'    =  o 


Ueber  den  Durchgang  e 


elektriBchen  i^tromce 


Haben  wir  n  Einatrömmigspunkte ,  so   wird  der  Ai 
für  w,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  iV,-  für     -^  setzent 


a  =  M- 


~A'n(log 

WO  wir  die  Punkte  A\,A\..  wieder  durch  dieselbe  Constructioa 
finden,  indem  wir  C  mit  Ai,  A, . .  verbinden  und  auf  den  ver- 
längerten Verbindungslinien  solche  Stücke  CA\,  CA\  . .  ab- 
schneiden, dasB  der  Radius  der  Scheibe  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  CA^  imd  CA^,  zwischen  CA^  und  CA\ 
u.  a.  w.  ist '). 

Beschreiben  wir  um  die  einzelnen  Einströmungspuukte  ge- 
schlossene Curven,  und  denken  wir  uns,  dasa  diesen  Curven  die 
Elektricität  nicht  durch  die  Punkte  A^,  A^..  zugeführt  würde, 
sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise  (etwa  durch  Cylinder- 
oberfläcben,  die  in  ihnen  errichtet  sind),  doch  so,  daas  einem 
jeden  Punkte  dieser  Curven  gerade  so  viel  zugeführt  wird,  wie 
früher,  so  wird  sich  der  elektiische  Zustand  der  Scheibe  (mit 
Ausnahme  der  Flächen  der  Curven)  nicht  ändern,  ea  wird  also 
für  M  derselbe  Ausdruck  gelten.    Wir  wollen  zu  diesen  Curven 


IHe  Oleichmig  v  =  C  wird,  wenn  wir  fät  S  die  yAie  annehmen: 


+  arctg  " 


'^?*  _ 


S-Q,' 


Bringen  wir  diRBe  Gleichung  auf  eine  algebraische  Form  und  aetien 
C  =  tfi^ipt,  so  erbalten  wir  eine  Gleichung,  welche  identiach  mit  deu 
Product  der  beiden  ersten  Gleichungen  iat. 

l )  Da  nämlich  A',  -f  ^,  +  . .  +  2V„  =  o  iat,  so  Iflast  sich  u  unter  fol- 
gender Form  darstellen:  J 


2^— (1»B '.+!««  •■ 


-logr 


■;)' 


wo  die  Snmme  in  Bezng  auf  k  und  k  zu  nehmen  ist,  doch  so,  dass  X 
immer  grösser  als  k  ist  (denn  suchen  wir  in  den  beiden  Ausdrücken  für 
u  die  CoCfficienten  von  log  <■;  +  log/j,  so  finden  wir  siegleicli);  ein  ein- 
zelnes Glied  dieses  Ausdrucks  =  const.  gesetzt,  stellt  nach  dem  Vorigen 
ein  System  von  Curven  dar,  welche  die  Grenze  der  Scheibe  senkrecht 
schneiden;  ein  solches  System  stellt  also  auch  die  Summe,  —  const  ge- 
setct,  dar. 


durch  äne  Ebene,  hubeBoqdere  durch  eine  kreüfönnige-  9 

imendlicb  kleine  Kreise  nehmen,  deren  Mittelpunkte  Aj,  A^.. 
and;  diesen  Kreisen  wurden  von  den  Punkten  A,,  A^..  die 
Elektricitätsmengeu  £,,  E^ . .  rugefüJirt,  und  zwar  vertheilte  sich 
eine  jede  gleichmässig  auf  alle  Theile  des  zugehörigen  Kreises*); 
denken  wir  uns  also  diese  Kreise  als  die  Peripherien  der  Flächen, 
in  denen  die  Scheibe  von  Drähten  berührt  wird,  die  ihr  die 
Elektricitätsmengen  £■[,  E^ . .  zufilhren,  so  wird  der  aufgestellte 
Ausdruck  fiir  u  Gültigkeit  haben,  wenn  wir  annehmen  können, 
dass  der  Strom  in  einem  jeden  Drahte  gleichmässig  in  Bezug 
auf  seine  Axe  vertheilt  sei.  In  einiger  Entfernung  von  der 
Scheibe  findet  diese  Vertheüung  im  Drahte  statt,  da  also  die 
Udgtichkeit  da  ist,  dass  sie  bis  zum  Ende  des  Drahtes  bleibe, 
so  wird  dieses  wirklich  eintreffen. 

Wir  haben  bis  jetzt  E^,  E^..  immer  als  unmittelbar  ge- 
geben betrachtet;  verfolgen  wir  ein  bestimmtes  Experiment,  so 
mOssen  wir  diese  Grössen  erst  durch  Rechnung  ermitteln.  Ich 
will  von  dieser  Bechnung  ein  einfaches  Beispiel  geben,  wobei 
wir  zugleich  den  Widerstand  der  Scheibe  finden  werden. 

Zwei  um  ^,  und  A^  beschriebene  Kreise  seien  die  beiden 
Enden  eines  Drahtes,  der  den  Kadius  o  und  die  Leitungsfähig- 
keit k'  habe.  In  einem  Querschnitte  des  Drahtes  D  habe  die 
elektromotorische  Kraft  K  ihren  Sitz;  es  soll  der  elektrische 
Znstand  der  SchUessung  ermittelt  werden. 

Bezeichnen   wir   die  Länge   des  Drahtes   von  dem  Quer- 


2)  Die  Corvcn  gleicher  Spannung  in  der  Nähe  des  Punktos  ,4,  wer- 
den die  conceatriachen  Kri'ise  r,  =  coust,  weil  hier  r,  unendlich  klein 
gtgeu  ''it'j  r',,  r,  ,  ■  isl;  und  hierausfolgt,  dasB  sich  die  Elektricitlit  vom 
Punkte  A,  gleicfamSsaig  nach  allen  Richtungen  hin  verbreitet.  Diese 
ßptTftehtnng  gilt  jedoch  nicht,  wenn  J,  sehr  nahe  an  der  Peripherie  der 
Scheibe  liegt,  denn  dann  wird  auch  r'^  unendlich  klein.  Befindet  sich 
ibo  räner  von  den  Drähten  sehr  nahe  an  der  Grenze,  so  wird  der  für  a 
uifg««tellte  Ausdruck  fiir  Punkte,  die  nahe  am  Draht  üegeji,  nicht  gelten; 
daai  er  dennoch  f^  enlfemte  Punkte  gilt,  ergiebt  sich,  wenn  nir  für  den 
Dr&ht  eine  unendliche  Zahl  sehr  nahe  liegender  Eingtrömiingspunkt«  aub- 
ititoiren.  Hieraus  ergiebt  sich  denn  ancb,  dass  im  allgemeinen  Fall  die 
G»talt  der  Drähte  in  Bezog  auf  die  Spannung  der  entfernt  liegenden 
Punkte  von  gar  keinem  Einflues  ist,  wenn  sie  nor  als  nnendlicfa  dünn  be- 
Inchtot  werden  können. 


10  lieber  den  Darchgang  eifies  elektrischen  Stromes 

schnitte  Z>  bis  zu  einem  andern  Querschnitte  mit  Ij  so  ist  die 

Spannmig  dieses: 

u'  ^  m  —  nl  1  für  die  eine  Hälfte  des  Drahtes, 

v!  =  m  — iSr+  nl  j  für  die  andere  Hälfte. 

Die  Spannung  eines  Punktes  der  Scheibe  ist: 

Hier  bedeutet  E  die  Intensität  des  Stromes,  der  durch  den 
Draht  fliesst;  es  ist  also: 

Sind  die  Werthe  von  /,  die  zu  den  durch  A^  und  A^  ge- 
legten Querschnitten  des  Drahtes  gehören,  /^  und  l^y  so  sind 
die  Spannungen  in  diesen^): 

Die  Peripherien  dieser  Querschnitte  gehören  aber  auch  der 
Scheibe  an,  folglich  ist: 

^\  =  ^-  94i  log T-^'/'f\. 

(Da  nämlich  g  unendlich  klein  ist,   so  können  wir  in  u\  ftLr 
r\  A^  A\  u.  8.  w.  setzen).  Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

Bezeichnen  wir  den  Widerstand  der  Scheibe  mit  (o,  den 
des  Drahtes  mit  o?',  so  muss: 

K=^E.  {(a  +  w) 

1)  Diese  Ausdrücke  sind  nicht  strenge  richtig;  denn  in  der  Nähe  der 
Scheibe  gilt  nicht  die  Gleichung  u  =  m — nl,  weil  die  Ströme  in  dem 
Drahte  hier  nicht  parallel  mit  seiner  Axe  sind;  doch  da  wir  q  als  un- 
endlich klein  betraditen,  so  können  wir  diesen  Umstand  vernachlässigen. 

—  Auf  dieselbe  Art  müssen  wir  die  Gleichung  w'  =  -~ — -^  rechtfertigen. 

Ic  ,nq^ 


durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eme  kreisförmige.         H 
sein;  da  nmi: 

ist,  so  ist: 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  der  Versuche, 
welche  ich  angestellt  habe. 

Ich  benutzte  zu  ihnen  eine  kreisförmige  Scheibe  von  dünnem 
Kupferblech,  die  einen  Fuss  im  Durchmesser  hatte;  an  zwei 
Punkten  ihres  Bandes,  die  f  F.  von  einander  abstanden,  waren 
zwei  dünne  Kupferdrähte  angelöthet,  die  mit  den  Polen  einer 
Hydrokette  in  Verbindung  gesetzt  wurden.  Setzte  ich  auf  die 
Scheibe  die  Enden  zweier  Drähte,  deren  andere  Enden  in  die 
Quecksilberschälchen  eines  Multiplicators  getaucht  waren,  so 
musste  die  Magnetnadel  desselben  eine  Ablenkung  erleiden, 
wenn  die  Punkte  der  Scheibe,  in  denen  diese  berührt  wurde, 
eine  verschiedene  Spannung  hatten;  sie  musste  keine  Ab- 
lenkung erleiden,  wenn  die  berührten  Punkte  in  einer  Curve 
gleicher  Spannung  lagen.  Liess  ich  also  den  einen  Draht  fest 
stehen  und  suchte  mit  dem  andern  solche  Punkte,  dass  die 
Magnetnadel  keine  Ablenkung  erlitt,  so  konnte  ich  behebig 
Tiele  Punkte  finden,  die  in  der  durch  den  Fusspimkt  des  ersten 
Drahtes  gezogenen  Curve  gleicher  Spannung  lagen.  Nach  der 
Theorie  sollte  diese  Curve  ein  Kreis  sein,  der  über  einem 
Durchmesser  beschrieben  ist,  dessen  Endpunkte  zu  den  Ein- 
strömungspunkten harmonisch  sind;  ich  suchte  also  einen  solchen 
Ereis  zu  zeichnen,  der  den  gefundenen  Punkten  möglichst  nahe 
läge.  In  der  folgenden  Tabelle  geben  die  erste  Columne  den 
Badius  dieses  Kreises,  die  folgenden  die  Entfernungen  der  ge- 


Radiiu 

Elntfemungen. 

114 

+  1, 

-1,-1, +1 

278 

0, 

0,     0,     0, 

0, 

+  1 

604 

+  1, 

+  1, +1,      0,- 

-1, 

-1,  -3,  -2,    0,  -4,  +7, 

590 

-1, 

-2,  -1,      0, 

0, 

0,  +3 

285 

0, 

-1,-1,-1, 

0, 

-2,  +7 

117 

0, 

0,-1,  +1 

cx> 

+2, 

+  2,     0,-2,- 

-3, 

0,      0,  +2,  +4,  +6,  +3 
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Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes 


Die  Figur  3,  zeigt  die  ungefähre  Lage  der  beobachteten 
Punkte.  (Die  letzte  Reihe  in  der  Tabelle  bezieht  sich  auf  die 
Punkte,  welche  nahe  an  der  Mittellinie  BC  liegen,  und  giebt 
ihre  Entfernungen  von  dieser  an.) 


Die  Abweichungen  sind  so  geringe,  dass  sie  wohl  hin- 
reichend aus  der  ungleichmässigen  Leitungsfahigkeit  der  Kupfer- 
scheibe und  aus  Beobachtungsfehlem  erklärt  werden  können. 
Lässt  man  diese  Erklärung  zu,  so  beweist  dieses  Experiment, 
dass  die  Spannung  in  einem  jeden  Punkte  der  Scheibe  eine 

Punktion  von  — ,  d.  h.  dass: 


«=/(-) 


ist;  welche  Function  /  ist,  zeigt  ein  anderer  VersucL 

Ich  leitete  durch  die  Scheibe  den  Strom  einer  constanten 
Hydrokette,  und  berührte  sie  an  zwei  Punkten  mit  den  Enden 


dnrch  dne  Ebene,  hiBbsEondere  durch  eise  kreleförmtge.  13  ' 

zweier  I>räbte,  in  deren  Schliessung  ausser  dem  Multiplicator 
eine  schwache,  aus  Kupfer  und  Zink  gebildete,  Thermokette 
eingeschaltet  war.  Wählte  ich  jetzt  die  beiden  Berührungs- 
punkte so,  dass  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so 
musste  die  Differenz  ihi'er  Spannungen  gleich  der  elektromo- 
torischen Kraft  der  Thermokette  sein.  Ich  nahm  den  einen 
Berührungspunkt  in  der  Verbindungslinie  der  Einströmungs- 
punkte  an,  und  las  an  einer  Scale  seine  Entfernungen  von 
diesen,  r,  und  r^,  ab;  dann  suchte  ich  in  derselben  Linie  den 
entsprechenden  Berührungspunkt;  die  Entfernungen  dieses  von 
den  Einströmungspunkten  will  ich  R^  und  A,  ii3nQ*?n;  es  war 
r,  4-  r,  =  Ä,  +  Äj  =  39,  und  ich  fand: 

r,       5        10        15        20     25       30. 
Äi     10,4     n,3     22,8     28     31,5     34,4. 
Hieraus  ergiebt  sich  das  Giesetz,   welches  r, ,  Tj,  R^,  R^ 
nahe  befolgen: 

—  •  ^  =  ccmst. 

Berechnete  ich  nämhch  nach   diesem  Gesetze  Äj  aus  r^, 
io  ^nd  ich  folgende  Abweichungen: 

Fehler  voD  Ä,      +0,4     —0,1     -0.4      +0,2    0,0    —0,2. 


10,4 


17,3 


22,8 


34,4. 


IHeselben  Versuche,  wie  in  der  Verbindungslinie  der  Ein- 
strömungspunkte, stellte  ich  jetzt  noch  in  einem  durch  diese 
gelegten  Kreise  an,  der  den  Radius  5  Zoll  hatte.  Diesen 
Kreis  hatte  ich  eingetheilt,  um  die  Lage  der  Berührungspunkte 
bequem  ablesen  zu  können;  nenne  ich  die  Bögen  von  dem  einen 
Eioströmungspunkte  bis  zu  diesen  beiden  Punkten  rp  und  <Ji, 
so  fand  ich: 

•p.     10        20        30        40        50       60     70         SO. 
0.    25,4     48,3     62,5     70,9     78,7     84     88,75     92. 

Der  Bogen  von  dem  einen  Einströmungepunkte  bis  zum 
andern  war  =  100;  hieraas  berechnete  ich  r^,  r^,  Ii^,  R^  und 
imtersnchte,  ob  diese  Grössen  auch  hier  dem  oben  ausge- 
sprochenen Gesetze  folgten.  Die  Fehler,  welche  dann  bei  <!> 
voraosgesetzt  werden  mussten,  waren: 

0.        25,4        48,3        62,5        70,8        78,7        84        88,75      92. 
Fehler  von  0.     +  0,2     +  0,3     —0,4     —  1,4  0,0     —0,3      0,6       0,0. 
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Die  Fehler  dieser  und  der  yorigen  Beobachtungsreihe 
können,  meiner  Meinung  nach,  hinreichend  erklärt  werden 
theils  als  Beobachtongsfehler,  theils  aus  der  ungleichmässigen 
Leitungsfähigkeit  der  Kupferscheibe,  so  dass  folgendes  Gesetz 
als  durch  das  Eizperiment  bewiesen  angesehen  werden  kann: 

Wenn  /  ( —  |  — /(^ )  constant  ist,  so  ist  auch  ^ .  ^  constant 

Es  ist  nämlich  nach  dem  Früheren  /  [^]  —/{b)  =  ^^^  ^^' 

ferenz  der  Spannungen  der  Berührungspunkte. 

Hieraus  ist  es  leicht,  die  Funktion  /  zu  finden;  setzen  wir 

nämlich  -i  =  j?,  ^  =  P,  so  beweist  der  eben  ausgesprochene 

Satz,  dass: 

/(p)-/{^)=^(|) 

ist,  wo  F  eine  noch  unbekannte  Function  bezeichnet;  setzen 
wir^=s  j,  so  wird  die  Gleichung: 

/(9i^-/(f)-^{?) 
oder,  wenn  wir  partiell  nach  P  differenziren: 

q.f'{qF)-f{F)^o; 

also,  wenn  wir  P  =  1  setzen: 

f[q)  =    M+N\ogq 

l£=     ikf+JVlog^, 

WO  M  und  N  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Anmerkung. 

Ich  habe  mir  viele  Mühe  gegeben,  den  für  den  Wider- 
stand der  Scheibe  aufgestellten  Ausdruck  durch  Experimente 
zu  prüfen;  doch  waren  die  Veränderungen,  die  der  Widerstand 
erlitt,  wenn  die  Entfernung  der  Drähte  yariirt  wurde,  so  kleine 
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GrSesen^  dass  die  Beobachtungen  eine  Unsicherheit  erhielten, 
bei  der  sie  unmöglich  etwas  für  oder  gegen  die  Theorie  be- 
weisen konnten.  Eine  Hauptschwierigkeit,  auf  die  ich  ausser- 
dem bei  diesen  Versuchen  stiess,  war  die:  zu  bewirken,  dass 
die  Drähte  die  Scheibe  immer  mit  derselben  Innigkeit  be- 
rlUirten;  dieses  konnte  noch  am  besten  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass  ich  statt  der  Kupferscheibe  eine  Quecksilbersqheibe 
anwandte,  in  die  ich  die  Drähte  hineintauchte. 

Um  die  kleinen  Veränderungen  des  Widerstandes  be- 
obachten zu  können,  traf  ich  folgende  Vorrichtung:  Der  Strom 
einer  starken  Hydrokette  theilte  sich  in  die  beiden  Arme  AGB 
und  ADB  (Rg.  4) ,  die  Punkte  C  und  D  waren  durch  einen 
Zwischenbogen  yerbunden,  in 
den  ein  Multiplicator  einge- 
schaltet war;  AC  enthielt 
die  Scheibe  mit  den  beiden 
Drähten,  durch  die  der  Strom 
durch  diese  hindurch  geleitet 

wurde,  BC  einen  Eheostaten;  AD  war  ein  kurzer  dicker,  BD 
ein  langer  dünner  Kupferdraht.  Stellte  ich  nun  den  Kheostaten 
80,  dass  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so  musste, 
wie  ich  gleich  beweisen  will  (wenn  die  Widerstände  von  AC, 
BC, . .  durch  {AC),  {BC), ..  bezeichnet  werden): 

{AC)  :  {BC)  =  {AD) :  {BD) 

sein.  Die  Veränderungen  yon  {AC)  waren  also  den  unmittelbar 
beobachteten  Veränderungen  von  {BC)  proportional;  einer 
kleinen  Veränderung  von  {AC)  entsprach  aber  eine  bedeutende 
von  {BC). 

Um  die  angegebene  Proportion  auf  eine  bequeme  Weise 
ableiten  zu  können,  will  ich  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wird  ein  System  von  Drähten,  die  auf  eine  ganz  beliebige 
Weise  mit  einander  verbunden  sind,  von  galvanischen  Strömen 
durchflössen,  so  ist: 

1)  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  jit  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossen, 

/i  + Ji +  ..  +  //.  =  ö, 

wo  I^,  I^,  ..die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen,  die  jene 
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Drähte  durchfliessen,  alle  nach  dem  Berührungspunkte  zu  als 
positiv  gerechnet; 

2)  wenn  die  Drähte  1,2,..!'  eine  geschlossene  Figur  bilden, 

Jj .  (üj  +  Ja .  «2  +  ..  +  /».  (ü» 

=  der  Summe  aller  elektromotorischen  Kräfte ,  die  sich  am 
dem  Wege:  1,  2 ..  v  befinden;  wo  «i,  (o^, ..  die  Widerstände 
der  Drähte,  I^,  J2  ..  die  Intensitäten  der  Ströme  bezeichnen, 
von  denen  diese  durchflössen  werden,  alle  nach  einer  JEtichtung 
als  positiv  gerechnet. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge 
davon,  dass  dem  Berührungspunkte  der  Drähte  1,  2j ,,  fi  eben 
so  viel  Elektricität  zugeführt,  als  entzogen  wird;  der  Beweis 
des  zweiten  Theiles  ist  folgender:  die  elektrische  Spannung 
eines  Punktes  im  Drahte  i  ist  =  m«  —  rii  li,  wo  h  die  Entfernung 
desselben  vom  Anfangspunkte  dieses  Drahtes  bezeichnet;  nennen 
wir  die  ganze  Länge  dieses  li  und  die  elektromotorische  Kraft, 
die  ihren  Sitz  in  der  Berührungsstelle  dieses  und  des  folgenden 
Drahtes  hat,  Ki,  so  erhalten  wir  durch  die  Betrachtung  der 
Spannungen  der  Berührungspunkte  je  zweier  auf  einander  fol- 
genden Drähte  die  Gleichungen: 

mg  —  /lg  ^2  +  Ä^  =  nij 


IWy  —  Wy  ^»  +  Ä»  =  Wlj. 

Es  ist  also: 

da  aber  /<  =  n^  A«  qi  und  a?i  = !_  ist,  wo  ki  die  Leitungsfähigkeit 

imd  qi  den  Querschnitt  des  Drahtes  i  bezeichnet,  so  können 
wir  diese  Gleichung  schreiben: 

w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  liefert  uns  durch  wiederholte  Anwendung  immer 
so  viel  Gleichungen,  als  zur  Bestimmung  aller  i^s  nöthig  sind. 
Wenden  wir  ihn  auf  den  vorliegenden  Fall  an,  so  erhalten  wir 
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durch  ihn  (wenn  wir  die  Drähte  durch  die  in  Fig.  4  beige- 
schriebenen Zahlen  bezeichnen),  da  /^  =  o  sein  soll: 

/i  +  ^  =  Ö,  /j .  «1  —  -^  (»3  =  0 
^  +  J4  =  ö,   /g    Cüj  —  I^w^  =  o 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt:  ^  =  ^, 
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Ich  habe  mich  in  diesem  Au&atze  damit  beschäftigt,  die 
Elektricität  zu  ermitteln,  die  sich  in  einer  Metallscheibe  bildet, 
durch  welche  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  gehen 
lässt,  und  eine  Beobachtungsmethode  angegeben,  durch  welche 
ich  das  theoretisch  gefundene  Sesultat  experimentell  geprüft 
habe.  Es  giebt  noch  ein  anderes,  naheliegendes- Mittel,  hier 
die  Theorie  mit  dem  Experimente  zu  vergleichen;  nämHch  die 
Beobachtung  der  Wirkung  der  Scheibe  auf  eine  Magnetnadel; 
ich  habe  über  diese  Wirkung  mit  einer  kreisförmigen  Scheibe, 
bei  der  der  Strom  durch  die  beiden  Endpunkte  eines  Durch- 
messers ein-  und  austrat,  Experimente  angesteUt,  und  will 
jetzt  angeben,  in  wie  weit  ich  die  Beobachtungen  mit  der 
Sechnung  in  üebereinstimmung  fand.  Es  ist  meine  Absicht 
zuerst  die  theoretischen  Betrachtungen  auseinanderzusetzen,  die 
der  Rechnung  zum  Grunde  liegen,  und  dann  die  Versuche  zu 
beschreiben,  die  ich  gemacht  habe. 

Hängt  man  über  einer  horizontalen  Scheibe,  die  von  gal- 
vanischen Strömen  durchflössen  wird,  eine  Magnetnadel  auf, 
so  erleidet  diese  eine  Ablenkung  aus  dem  magnetischen  Meri- 
diane. Um  diese  berechnen  zu  können,  ist  es  nöthig  zuerst 
die  Wirkung  der  Scheibe  auf  einen  Magnetpol  zu  ermitteln, 
oder  vielmehr  nur  die  horizontale  Componente  dieser  Wirkung. 
Wir  wollen  diese  Aufgabe  imter  einer  Voraussetzung  behandeln, 
welche  es  möglich  macht,  sie  sehr  leicht  allgemein  zu  lösen, 
nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  der  Magnetpol 
unendlich  nahe  an  der  Scheibe  befindet.  In  diesem  Falle 
tragen   zu   der  horizontalen  Componente   nur  die  Theile   der 

1)  Pogg-  Annal.    Bd.  67.    1846. 
Kirobhoff,  Gesammelte  Abhftndlongen.  2 
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Scheibe  bei,  welche  unmittelbar  unter  dem  Ma^etpol  liegen; 
alle  entfernt  liegenden  Theile  derselben  geben  nur  eine  verti- 
kale Componente,  weil  die  Richtung  der  Kraft,  mit  der  ein 
Stromelemeut  auf  einen  Pol  wirkt,  senkrecht  auf  der  durch 
beide  gelegten  Ebene  ist.  Die  homontale  Componente  ändert 
sich  also  nicht,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  entfernt  Hegenden 
Theile  auf  eine  andere,  als  die  wirklich  stattfindende,  Weise 
von  Strömen  durchflössen  werden;  denken  wir  uns  die  Scheibe 
unbegrenzt  und  überall  in  der  Richtung  und  mit  der  Inten- 
sität von  Elektricität  durchströmt,  wie  an  dem  unter  dem  Pole 
hegenden  Theile,  so  kommt  unsere  Aufgabe  darauf  zurück: 
die  Wirkung  einer  gleichmässig  von  Elektricität  durchflossenen, 
unbegrenzten  Ebene  auf  einen  Magnetpol  zu  ermitteln. 

Wii'  machen  die  gegebene  Ebene  zur  j-y  Ebene  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  nennen  die  Goordiuaten  des 
Poles  o,  />,  c,  die  Quantität  magnetischer  Flüssigkeit,  die  er 
enthält,  fi,  die  Goordiuaten  eines  Punktes  der  Ebene  x,  y,  den 
Winkel,  den  die  Richtung  der  Ströme  mit  der  2-Ajte  bildet,  tp 
und  die  Intensität  derselben  2;  dann  sind  die  nach  der  x  und 
yÄxe  genommenen  Componenten  der  Kraft,  welche  von  der 
Ebene  auf  den  Fol  ausgeübt  wird: 
+•  +■ 


* 


((r-<0'+(y-6)'+c')i 


((r-fl)"  +  (y-i)'+c'); 


.dxdy 


.dxds 


Diese  Integrale  lassen  sich  leicht  aufiösen;  ihre  Werthe  sind; 

X=  —  2jiui.sings 

Y  =  2itu  i.cosff. 
Wir  haben  gesehen,  dass  dieselben  Ausdrücke  auch  noch 
gelten  werden,  wenn  die  Scheibe  nicht  gleichmässsig  von  Elek- 
tricität durchströmt  wird,  sobald  sich  der  Pol  nur  nahe  genug 
an  derselben  befindet:  dann  müssen  aber  fiii-  i  und  rp  die 
Werthe  gesetzt  wei'den,  die  diesen  Grössen  ftlr  die  Projection 
des  Poles  auf  die  Scheibe  zukommen.  Befolgen  die  Ströme 
diu  Q^setz,  dass  die  elektrische  Spannung  eiuea  jeden  Punktes 


J 


Nachtrag  ni  dem  vorigen  Aufsatee. 


f,t/=^u  (j-fj)  ist.  so  ist  fttr  diesen  Punkt,  wenn  die  Leitungs- 
^higkeit  der  Scheibe   =1  gesetzt  wird: 


Siud  also  die  horizontalen  Coordinaten  des  Poles  r  und  j/,  so 
sind  die  Kräfte,  die  auf  ihn  wirken: 

Y--2„^.'£. 
Hieraus  findet  man  nun  leicht,  dass  eine  Magnetnadel,  die  sich 
sehr  nahe  an  der  Scheibe  befindet,  bei  der  man  die  mag- 
netischen Flüssigkeiten  in  ihren  Endpunkten  concentrirt  denken 
kann,  und  welche  um  ihren  Mittelpunkt  in  einer  horizontalen 
Ebene  drehbar  ist,  ein  Drehungsmoment  erleidet,  welches: 


dl 


dl 


ist,  wo  M  das  magnetische  Moment  der  Naclel,  ^',  ;/',  und  x", 
y"  die  horizontalen  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  beieiclmen, 
und  -77  die  Differentiation  nach  der  Richtung  ihrer  Axe  an- 
deuten soll. 

Hat  also  die  Nadel  die  Ablenkung  w  aus  dem  magne- 
tischen Meridiane  durch  die  Scheibe  erlitten,  so  haben  wir, 
wenn  H  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  be- 
zeichnet, die  Gleichung: 

Mit  dieser  Gleichung  habe  ich  die  Beobachtungen,  welche 
ich  gemacht  habe,  verglichen.  Die  Vorausaetznngen,  welche 
iu  der  obigen  Betrachtung  über  die  Magnetnadel  gemacht  sind, 
suchte  ich  möglichst  dadurch  zu  erfüllen,  dass  ich  eine  sehr 
kleine  Nadel  anwandte,  und  diese  der  Scheibe  beinahe  bis  zur 
Berührung  näherte.  Bei  der  Kleiidieit  der  Nadel  (sie  bestand 
aus  einem  j  Zoll  langen,  dünnen  Drahtstücke)  glaubte  ich  mich 
L  berechtigt,  sie  als  eine  magnetische  Linie  ansehen  zu  können, 
Lbei   der'  die   magnetischen  Momente    der   einzelnen  Molecüle 
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constant  wären,  und  die  Axen  derselben  die  Aichtimg  der 
Linie  selbst  hätten;  für  eine  solche  Linie  aber  kann  man 
immer  zwei  magnetische  Pole  substituiren,  die  sich  in  ihren 
Endpimkten  befinden,  unter  der  Nadel  befand  sich  eine  kreis- 
förmige Scheibe  von  Staniol,  deren  Durchmesser  10  Zoll  war; 
sie  war  auf  ein  Stück  Spiegelglas  geklebt,  imd  liess  sich  mit 
diesem  in  einer  gegen  den  magnetischen  Meridian  senkrechten 
Sichtung  so  verschieben,  dass  der  Mittelpunkt  der  Nadel 
immer  in  einem  Durchmesser  blieb.  An  den  Enden  des 
Durchmessers,  welcher  mit  dem  magnetischen  Meridiane  zu- 
sammenfiel, waren  die  Enden  zweier  Dräthe  festgeklemmt,  die 
den  Strom  einer  Daniell'schen  Kette  durch  die  Scheibe  hin- 
durchleiteten, um  den  Einfluss  dieser  Drähte  auf  die  Ab- 
lenkung der  Nadel  möglichst  zu  beseitigen,  wurden  dieselben 
in  der  Ebene  der  Scheibe  gehalten.  Das  Experiment  wurde 
nun  so  angestellt,  dass  vermittelst  eines  Spiegelapparats  die 
verschiedenen  Ablenkungswinkel,  t//,  beobachtet  wurden,  die 
verschiedenen  Abständen  des  Mittelpunktes  der  Nadel  von  dem 
Mittelpunkte  der  Platte,  (>,  entsprachen.  Wurde  die  Sichtung 
des  Stromes  umgekehrt,  oder  wurde  —  q  aus  g  gemacht,  so 
hätte  die  Grösse  der  Ablenkung  ungeändert  bleiben  müssen, 
wenn  keine  störenden  Einflüsse  da  gewesen  wären;  die  Ab- 
lenkung änderte  sich  aber,  theils  deswegen,  weil  die  Ver- 
bindungslinie der  Einströmungspunkte  nicht  genau  mit  dem 
magnetischen  Meridiane  zusammenfiel,  theils  wegen  eines  con- 
stanten  Fehlers  von  p,  theils  wegen  des  Einflusses  der  zu- 
leitenden Dräthe,  theils  endUch  wegen  der  Ungleichmässigkeit 
der  Staniolscheibe.    Die  Ablenkungen  waren: 

Bei  posit.  Strom.    Bei  negat.  Strom. 


för  ^  =       0 

94,S 

96,2 

1 

90,0 

93,8 

2 

87,8 

89,2 

3 

80,6 

81,6 

4 

71,4 

72,0 

5 

61,0 

61,6 

för  ^  =  -  1 

93,4 

96,3 

—  2 

89,9 

90,9 

—  3 

83,0 

83,3 

—  4 

74,0 

74,8 

-5 

64,2 

64,5. 
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Ich  glaubte  den  Werthen,  welche  die  Ablenkungen  erhalten 
hätten  y  wenn  die  angedeuteten  Störungen  nicht  dagewesen 
i^ren,  nahe  zu  kommen,  indem  ich  aus  den  je  vier  zusammen- 
gehörigen Werthen  die  arithmetischen  Mittel  nahm.  Dadurch 
erhielt  ich  folgende  Werthe  für  \fj: 

fOr  ^=0  95,5  für  ^  =  8  82,2 

1  93,4  4  73,1 

2  89,5  5  62,8 

Ich  will  über  die  angegebenen  Beobachtungen  noch  bemerken, 
dass  nach  je  zweien  die  Intensität  des  Stromes  und  die  Bich- 
tang  des  magnetischen  Meridians  an  demselben  Apparate  be- 
obachtet, und  durch  Interpolation  gefunden  wurde,  welchen 
Werth  die  Intensität,  und  welche  Lage  der  Meridian  zur  Zeit 
einer  jeden  Ablenkungsbeobachtung  hatte.  Die  angegebenen 
Zahlen  sind  auf  eine  constante  Intensität  reducirt  (Die  Ein- 
heit f&r  v'  ist  2',6,  für  (»  ^  Zoll.)  Um  nun  die  Beobachtungen 
mit  der  Theorie  zu  vergleichen,  berechnen  wir  yj  aus  der 
Gleichung: 

jysin w==n.  (djt(x^jL)^du^in\  ^ 

\       dl  dl        J 

Legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittel- 
punkt der  Scheibe,  und  die  xAxe  in  den  magnetischen  Meri- 
dian, so  ist,  wenn  wir  den  Radius  der  Scheibe  R  nennen: 


u  =  ^  +  ^.log^-^^3^,-y, 


wo  j4  und  B  unbekannte  Constanten  sind.    Da  der  Ablenkungs- 
winkel der  Nadel  sehr  klein  ist,  so  können  wir: 


f  Li  ff  L 

^=2  ^    =-2 

setzen,   wo  L  die   Länge   der  Magnetnadel,   g   den  Abstand 
ihres  Mittelpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Scheibe  bezeichnet. 

Schreiben  wir  ferner  noch  j^^-rj  und   iz;   für  sin  i/;,  so  er- 
halten wir: 


{(«-f)V,-l  {(«+§)■+,•) 


22  Nachtrag  zu  dem  vorigen  Aufsätze. 

Berechnen  wir  nach  dieser  Formel  i/;,  indem  wir  dem  g  die 

*  verschiedenen  Werthe  geben,   für  welche  wir  die  Ablenkung 

der  Nadel  beobachtet  haben,  so  finden  wir,  wenn  wir  ÜT  passend 

bestimmen,  folgende  Uebereinstimmung  zwischen  der  Bechnung 


den  Beobachtungen: 

- 

Q 

Rechnung 

Beobachtet 

Fehler. 

0 

96,8 

95,5 

+  0,8 

1 

94,4 

93,4 

+  1,0 

2 

8S,8 

89,5 

-0,7 

3 

81,3 

82,2 

—0,9 

4 

72,4 

73,1 

-0,7 

5 

63,5 

62,8 

+  0,7. 

üeber  die  AnflSsung  der  Oleiehungen,  auf  welche  man  bei 
der  Untersuchung   der   linearen  Vertheilung   galyaniseher 

StrSme  gefBhrt  wird^). 

Ist  ein  System  von  «Drahten:  1,  2...n  gegeben,  welche 
auf  eine  beliebige  Weise  imter  einander  verbunden  sind,  und 
hat  in  einem  jeden  derselben  eine  beliebige  elektromotorische 
Kraft  ihren  Sitz,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten der  Ströme,  von  welchen  die  Drähte  durchflössen  wer- 
den, J^,  /j . . .  /n,  die  nöthige  Anzahl  linearer  Gleichungen  durch 
Benutzung  der  beiden  folgenden  Sätze  ^: 

L  Wenn  die  Drähte  ^ ,  Äg , . . .  eine  geschlossene  Figur 
bilden,  und  tou  bezeichnet  den  Widerstand  des  Drahtes  A,  E^ 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  demselben  ihren  Sitz  hat^ 
nach  derselben  Richtung  positiv  gerechnet  wie  A,  so  ist,  falls 
^ki  f  Ik27  •  • .  alle  nach  einer  Sichtung  als  positiv  gerechnet 
werden: 

n.  Wenn  die  Drähte  ^^  Aj, . . .  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossen,  und  /a^,  /x,,  . . .  alle  nach  diesem  Punkte  zu  als  positiv 
gerechnet  werden,  so  ist: 

1)  Pogg.  Annal.    Bd.  72.    1847. 

2)  S.  oben  p.  15. 
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Ich  will  jetzt  beweisen,  daes  die  AuHösungen  der  Glei- 
chtmgeD,  welche  man  durch  Anwendung  dieser  Sätze  für  /,, 
i,.,./,  erhält,  vorausgesetzt,  dass  das  gegebene  System  von 
Diäten  nicht  in  mehrere,  völlig  von  einander  getrennte  zerföUt, 
Bch  folgendenaassen  allgemein  augebon  lassen: 

£s  sei  m  die  Anzahl  der  vorhandenen  Kreuzuiigspunkte, 
d.  h.  der  Punkt«,  in  denen  zwei  oder  mehrere  Diähte  zu- 
BBnuDenstossen,  und  es  sei  ii  ^  n  —  m  -f  1,  dann  ist 
der  gemeinschaftliche  Nenner  aller  Grössen  /  die  Summe 
deijenigen  Combinationen  von  «>,,  ic,,...«)»  zu  je  u  Elementen 
V»,  .ictg  ■  ■  ■  ■  Wi„  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  nach 
f  ortoahme  der  DiMte  Aj,  A^i  ■  •  •  *^  **''"'■  geschlossene  Figur 
Bbrig  bleibt, 

und  es  ist  der  Zähler  von  /j  die  Summe  derjenigen  Com- 
binationen  von   rc,,  w-j .  ■  ■  "„  zu  je  ji  —  1   Elementen,  W]^ . 
»^  ....  u^t^— „  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  nach  Fort- 
nfthme  von  Ä,,  k^....k^^^,  eine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt, 
und  dass  in  dieser  X  vorkommt;  eine  jede  Combination  mul- 
tiplicirt  niit  der  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche 
sich  auf  der  zugehörigen  geschlossenen  Figur  befinden.     Die 
elektromotorischen  Kräfte  sind  hierbei  in  der  Richtung  als 
positiv  zu  rechnen,  in  der  /j  als  positiv  gerechnet  ist. 
Der  leichteren  Tlebersicht  wegen  will  ich  den  Beweis,  den 
ich  TOD  diesem  Satze  gebe,  in  einzelne  Absclmitte  theilen. 
1. 
Es  sei  fi  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  viele  Drähte  man 
bei  einem  beliebigem  Systi^me  menigtleni  entfernen  muss,  damit 
alle  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;   dann  ist  m  auch 
die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen,  welche 
man  durch  Anwendung  des  Satzes  I  herleiten  kann. 

Es  lassen  sich  nämhch  ^Gleichungen,  die  von  einander 
nnabl^Jigig  sind,  und  aus  denen  eine  jede,  die  aus  dem  Satze  I 
folgt,  abgeleitet  werden  kann,  auf  die  folgende  Weise  aufstellen: 
Es  seien  1,  2, ...  /i —  1,  ^  solche  fi  Drähte,  nach  deren 
Portnahme  keine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt;  nach  Fort- 
nahme  von  /i —  1  derselben  bleibt  dann  eine  geschlossene  Figur; 
auf  die  geschlossenen  Figuren,  welche  der  Beihe  nach  übrig 
bleiben,  wenn  man 
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2,      3 u 

1,  3, ....  ^ 

1,      2,      3...a— 1 
entfernt,  wende  man  den  Satz  I  an. 

Von  den  auf  diese  Weise  gebildeten  fi  Gleichungen  kann 
keine  eine  Folge  der  übrigen  sein,  weil  eine  jede  eine  Unbe- 
kannte enthält,  welche  in  allen  übrigen  nicht  voi^ommt;  die 
erste  allein  enthält  /^,  die  zweite  /^  n.  s.  £  Ans  diesen  Glei- 
chungen lässt  sich  aber  auch  eine  jede  andere  bilden,  die  mit 
Hülfe  des  Satzes  I  abgeleitet  werden  kann;  denn  eine  Gleichung, 
die  aus  einer  geschlossenen  Figur  folgt,  welche  sich  aus  mehreren 
zusanmiensetzen  lässt,  muss  aus  den  Gleichungen,  die  aus  diesen 
folgen,  (durch  Addition  oder  Subtraction)  gebildet  werden 
können;  und,  wie  wir  zeigen  wollen,  kann  eine  jede  geschlossene 
Figur  aus  jenen  ^Figuren  zusammengesetzt  werden.  Die 
sämmtlichen  geschlossenen  Figuren  nämlich  des  gegebenen 
Systems,  welches  wir  durch  S  bezeichnen  wollen,  lassen  sich 
eintheilen,  in  solche,  in  denen  der  Draht  ju  vorkommt,  und  in 
solche,  die  in  dem  Systeme  S'  enthalten  sind,  welches  aus  5 
entsteht,  wenn  der  Draht  u  entfernt  wird.  Nehmen  wir  an, 
dass  alle  Figuren,  welche  der  zweiten  Erlasse  angehören,  sich 
aus  den  fi  —  1  ersten  jener  /i  Figuren  zusammensetzen  lassen, 
so  sehen  wir  ein,  dass  eine  jede  Figur  des  Systems  S  sich  aus 
diesen  fi  zusammensetzen  lassen  muss;  denn  eine  beliebige 
Figur,  in  der  der  Draht  fi  vorkommt,  lässt  sich  zusammensetzen 
aus  einer  bestimmten,  in  der  u  vorkommt,  und  aus  solchen,  in 
denen  ft  nicht  vorkommt.  Die  über  das  System  S'  gemachte 
Annahme  lässt  sich  aber  wieder  auf  eine  ähnliche  in  Bezug  auf 
iV"  zurückführen,  wenn  S"  das  System  ist,  welches  aus  S  durch 
Entfernung  von  fi  und  u  —  1  entsteht;  nämlich  auf  die  Annahme, 
dass  alle  in  S"  vorkommenden  geschlossenen  Figuren  sich  aus 
d(m  fi — 2  ersten  jener  fi  zusammensetzen  lassen.  Durch  Fort- 
setzung dieser  Schlussweise  kommen  wir  endlich  auf  das  System 
S(/*-i);  da  dieses  nur  eine  geschlossene  Figur  enthält,  so  ist  die 
Richtigkeit  der  Annahme,  welche  wir  in  Bezug  auf  dieses  machen 
müssen,  um  die  Wahrheit  unserer  Behauptung  einzusehen,  von 
selbst  klar. 
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2. 

Da  die  Sätze  I  und  11  die  zur  Bestimmung  von  /^,  ^ . . .  /^ 
nöthige  Anzahl  von  Gleichungen  liefern  müssen,  so  werden 
diese,  nach  dem,  was  wir  eben  bewiesen  haben,  die  fol- 
genden sein: 

alw^Ii  +  alu)^l2+  ...  +  alwnIn  =  cclE^  +  cclE^+.»  +  alEn 
a^w^I^+€i^w^l^  +...  +  aSwnIn—cei  E^  +  a^E^  +...  +  a/-B« 

U^f^^I^  +  A3  ^+1/2  +  ...  +  «n^+^/n  =  0 
«1^«/;  +  Oj^+'iP  +  ...  +  «»^+*/n  =  0 

wo  die  Gtrössen  a  theils  +  1,  theils  —  1,  theils  0  sind,  und  wo  u 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  hat. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner 
der  Gh*ös8en  /,  d.  L  die  Determinante  dieser  Gleichungen,  eine 
homogene  Function  des  ^ten  Grades  von  u?^,  «7,, . . .  u^n  ist, 
welche  ein  jedes  einzelne  w  nur  linear  und  ausser  den  tr's  nur 
Zahlen  enthält.  Dieses  Besultat  können  wir  auch  auf  die  fol- 
gende Weise  aussprechen:  der  gemeinschaftliche  Nenner  der 
Ts  ist  die  Summe  der  Combinationen  von  tOj,  w^  , .  ,Wn  zu  je 
^Elementen,  eine  jede  Combination  mit  einem  Zahlencoeffi- 
eienten  multiplicirt.  Eben  so  sieht  man  ein,  dass  der  Zähler 
eines  jeden  /  die  Summe  der  Combinationen  von  ir^,  i^?2,  . .  w?n 
zu  je  /Li — 1  ist,  eine  jede  Combination  mit  einer  linearen  ho- 
mogenen Function  der  Grössen  jB^,  E^,  . . .  En  multiplicirt,  deren 
Co^f&cienten  Zahlen  sind. 

3. 

Zur  Bestinmiung  der  Zahlencoefficienten  des  Nenners  und 
der  Zähler  der  Grössen  /  führt  die  Bemerkung,  dass  es  einerlei 
ist,  ob  wir  den  Widerstand  m?^  =  00  machen,  oder  ob  wir  den 
Draht  k  durchschneiden  oder  entfernen;  dass  also  die  Ausdrücke 
der  Ps  durch  die  Substitution  tr^  =  00  in  die  Auflösungen  der- 
jenigen Gleichungen  übergehen  müssen,  die  wir  durch  An- 
wendung der  Sätze  I  und  11  auf  das  System  von  Drähten  er- 
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halten,  welches  aus  dem  gegebenen  entsteht,  wenn  wir  den 
Draht  k  entfernen,  h  selbst  muss  filr  ic»  =  co  verschwinden. 
Wir  wollen  unter  1,  2  .  .  ft  —  1  beliebige  m  —  1  I>räthe 
verstehen,  die  Zähler  und  Nenner  der  /'s  durch  w^.w^...w,^^ 
dividiren  und  dann  (Cj  =  oo,  tCj  =  oo  .  .  .  h-^_j  =  cd  setzen;  da- 
durch gehe  /,  in  (/»)  über;  bezeichnen  wir  dann  die  Function 
der  E's,  welche  im  Zähler  von  Ii  mit 

multiplicirt  ist,  durch  A^mik^,  ■  -n^-i  und  den  Coefficienten  von 
wt,.wi,j . .  .  (Oft«  im  Nenner  durch  a|c^,  i^, ,  .»^  bo  haben  wir 

^    ^'       Olli-  -«-iirt.W^  +  Cn  i--,_,,«i-,.U>„^.i  +  --  +  «iiv«-,,B.«'i. 

Der   vorangeschickten  Bemerkung   zufolge   ist,   wenn   /.  unter 
1,  2  . . .  fi — 1  vorkommt: 

(^i)  =  0, 
und,  wenn  i.  nicht  imtcr  1,  2  ,  .  fi — 1  vorkommt: 

(4)  =  '\. 
wo  /.   die  Intensität   des    Stromes   bezeichnet,   von   dem   der 
Draht  'Ä  durchflössen  wird,  wenn  die  Drähte  1,  2  . ,  n — 1  ent- 
fernt sind. 

Wir  denken  uns  die  Gleichungen  aufgestellt,  die  sich  durch 
Anwendung  der  Sätze  I  und  H  auf  das  übrig  gebhebeue  Draht- 
system zur  Bestimmung  von  i'„,  f  ^-i-j, .  . .  !„  ergeben.  Der 
Satz  I  liefere  hier  (i  von  einander  unabhängige  Gleichungen; 
dann  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grössen  /'  eine 
Function  des  ^'ten  Grades  von  w^,  io^+,,  . .  w^,  und  die  Zähler 
derselben  sind  Functionen  des  u'  —  1  ten  Grades  in  Bezug  auf 
dieselben  Argumente.  Wegen  der  Definition  von  fi  ist  fi  ent- 
weder =  1  oder  >  I.  Ist  fi  >  1,  so  müssen,  damit  die  Glei- 
chung (/i)  =  l ).  bestehen  kann,  entweder  Zähler  und  Nenner 
von  l\  einen  gemeinschaftlichen  Factor  des  i*  —  1  ten  Grades 
in  Bezug  auf  w^,   u.-^, ...haben,   oder  es   muss   [I))  =  0   und 

I'i  =  0  sein,  oder  endlich   es  muss  (7^)  die  Form  ^  annehmen. 

Der  erste  dieser  3  Fälle  kann  nicht  stattfinden,  wie  die 
folgende  Ueberlegnng  zeigt.  Gesetzt  es  gebe  einen  Factor 
der  bezeichneten  Art;  dieser  rouss  dann  bei  allen  i'  in  Zähler 
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nmi  Nenner  auftreten;  er  möge  die  Grösse  id  enthaJten;  k  muss 
daim  ein  Dralit  sein,  welcher  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt, 
weil  im  anderen  Falle  ir»  in  den  Gleichungen  für  /  „,  /^^^ , . . . 
gar  nicht  vorkommen  könnte.  Da  die  Zälder  und  der  Nenner 
der  Grössen  I'  linear  in  Bezug  auf  ein  jedes  w  sind,  so  erhalten 
wir  für  diese  durch  Forthebung  jenes  Factors  Äusdi-ücke,  welche 
frei  von  «j  äind.  Substituiren  wir  dieselben  in  eine  derGleichungen, 
welche  ic*  i»  enthält,  so  wird  diese  eine  identische;  durch  par- 
tielle Differentiation  derselben  nach  wj,  erhalten  wir: 

/■*  =  0. 
Diese  Gleichung  kann  aber  unmöglich  immer  gelten;  sollte 
dieses  der  Fall  sein,  so  müsste  sie  auch  richtig  bleiben,  wenn 
man  beliebig  viele  der  Grössen  w  gleich  co  setzt,  d.  h.  wenn  raan  be- 
liebig viele  der  Drähte  entfenit;  entfernt  man  aber  so  viele 
Drähte,  dass  nur  eine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt,  in  welcher 
k  liegt,  so  kann  anmöglich  /'*  für  beliebige  Werthe  der  Grössen 
E  verschwinden. 

Diese  BetrachtuDg  lehrt  zugleich,  dafis  nicht  fUr  alle 
Werthe  von  X  die  Gieichimg  J'i  =  0  bestehen  kann;  sie  kann 
esnichtfür  diejenigen  Dräthe,  die  in  geschlossenen  Figuren  liegen. 

EiB  muss  daher,  wenn  n'  >  l  ist,  wenigstens  für  einige 
Werth«  von  A,  der  letzte  jener  drei  Fülle  statttinden,  d.  h.  (Ii) 
dch  unter  der  Form  -  darstellen.  Für  w '  >  1  verschwinden 
also  die  Zähler  and  der  gemeiuBame  Kenner  von  (/^) ,  (/^^i)-  ■ 
(/J,   oder  auch,  da  (/J ,  (/,)-.(/^_i)  gleich  Null  sind,  von 

Wenn  nach  Fortnahme  der  Dräthe  1,  2..ft  —  i  mehr  als 
eine  geschlossene  Figur  bleibt,  so  kann  daher  das  Produkt 

weder  in  einem  Zähler  noch  in  dem  Nenner  der  Grössen  /j, 
I^..Im  vorkommen. 

4. 
Jetzt  wollen  wir  die  Factoren  zu  bestimmen  suchen,  mit 
denen  das  Product  u\  .  w, . . .  w^^,  in  den  Zählern  und  in  dem 
Nenner  der  /'s  multiplizirt  vorkommt,  wenn  die  Bedingung  er- 
ffillt  wird,  dass  nach  Fortnahme  von  1,  2,./i — 1  nui'  fine  ge- 
schlossene Figur  übrig  bleibt. 
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Es  enthalte  die  übrigbleibende  Figur  die  Dräthe:  A^,  l^, 
...A,;  dann  ist,  falls  X  nicht  unter  diesen  vorkommt: 

und  falls  X  unter  denselben  vorkommt: 

wobei  Ei^,  Ei^...  nach  der  Bichtung  als  positiv  gerechnet 
sind,  nach  welcher  I'i  als  positiv  gerechnet  ist 

Der  Nenner  dieses  Werthes  kann  sich  von  dem  Nenner 
der  Grösse  (Jx),  d.  L  von  dem  Ausdrucke:  ^ 

nur  durch  einen  Zahlenfactor  unterscheiden;  daher  müssen  von 

den  Grössen  Oj ,  2  •  •  /*— 1>  a*?  ^i>  a  •  •  /<— 1  >  a«+i  •  •  •  ^®  verschwinden 
ausser:    ^  ^  „ 

imd  diese  müssen  einander  gleich  sein.  Wir  schliessen  daraus, 
dass  der  Coefl&cient  der  Combination  vok^ .  v>k% . .  •  ^^ft  im  Nenner 
der  Grössen  /  nur  dann  von  0  verschieden  sein  kann,  wenn 
durch  Fortnahme  der  Dräthe  Äj,^^..^^  alle  geschlossenen  Fi- 
guren zerstört  werden;  imd,  dass  alle  Combinationen,  welche 
diese  Bedingung  erfüllen,  imd  welche  ^ — 1  gemeinschaftliche 
Factoren  w  enthalten,  denselben  Coefl&cienten  haben  müssen. 
Mit  Hülfe  hiervon  lässt  sich  beweisen,  dass  irgend  zwei 
Combinationen 

Wjt^  .  %Dit2  .  .  •  t^fc^   und   ^Djt'Y  •  tC]k'2  *  *  *  ^> 

im  Nenner  der  J's  denselben  Coefficienten  haben  müssen,  wenn 
durch  Entfernung  sowohl  der  Drähte  Äj,  ä^...^^  als  der 
Drähte  k\ ,  Ä'g, . .  ä'^  aUe  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden. 

Um  diesen  Beweis  führen  zu  können,  schicken  wir  die 
folgenden  Bemerkungen  voraus: 

Durch  Fortnahme  der  Dräthe  Äj,  Äj,  ..ä^  mögen  alle 
geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;  dann  muss  ein  jeder 
dieser  Drähte  wenigstens  in  einer  geschlossenen  Figur  vor- 
kommen. 

In  einer  jeden  geschlossenen  Figur  muss  aber  auch  we- 
nigstens einer  jener  Dräthe  vorkommen;  wissen  wir  also  von 
dem  Dräthe  A',  dass  er  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt,  so 
muss  dieser  wenigstens  mit  einem  der  Dräthe  Äj,  ä,..ä^  in 
derselben  geschlossenen  Figur  liegen. 
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^^^EWner  musa  ein  jeder  der  Brätlie  h^,  kj,..k^  in  einer 
geschlossenen  Figur  vorkommen,  in  der  die  fi. —  l  anderen 
Drehte  nicht  vorkommen,  ä^,  z.  B.  in  derjenigen,  welche  nach 
Fortnalime  von  Ä,,  A,,  ..ä„_j  übrig  bleibt,  nnd  welche  wir 
durch  /i^  bezeichnen  wollen.  Liegt  in_/i„  auch  der  Draht  k'„ 
so  werden  auch  durch  Fortnahme  von  A,,  A^..A„-it  *V  *"^ 
geschlossenen  Figuren  zerstört.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung 
^eht  man  leicht  ein,  d&ss,  wenn  wir  irgend  eine  geschlossene 
Figur,/,  auswählen,  sich  immer  u — 1  Drähte  von  der  Art 
finden  lassen,  dass  nach  Fortnahme  derselben  /  als  einzige 
geschlossene  Figur  übrig  bleibt.  Kommen  nämlich  in  /  von 
den  Dräthen  A^,  k^,..k„  etwa  A,,  k^,  A,  vor,  und  ist  A',  ein 
Draht,  der  in  /j^,  aber  nicht  in  /,  und  A',  ein  Draht,  der  in 
/^,  aber  auch  nicht  in  /  vorkommt,  so  sind  A',,  i\,  A^  .  .  .  Ä„ 
Dräthe  der  verlangten  Art 

Jenen  Beweis  wollen  wir  jetzt  auf  die  Weise  führen,  dass 
wir  annehmen,  die  Co&ffieienten  zweier  Combinationen  der  be- 
zeiclmeten  Art  seien  einander  gleich,  wenn  diese  v  gemein- 
schaftliche Factoren  w  haben,  und  beweisen,  dass  dann  auch 
die  Coefficienten  zweier  Combinationen,  welche  nur  v — 1  ge- 
meinschaftliche Factoren  haben,  einander  gleich  sein  müssen. 
Ist  uns  dieses  gelimgen,  so  werden  wir  die  Wahrheit  der  auf- 
gestellten Behauptung  dargethan  haben. 

Die  Art  des  Beweises  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  für 
V  wir  auch  setzen;  wir  wollen  denselben  daher  nur  för  einen 
Werth  von  »■,  fili'  »'  =  3,  durchführen.  Wir  wollen  also  beweisen, 
dasa  die  beiden  Combinationen: 

«■i]  - 10*3  ■*%-■■  "V  "nd  »"i, .  tnkj .  ir».3  . .  .  tCf^ 
denselben  CoefBcienten  haben  müssen. 

In  dem  Systeme  von  Drähten,  welches  aus  dem  gegebeneu 
entstfbt,  wenn  man  A^  und  k,  entfernt,  können  alle  geschlossenen 
Figuren  nicht  durch  die  Fortnahme  von  weniger  als  n — 2 
Drähten  zerstört  werden;  sie  werden  zerstört  durch  die  Fort- 
nahme von  Aj,  A,  ■  .  k^,  und  durch  die  Fortnahme  von 
A',,  k\  .  .  k'„;  hieraus  folgt,  dass  Ä'^  wenigstens  mit  einem 
der  Drähte  k^,  k^.. Ii„,  wir  nehmen  an  mit  k^,  in  derselben 
geschlosseneu  Figur  liegt;  diese  bleibe  als  einzige  übrig, 
wenn   man  k".,  k"...k"u  entfernt;  dieselbe  bleibt  dann  von 
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e   als   einzige  Übrig,   wenn  man  &,, 
Ea   folgt   hieraus,  dass  die  beiden 


dem  ursprÜDglichen  8ysteD 
*3i  A"ii  ^"s  •  ■  *"«  entfernt. 
Combinationen : 

und  wjij .  irj[. .  Wf^  .  wy^ .  ip*"j  . .  icit-T,, 

welche  fi  —  1  gemeinscliaftliche  Factoren  ir  haben,  denselbinn 
Coefficienten  haben  müssen.  Unserer  Annahme  zufolge  haben 
aber  auch  die  Combinationen: 

w», .  fo»j . u'*j .«?*(.. lOfc^     und  ic^i ,  w»^ . trt, .  KVt . . 

W|n.W|ll.wJ,.g.u>k■^..W|,'fi  und  tot,  ■  iCjkj .  wjfg .  «»»"^ . . 
paarweise    denselben    CoefScienten;    es    sind    also    auch    die 
Cofifficienten  von 

w»! .  wij .  Wtg . . .  w!t„   und  Wf^ .  tt-ij .  iffj . . .  iPfp 

einander  gleich.  

Wir  haben  hierdurch  bemesen,  daas  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  i's  the  Summe  derjenigen  Combinationen  toq  «tj, 
Wj,  ..v>n  zu  je  /t  Elementen,  v:^^ .  wt^ . . ,  wt^,  ist,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  nach  Fortnahme  der  Drähte  k^,  A,  ...k„ 
keine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt;  diese  Summe  mit  einem 
Zahlencogfficienten  multiplicirt.  Den  ZahlencoSf&clenten  können 
wir  =  1  setzen,  wenn  wir  die  Zähler  der  /'s  darnach  be- 
stinunen. 

Diese  ZaMer  lassen  sich  jetzt  sehr  leicht  finden.  Aus  den 
Gleichungen  nämlich  i 

(A)  =  0  und  {h)  =  /';, 
von   denen  die  erste  gilt,   wenn  A^/i — 1,   die  zweite,   wenn 
/>^  — 1  iat,  folgt! 

für  den  Fall,  dass  l  unter  }^,  >^,.,l,  vorkommt,  und 

.4S,j,..^_i  =0 
für  den  entgegengesetzten  Fall. 

Es  ist  also  der  CoefScient  des  Gliedes  w, ,  w,  . .  w„  _ ,  — 
von  welchem  wir  schon  früher  gezeigt  haben,  dass  er  nur  dann 
von  0  verschieden  sein  kann,  wenn  nach  Fortnahme  von  1,  2, 
..  ft  —  1  eine  einzige  geschlossene  Figur  übrig  bleibt  —  =0, 
wenn  in  dieser  Figur  k  nicht  vorkommt;  kommt  A  in  ihr  vor, 
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80  ist  er  =  der  Simuae  der  elektromotorischen  Kräfte,  die 
neb  aui  derselben  beänden;  diese  nach  der  Richtung  positiv 
gerechnet,  nach  welcher  i»  als  positiv  gerecimet  ist. 


Wir  müssen  jetzt  noch,  um  unseren  Satz,  wie  wir  ihn  aus- 
gesprochen, bewiesen  zu  haben,  zeigen,  dass  fi  =  n  —  j«  -f  1  ist 
Diese  Behauptung  gilt  nur,  wenn  das  gegebene  Drahtsystem 
nicht  in  mehrere,  völlig  von  einander  getrennte,  zerfällt,  während 
die  bis  jetzt  angestellten  Betrachtungen  eine  solche  Voraus- 
aetzung  nicht  erforderten. 

Wie  wir  gesehen  haben,  ist  fi  die  Anzahl  der  von  einander 
onabhängigeu  Gleichungen,  welche  sich  mit  Hülfe  des  Satzes  I 
ftbleiten  lassen;  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen 
Gleichungen,  welche  der  Satz  II  liefert,  muss  daher  ;i  —  fi 
Bein.  Nun  lässt  es  sich  aber  zeigen,  dass  unter  jener  Voraus- 
setzung, diese  Anzahl  m—  \  ist;  woraus  dann  ft,  =  n  —  m  +  l 
folgt 

Mehr  als  ™  —  1  von  einander  unabhängige  Gleichungen 
lassen  sich  mit  Hülfe  des  Satzes  II  nicht  ableiten;  denn  wenden 
wir  denselbea  auf  alle  m  Kreuzuiigspunkte  an,  so  kommt  in 
den  dadurch  entstehenden  Gleichungen  ein  jedes  /  zwei  Mal 
vor,  einmal  mit  dem  CoffiBBcienten  +  1,  das  andere  Mal  mit 
dem  CoSfficienten  —  1 ;  die  Summe  sämmtlicher  Gleichijingen 
giebt  also  die  identische  Gleichung  0  =  0.  Die  Gleichungen, 
weiche  man  durch  Anwendung  jenes  Satzes  auf  m  ^  1  beliebige 
Kreuzungspunkte  erhält,  sind  aber  von  einander  unabhängig, 
denn  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  wir  beUebige  und 
beliebig  viele  unter  ilmen  auswählen,  in  diesen  eine  oder  einige 
der  unbekannten  nur  einmal  vorkommen.  Nennen  wir  nämlich 
die  Kreuzungspunkte  1,  2,  ..  m,  einen  Draht,  durch  welchen 
2  von  ihnen,  k  imd  l,  mit  einander  verbunden  sind,  (k,  X),  so 
kommt  in  den  Gleichungen,  welche  durch  Betrachtung  der 
Punkte  Ä,.Aj,..i,  abgeleitet  sind,  wenn  einer  derselben,  etwa 
4],  ausser  mit  Punkten,  die  unter  k^,  ..  A,  vorkommen,  noch 
mit  einem  anderen,  A,  verbunden  ist,  die  Unbekannte  /  U„  0 
nur  einmal  vor.  Einer  der  Punkte  k^,kj..h,  muss  aber,  ausser 
mit  anderen  derselben,   noch  mit   einem  Funkte  k  verbunden 
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sein,   wenn  die  Drähte,  welche  die  Punkte  Aj,  k^..K  mit  eui- 
ander  verbiuden,  niclit  ein  in  sich  abgeschlossenes  System  bilden. 


Ea  sei  mir  erlaubt,  noch  einige  Bemerkungen  zu  dem  eben 
bewiesenen  Satze  zu  macheu. 

Ordnet  man  die  Glieder  des  Zählers  von  /i  nach  den 
Grössen  £j,  E, . .  E,,  so  wird  der  Coefficient  von  i*  die  Summe 
der,  theils  positiven,  theils  negativen,  Combinationen  von  Wj, 
w^,..K„  ZU  je  fi^l,  welche  im  Nenner  der /'s  sowohl  mit  un 
als  mit  »c»  multiphcirt  vorkommen;  es  sind  dieses  ja  gerade 
die  Combinationen  ictj  .wtj  ...  tPir„_,,  welche  die  BigenschsA 
haben,  dass  nach  Portnahme  der  Drähte  k^,k^..k^^^  nur  eine 
geschlossene  Figur  übrig  bleibt,  und  dass  in  dieser  sowohl  i, 
als  A  vorkommt;  positiv  ist  "'tj  .w*j .  .ict^—i  ?u  nehmen,  wenn 
in  der  übrigbleibenden  FigTir  die  positive  Kichtuug  von  Ii  mit 
der  Richtung  von  E^  zusammenTällt,  negativ  im  entgegenge- 
setzten Falle. 

Es  geht  hieraus  imter  Anderem  hervor,  dass.  wenn  wir 
aus  einem  beliebigen  Systeme  zwei  Drähte  auswählen,  die  In- 
tensität des  Stromes,  welcher  iu  dem  einen  hervorgebracht 
wird  durch  eine  elektromotorische  Kraft  in  dem  zweiten,  gerade 
dieselbe  ist  als  die  Intensität  des  Stromes,  welcher  in  dem 
zweiten  hervorgebi-acht  wird  durch  eine  eben  so  grosse  elektro- 
motorische Kraft  in  dem  ersten. 

Die  Bedingung,  welche  wir  fllr  das  Vorkommen  einer  Com- 
bination  iu  dem  Nenner  der  l's  gefunden  haben,  lässt  sich, 
wie  mau  leicht  einsieht,  auch  auf  die  folgende  Weise  aus- 
sprechen: die  Comb ination  1^1^,«^^...«^  kommt  vor,  wenn  die 
Gleichungen,  welche  der  Satz  I  liefert,  unabhängig  in  Bezug 
auf  A,,  A)---f  ^k/t  sind;  es  lasst  sich  zeigen,  dass  diese 
Bedingung  mit  der  Übereinkommt,  dass  es  zwischen  Ii^,  ^.., 
Ik^,  oder  einigen  dieser  Grössen,  keine  Gleichung  giebt,  welche 
aus  den  Gleichmigen,  die  durch  Anwendung  des  Satzes  H  ent- 
standen sind,  abgeleitet  werden  kann.  Diese  Bemerkung  wird 
es  häufig  leichter  machen,  die  Combinationen  aufzustellen, 
welche  im  Nenner  der  I's  fehlen.  Stossen  z,  B.  die  Drähte 
1,  2,  3  in  einem  Punkte  zusammen,  3,  4,  5  in  einem  zweiten, 
5,  6,  7  in  einem  dritten,  so  fehlen  alle  Combinationen,  welche: 
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enthalten. 

Der  Nenner  der  /'s  bei  der,  in  der 
Fig.  5  dargestellten,  Combination  der 
Di^te   ist  hiemach  die  Summe   aller 

Combinationen  von  w^^,  1^2  *  *  ^e  ^^  J^  ^^^ 
Elementen,  mit  Ausnahme  der  folgenden: 

W^.tO^.W^y  W^.W^.Wq.  Flg.  6. 


Heber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  fBr  die  Intensitäten 

der  galTanischen  StrSme  in  einem  Systeme  linearer  Leiter 

auf  Systeme,  die  zum  Theil  ans  nicht  linearen 

Leitern  bestehen^). 

Ohm  hat  aus  den  von  ihm  aufgestellten  und  nach  ihm 
benannten  Principien  durch  mathematische  Betrachtungen  für 
den  Fall  einer  aus  linearen  Leitern  bestehenden,  unverzweigten 

Schliessung  die  bekannte  Formel  •^=-g  abgeleitet  und  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  den  Fall,  dass  ein  Theil  der  Schliessung 
aus  zwei  oder  mehreren  Zweigen  besteht;  in  grösserer  All- 
gemeinheit habe  ich  später  die  Formeln  für  die  Strominten- 
sitaten  in  einem  ganz  beliebigen  Systeme  linearer  Leiter  ent- 
wickelt*). Der  Fall  eines  Systemes,  das  nur  aus  Leitern  be- 
steht, welche  als  linear  angesehen  werden  können,  kommt  in 
der  Wirklichkeit  selten  vor,  da  den  Ketten  meistens  eine  Ge- 
stalt gegeben  wird,  die  sich  an  die  lineare  nicht  im  Entferntesten 
anschliesst;  und  fast  in  allen  Fällen,  in  denen  man  jene 
Formeln  angewandt  hat,  hat  man  sie  auf  Systeme  angewandt, 
die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leitern  bestehen.  Die  Formeln 
erlauben  auch  auf  solche  Systeme  eine  Anwendung;  dass  sie 


1)  Pogg-    AnnaL    Bd.  75.    1848. 

2)  S.  oben  p.  15. 
Kirebhoff,  OctammeHe  Abhandhingeii. 


^  V-vMs-  die  Ajw^uirjukfts:  der  Ficzuem 

htjjcjvit^  Iß^r-shJjh  bi.y.'fi  alLein  joic  deL  <xj*a<irgTipen  ho^geholl 
v*?:ri'Ä..  v*rki«*r  ci*r  OiaiiV;lj*fii  PriiiripkD  fe  die  Sownmgei 
Befen-  ck  *if;L  in  «nfm  beii*rl#iff«a  Siriieme  adi  bernlireiide] 
K/jTjMfr  ♦/üdri:  ci*rt*  Gi*flclnii;^rii  will  kli  d^Ler  zuerst  im  Za- 
bfcii:iuy7.ji«.7i?e  L^rlr?^^  tzxMi  l^er^^iu  dass  dkss-elbeai  mr  rolt 
vväuuöi^r^  'ii«d  f^iijdfnttigeij  Be^tmaDmigdcrStrömimsenai^rEdcliea 
Im  z:ii*tiA  *hii  Sj^U^m  von  Körpern  voxlaDdeD.  die  sich 
l/*fruLr*rij.  uiid  durcL  iLr*r  B^rrübmiiZ  ealTaiiscbe  Strome  er- 
TMx^HU^  m  hnx  la^'h  d*fr  ObmVben  Yorsteihmg  ein  jeder  Ponkl 
^jjffh  j^'rij  Korpfr.»*  ^irjfr  gewisse  el^rktrischt-  Span?nmg.  m,  die 
verju  die  Stn>me  vtaxioi^^  geworden  smd.  tod  der  Zeit  miab- 
L^iiog  l>»t  leb  deiike  mir  in  einem  der  Körper  2  miendlid 
h^hh  liegende  Fla/rheu  gleicher  Spannmig;  in  der  einen  toi 
diev^ii,  in  derj'^'uigen,  in  welcher  die  Spannung  die  grossen 
i^tt,  deiik^;  i^'h  mir  ein  Element  doj.  Ton  beliebiger  Gestalt  mk 
SU  allen  Punkt'rn  der  Peripherie  desselben  Normalen  errichtet 
di'fV;  s^rbneiden  von  der  zweiten  Flache  ein  Element  aus,  welche 
di<;M;lbe  G^ff»talt  wie  dw  hat,  und  ich  erhalte  zwischen  den  beidei 
Fla/:ben  eben  unendlich  kleinen  Cjlinder,  bei  welchem  all( 
Punkti^;  einef  Querschnitts  dieselbe  Spannung  haben,  und  bei 
dem  die  Sfiannung  von  Querscimitt  zu  Querschnitt  gleichmassif 
abnimmt  Ich  nenne  u  die  Spannung  in  dwj  N  ein  unbestimmtes 
unendlich  kleines  Stück  der  Normale  von  dcjj  die  nach  dei 
zweitem  Flache  gleicher  Spannung  gerichtet  ist;  die  Spannung 
welche  ein  Querschnitt  des  Cylinders  hat,   der  dem  Werthc 

von  N  entspricht,  ist  dann  u  +  ^4- ^'(wobei  ^.  negativ  seil 

wird);  es  fliesst  also,  nach  Ohm,  durch  einen  jeden  Querschnitl 
des  Cylinders  in  der  Zeiteinheit  in  der  Bichtung  von  iV  eine 
Elektricitätsmenge,  die 

^—k.dw.-g^ 

ist,  wo  A  die  Leitungsfähigkeit  des  betrachteten  Körpers  be- 
zeichnet 

1)  In  Bezug  hierauf  s.  Ohm*B  ,^alvani8che  Kette"  S.  127. 
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^^flch  lege  durch  den  Cylindcr  eine  Ebone,  die  »eine  Axe 
imler  finem  achiefeii  Winkel  Kchneidet.  und  nenne  dco'  den 
Theil  die-aer  Ebene,  der  innerhalb  des  Cylinders  hegt.  Durch 
dieses  Element  ilta'  fliesst  dann  in  der  Zeiteinlieit  ebenfalls  in 
der  Bicfatong  von  iV  eine  Elektricitätsmenge,  die  den  eben  an* 
^egebeuen  Ausdruck  hat.  Denken  wir  iias  in  einem  beliebigen 
Ptmkte  von  dta'  eine  Nonnalo  nacli  einer  Seite  hin  erricht*-t, 
namen  ein  unbestimmtes  Stück  derselben  iV'  und  den  Winkel, 
den  sie  mit  N  bildet  (N,Ii'),  so  haben  wir: 
du)  =  tj  coa  [N,  IV)  lifo' , 
wo  5  =  -i- 1  oder  =  —  1  ist,  jenachdem  {N,N^  ein  spitzer  oder 
an  Stampfer  Winkel  ist:  ferner  wird,  da  N  die  Normale  einer 
Fliehe  gleicher  Spannung  ist: 

cos  (jv,iv).j%  =  /■;,. 

Der  Ausdruck   der   durch   da'   iliessenden  Elektiicitätamenge 
wird  daher 

Dieae  Elektricitätsisengo  fliegst  durch  iIm  nach  der  Seite,  nach 

teicher  iV  gerichtet  ist,  wenn  {I^,IV']  ein  spitzer  Winkel  ist,  und 

I     dann  ist  j?  =  +  I;  sie  fliesst  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 

I     wenn  (iV,2V')  ein  stumpfer  Winkel  ist,  und  dann  ist  c/  =  —  1.   Da 

wir  nun,  statt  zu  sagen,  eine  Elektricitätsmenge  E  fliesse  dui'ch 

rftii'  von  der  einen  Seite  nach  der  anderen,  sagen  können,  die 

Elektricitätsmenge  —  E  fliesse  von  der  zweiten  Seite  nach  der 

i     ersten,  so  können  wir  den  Satz  aufstellen,  dass  durch  dio'  nach 

I  JK  Seite,  nach  welcher  A'  gerichtet  ist,  während  der  Zeit- 

Dieser  Satz  gilt  ofTenbar  fUr  ein  jedes  Flächenelement, 
welches  in  dem  Körper  angenommen  werden  kaun,  denn  für 
ein  jedes  kann  ein  solcher  kleiner  Cylinder,  wie  wir  ihn  be- 
trachtet haben,  gefunden  werden. 

Hieraus  ist  es  leicht  die  Gleichungen  abzuleiten,  aus  denen 
die  stationären  Strömungen  in  unserem  Systeme  zu  bestimmen 


=   ~k.d0J.r^ 
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Denken  wir  uns  ein  beliebiges  Stück  von  einem  der  Körper 
so  muss  die  gesammte  Elektricitätsmenge,  die  durch  die  Ober 
fläche,  welche  dasselbe  begrenzt,  während  einer  beliebigen  2iei 
in  dasselbe  hineinströmt,  =  0  sein,  nennen  wir  also  dw  eil 
Element  dieser  Oberfläche,  N  die  nach  Innen  gerichtete  Nor 
male  von  dojy  so  muss  das  Integral 


-*/ 


am 


BN' 

ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfläche,  verschwinden. 

Drücken  wir  die  Lage  eines  Punktes  in  dem  Körper  durcfa 
rechtwinkhge  Coordinaten  x,y,z  aus,  imd  betrachten  also  u 
als  Funktion  dieser  3  Grössen,  so  ist  bekanntiich  das  Integral 


/ 


,     du 


ausgedehnt  über  die  Oberfläche  eines  begrenzten  Baumes,  = 
dem  Integrale 

ausgedehnt  über  diesen  Kaum  selbst  Dieses  3fache  Integral, 
ausgedehnt  über  einen  beliebigen  Theil  unseres  Körpers,  mu88 
also  verschwinden;  das  kann  oflenbar  nur  geschehen,  wenn  fti 
jeden  Punkt  des  Körpers: 

ist. 

Wir  wollen  nun  ein  Element  der  Oberfläche  unserec 
Körpers  betrachten;  ein  Theil  dieser  Oberfläche  ist  frei,  d.h 
nur  mit  Luft  in  Berührung,  die  übrigen  Theile  sind  Berüh- 
rungsflächen unseres  Körpers  mit  andern,  zu  dem  Systeme  ge- 
hörigen Körpern.  Ist  da)  ein  Element  des  freien  Theiles  dei 
Oberfläche,  so  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  in  die  Luft  keine 
Elektricität  entweicht,  durch  dasselbe  keine  Elektricität  fliessei 
dürfen,  d.  h.  es  muss  für  dasselbe: 

(2)  .Ä  =  0 

sein. 
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Gehört  c/ftj  der  BeirUhnrngsSäche  zweier  Körper  d 
an,  80  inuss  durch  dasselbe  eben  so  viel  Elyktiicität  in  den 
men  Körper  hineinströmen,  als  aus  dem  andereren  heraus- 
strömt; sind  also  u  und  Wj  die  Spannungen  in  den  beiden 
Kflrpem,  k  und  Aj  die  Leitungsfähigkeiten,  ist  fenier  N  die 
nach  dem  Iimem  des  einen,  N^  die  nach  dem  Innern  des  an- 
deren gerichtete  Normale  von  rfw,  so  muss  jetzt: 


(3) 


uss   endlich   nach   Ohm  die 


sein.     Für    dasselbe   Element 
Gleichmig: 

bestehen,  wo  U  die  constante  SpannuDgsdifferenz  der  sich  be- 
rillirenden  Kürper  bezeichnet. 

Wenden  wir  die  Gleichungen  (1)  und  {2)  auf  alle  Körper 
aa,  auiä  welchen  das  System  besteht,  die  Grieichungen  (3)  und 
\A)  auf  alle  Berührungsflächen  derselben,  so  erhalten  wir  alle 
fiedingangen,  welche  sich  aus  den  Ohm'schen  Principien  zur 
Bestimmung  der  Strömungen  ergeben.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  durch  diese  Bedingungen  die  Sti'ömungen  t ollkommen 
bestimmt  sind. 

"Wir  nehmen  an,  es  gäbe  2  verschiedene  Vertheilungsarteu 
der  Elektricität,  welche  den  angegebenen  Bedingungen  genügen; 
wir  bezeichnen  die  Spannung  in  einem  unbestimmten  Körper 
des  Systemes  für  die  eine  Vertheilungaart  durch  n,  für  die 
anderere  durch  v,  und  wollen  beweisen,  dass  dann  « — u  für 
alle  Punkte  desselben  Körpers,  und  auch  für  alle  Körper  einen 
und  denselben  "Werth  hat.  Hieraus  wird  dann  folgen,  dasa 
die  Strömungen .  die  in  den  beiden  Fällen  stattfinden ,  die- 
selben sein  müssen,  dass  es  also  nur  eine  Art  der  Stromver- 
broitong  giebt,  die  den  angegebenen  Gleichungen  genügt. 

Um  den  in  Kede  stehenden  Beweis  zu  führen,  stellen  wir 
eine  ähnliche  Betrachtung  an,  wie  Gauss  in  der  Abhandlung: 
„Untersuchungen  über  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des 
Qna^ats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskräfte"  anstellt,  um  zu  beweisen,  dass  der  Wcrth  des 
Potentials    von   Massen,    die   ausserhalb    einer   geachlossenen 
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Oberfläche  liegen,  für  jeden  Punkt  im  luiiem  derselben  ein- 
dentig  bestimmt  ist,  wenn  er  für  alle  Punkte  in  ihr  gegeben 
ist.     Wir  setzen  u~u=v  and  untersuchen  den  Ausdruck: 

bei  dem  die  lutegration  über  den  ganzen  Kaum  des  ange- 
nommenen Körpers  auszudehnen,  und  die  Summe  in  Bezug 
auf  alle  Körper  zu  nelimen  ist;  von  diesem  Ausdrucke  läsat 
sich  zeigen,  das3_  er  den  Bedingungen  zufolge,  denen  u  und  k' 
genügen,  -verschwindet;  da  er  aber  eine  Summe  lauter  positiver 
Glieder  ist,  so  kann  dieses  nicht  andere  geschehen,  als  wenn  die 
einzelnen  Glieder  verschwinden,  d.  h.  innerhalb  eines  jeden 
Körpers  müssen  die  Grössen 

dv       dv       Bv 

dx '     3y'      Ss 
verschwinden;  innerhalb  eines  jeden  Korpers  muss  also  o  con- 
stant   sein;   hieraus,   in  Verbindung  mit  den  Gleichungen,  die 
sich  aus    (4)  ergehen,   folgt,   dass   in   dem   ganzem  Systeme  v 
constant  ist. 

Dass  der  Ausdruck  (5)  wirklich  verschwinden  muss,  sieht 
man  auf  die  folgende  Weise  ein:  Die  Grössen  u  und  tt  ge- 
nügen innerhalb  des  Körpers,  auf  den  sie  sich  beziehen,  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1),  also  genügt  auch  w  der- 
selben; hieraus  folgt,  wie  Gauss  a.  a.  O.  gezeigt  hat,  dass 
das  Sfache  Jntegral,  welches  in  (5)  mit  k  multipÜcii-t  ist; 

ist,  wo  d  0)  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Kör- 
pers, N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  von  da  bedeutet, 
tj  sich  auf  den  Ort  von  t/w  bezieht,  und  die  Integration  über 
die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  werden  muss.  Für  den  freien 
Theil  dieser  Oberfliiche  verschwindet  aber  -.-^,  da  für  diesen 
~  und  --^  verschwinden  müssen ;  wir  dürfen  die  Integration 
daher  nui'  über  die  Theile  der  Oberfläche  unseres  Körpers 
ausdehnen,  die  dieser  mit  andern  Körpern  gemeinschaftlich 
hat.    Dieses  Umstandes  wegen  verwandelt  sich   der  Ausdruck 


=  -/■ 


dia.v 
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(5)  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  ani'  die  ßerühmngs- 
ä&chen,  die  in  dem  Systeme  vorhanden  sind,  beziehen.  In 
Bficksicht  auf  die  Bcrühnirjgsflächen  zweier  Körper,  auf  die 
ach  die  Grössen  k,  v,  N  und  A,,  v^,  N^  beziehen,  haben  wir 
nämliob  das  Integral 


/rf»(i«|j+*,.,|^j 


zu  bilden,  und  dann  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  BerübningB- 
fläclien  zu  nehmen.  Aus  der  Bedingung  (4),  der  u  und  n  ge- 
nügen mitsseu,  folgt  aber  ti=rp   tmd   aus   der  Bedingung  (S): 

Daher  verschwindet  der  Coefficient  von  dui  unter  dem  In- 
tegralzeichen, es  verschwindet  das  Integral  selbst,  ebenso  alle 
ähnlichen  Integrale,  die  sich  auf  die  andtren  BerührungsÖächen 
beziehen,  und  mitbin  auch  der  Ausdruck  (5). 

Aus  den  Gleichungen  nun,  aus  denen,  wie  wir  gezeigt 
haben,  sich  die  Strömungen  in  einem  beliebigen  Systeme  von 
Leitern  eindeutig  bestimmen  lassen,  wollen  wir  den  BewoiB 
für  den  folgenden  Satz  herleiten,  aus  dem  die  allgemeinera 
Anwendbarkeit  der  Formeln  hervorgelit,  welche  für  Systeme, 
die  aus  liuearen  Leitern  bestehen,  bewiesen  sind. 

Es  sei  ein  System  von  Leitern  vorbanden,  welches  a»iB 
2  Tlietlen  besteht,  die  durch  2  Drähte  mit  einander  zusammen- 
hängen; wir  denken  uns  in  jedem  dieser  Drähte  einen  Quer- 
schnitt, und  nennen  die  beiden  Theile,  in  die  das  System  durch 
diese  beiden  Quei-scbnitte  zerlegt  wird,  AanAB;  es  bestehe  der 
Theü  A  ans  einer  einfachen  Reihe  vei-sclüedener  Körper,  d.  h. 
es  sei  von  den  Körpern,  aus  denen  A  gebildet  ist,  der  ei-ste  und 
letzte  (also  diejenigen,  denen  jene  beiden  Querschnitte  ange- 
hören) nur  mit  einem,  jeder  der  anderen  nur  mit  zweien  der 
übrigen  in  Berührung;  daim  kann  man,  ohne  die  Strömung 
an  irgend  einer  Stelle  von  B  zu  ändern,  für  A  einen  linearen 
Leitf-r  substituiren,  in  dem  eine  elektromotorische  Kraft  iliren 
Sitz  hat,  die  gleich  ist  der  Summe  der  Spannimgsdiffereiizea 
in  A.  und  der  einen  Widerstand  hat,  der  nur  abhängt  von 
der  Gestalt  und  Leitungsfabigkeit  der  Körper,  aus  denen 
besteht. 


I 
I 


ren  ^H 
zeo  ^^k 
ron    ^1 

J 
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Wir  nennen  jene  beiden  Querschnitte  a  und  Ä,  die  Span- 
nungen in  ihnen  Ua  und  t^^,  die  Elektricitatsmengen,  die  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  durch  b  von  B  nach  A,  und  durch  a  von 
Ä  nach  B  fliessen,  und  die  offenbar  einander  gleich  sind,  J^ 
endlich  K  die  Summe  sämmtlicher  Spannungsdifferenzen  in  A^ 
diese  positiv  gerechnet  nach  einer  Weise,  die  im  Folgenden 
klar  hervortreten  wird;  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 

(6)  jr 

eine  Grösse  ist,  die  nur  abhängt  von  der  Gestalt  und  Lei- 
tungsfähigkeit der  Körper,  aus  denen  A  besteht,  also  unab- 
hängig ist  von  den  Spannungsdifferenzen  in  A  und  von  der 
Natur  und  Gestalt  der  zu  B  gehörigen  Körper. 

Die  Körper,  aus  denen  A  besteht,  bezeichnen  wir  durch 
1,  2,  .  .  n,  so  dass  1  derjenige  ist,  der  mit  dem  Querschnitte 
a  anfängt,  n  derjenige,  der  mit  dem  Querschnitte  h  endigt; 
die  Spannungen  in  diesen  Körpern  nennen  wir  u^^  xi^  . ,  u^* 
Diese  Grössen  genügen  dann  den  Bedingungen,  welche  wir 
erhalten,  indem  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  die  Kör- 
per 1,  2,  . .  «  und  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auf  die  Be- 
rührungsflächen (1,  2),  (2,  3)  ...  .  (n — l,n)  anwenden;  durch 
diese  Bedingungen  sind  die  Grössen  u  noch  nicht  bestimmt, 
sie  werden  es  aber  —  wovon  man  sich  leicht  durch  eine  der 
oben  durchgeflihrten  analogen  Betrachtung  überzeugt  — ,  wenn 
wir  die  Bedingungen  hinzufügen,  dass 

im  Querschnitte  a   Mj  =  iia 

im  Querschnitte  h  m»  =  w^  werde. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Spannungsdifferenzen  in  A^ 
imd  dass  B  geändert  werden;  die  Spannungen  in  A  werden 
dann  andere,  jene  Grösse  (6)  bleibt  aber,  wie  wir  beweisen 
wollen,  dieselbe.  Wir  bezeichnen  die  neuen  Spannungen  in 
A  durch  m/,  u^^  . .  m«',  die  in  den  Querschnitten  a  imd  h  durch 
Ma>  Wft';  die  Bedingungen  für  die  Grössen  vl  erhalten  wir  dann 
aus  den  für  die  Grössen  u  geltenden,  wenn  wir  in  diesen 
überall  m'  für  m  und  für  die  alten  Werthe  der  Spannungs- 
differenzen die  neuen  setzen.  Nun  können  wir  beweisen,  dass, 
wenn  die  Grössen  u  bekannt  sind,  den  Gleichungen  für  die 
Grössen  u   durch  die  folgende  Annahme  genügt  wird: 
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WO  er,  ßy,  ß^j  •  •  Constanten  sind,  die  passend  bestimmt  werden 
müssen.  Den  aus  (1),  (2)  und  (3)  abgeleiteten  Gleichungen 
wird  durch  diese  Annahme  genügt,  welches  auch  die  Werthe 
der  eingefiihrten  Constanten  sein  mögen;  nennen  wir  die  alten 
Werthe  der  Spannimgsdifferenzen  U^^j  1/2,3,  •  •>  ^®  neuen  ir^^2J 
ü'^j,.,f  so  erhalten  wir  aus  (4)  die  folgenden  Bedingungen: 

für  die  Grössen  u  ffii  die  Grössen  u 

för  (1^)  «1  -  Wj  =  i7i„  1*1—  «,'=  Uin 

(3,3)  «1  —  tt«  =  ^2^  «s—  «s'  =  CT,^ 


(«-l,n)  Wn^  —  «n  =  ^7it^,n  «'n-j  — w'n=  C7'n-|,n. 

Endlich  haben  wir: 

für  a  Vj  =  tta  «1'  s=  tta' 

b  un  ^  Ub  Un'  ^  Üb'. 

Substituiren  wir  in  diese  Gleichimgen  fiir  die  Grössen  u'  die 
ftr  diese  angenommenen  Werthe  und  benutzen  die  Gleichun- 
gen flir  die  Grössen  w,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Glei- 
chungen für  a,  /Sj,  /Sj  .  .  .: 

ß\  —  ßi^  ^'\ii  ~"  «  ^1»« 


ßn-^  —  ßn  =  t/n-i  ,n  —  ff  C7n-i  ,n 
ßl—u'a — fftta 
ßn^u'b  —  aub' 

AUen  diesen  Gleichungen  kann  durch  eine  passende  Wahl 
der  Grössen  a,  /?i,  /?2  •  •  genügt  werden;  durch  jene  Annahme 
der  Punktionen  u  erhalten  wir  also  eine  Bestimmung  der 
Spannungen,  die  allen  Bedingungen  genügt,  und  da  es  nur 
eine  einzige  solche  Bestimmung  giebt,  so  ist  sie  eben  diese 
einzige. 

Aus  der  Form  der  Funktionen  u  geht  hervor,  dass,  wie 
auch  die  Spannungsdifferenzen  in  A  und  wie  B  verändert 
werden  mögen,  die  Strömungscurven  in  A  dieselben  bleiben,  und 
dass  die  Intensität  der  Strömung  in  allen  Punkten  in  dem- 
selben  Verhältnisse   wächst.    Das  Verhältniss,    in    dem    die 
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Strömungen  in  unserem  Falle  gewachsen  sind,  ist  =  a,  so 
dass,  wenn  wir  die  Stromintensität,  die  wir  für  die  erste  Ver- 
theilung  der  Spannungen  durch  J  bezeichneten,  für  die  zweite 
durch  J'  bezeichnen: 

J' 

ist.  Berechnen  wir  nun  a  aus  den  für  </,  /S^,  /?,  . .  gefunde- 
nen Gleichungen,  indem  wir  die  vorletzte  mit  —  1  multipli- 
ciren,  und  dann  alle  addiren,  so  finden  wir: 

TJxn  +  ^J>8  +  •  •  +  ^n-i,n  +  v;b--Ua 

Wir  haben  aber: 

gesetzt;  machen  wir  entsprechend 

so  ist: 

JT  +  u'ft  —  tt'a 

also 

JE"'  +  m'6 — Ua K'{-Uh  —  Ua 

Wir  sehen  also,  dass  die  Grösse  (6)  dieselbe  bleibt,  wenn 
B  und  die  Spannungsdifferenzen  in  A  geändert  werden;  sie 
kann  also  nur  von  Gestalt  und  Leitungsfähigkeit  der  Körper 
in  A  abhängen.  Ist  A  ein  linearer  Leiter,  so  ist  sie  «ein 
Widerstand;  wir  belegen  sie  auch  in  dem  allgemeineren,  von 
uns  betrachteten,  Falle  mit  diesem  Namen,  und  bezeichnen  sie 
durch  R,  Man  sieht  leicht  ein,  dass  R  positiv  sein  muss; 
denn  nehmen  wir  an,  dass  sämmtliche  Spannungsdifferenzen  in 
A  =  Q  wären,  so  ist  klar,  dass  v^  —  m«  und  J  gleichzeitig  po- 
sitiv oder  negativ  sein  werden.  Diese  Bemerkung  werden  wir 
später  gebrauchen. 

Nun  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Strömungen  in  B  voll- 
kommen bestimmt  sind,  wenn  von  A  nur  K  imd  R  gegeben 
ist;  hieraus  folgt  dann,  dass  wir,  ohne  die  Strömungen  in  B 
zu  ändern,  für  A  einen  andern  Leiter  substituiren  können,  der 
den  über  A  gemachten  Voraussetzungen  genügt,  in  dem  die 
elektromotorische  £j:aft  K  ihren  Sitz  hat,  und  dessen  Wider- 


für  die  IdtenBitfilen  der  galvanischen  Ströme  . 


43 


^taud  =  Ji  ist  Wir  kömieo  fiu-  A  also  auch  einen  liueareii 
Leiter,  bei  dem  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  sabstituiren. 
Sind  K  nnd  R  gegeben,  so  konunt  zu  den  Bedingungen, 
die  sich  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  B  aus  den  Glei- 
chongeu  (1),  (2),  (3),  (4)  ergeben,  wenn  diese  auf  alle  Körper 
and  alle  Berühniugsdäcben  in  B  angewandt  werden,  noch  die 
Bedingung 

Wir  nehmen  an,  dass  allen  diesen  Bedingungen  durch  zwei 
Verthcilmigsarten  der  Elektricität  genügt  werde,  und  bezeich- 
nen die  Spannung  bei  der  einen  durch  «,  bei  der  anderen 
durch  «';  dann  liiast  sich  wiedemm  zeigen,  dass  u — «'  in  dem 
ganzen  Systeme  constant  sein  muss,  woraus  dann  die  Be- 
stiremtbeit  der  Strömungen  folgt.  Betrachten  wir  den  Aus- 
druck {5),  bei  dem  wir  die  Summe  über  alle  Körper  ausge- 
dehnt denken,  die  zu  Ö  gehören,  so  können  wir  von  diesem 
auch  hier  beweisen,  dass  er  verschwindet;  durch  dieselbe 
Transformation,  die  wir  oben  angewandt  haben,  venrandelt 
ach  derselbe  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  über  die  Be- 
rührungsflächen in  B  auszudehnen  sind,  imd  zweier  Integi'ale, 
die  sich  auf  die  Querschnitte  «  und  i  beziehen;  jene  Integrale 
Bind  hier,  wie  oben,  =  0,  die  Summe  dieser  ist: 

=  fJ_J')[«,-H-.-(«-«'0] 

oder  wegen  der  Bedingung  (7): 

^-lJ~jy.R. 

Ans  der  ursprünglichen  Gestalt  des  Äusdnii.'ks  (5)  ist  ersicbt- 
licb,  dass  derselbe  nie  negativ  sein  kann,  aus  der  eben  abge- 
leiteten folgt,  da  R  positiv  ist,  dass  ernicht  positiv  sein  kann; 
er  muss  also  verschwinden. 

Hiei-mit  haben  wir  die  Bicht^keit  des  Seite  39  aus- 
gesprochenfn  Satzes  bewiesen;  es  ist  von  selbst  klar,  wie  aus 
diesem  die  Gültigkeit  der  für  Systeme  linearer  Leiter  abge- 
leiteten Formeln  für  solche  Fälle  folgt,  wie  sie  am  häufigsten 
bei  Versuchen  vorkommen. 

Ich  erlaube  mii-  einige  Bemerkungen  hier  anzuknüpfen, 
die  mit  deu  angestellten  Beti-»chtungeu  in  nahem  Zusammen- 
bange  stehen. 
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Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4),  aus  denen  die  Span- 
nungen in  einem  beliebigen  Systeme  von  Leitern  zu  bestim- 
men sind,  können  in  eine  Bedingung  zusammengefasst  werden, 
der  zufolge  eine  gewisse,  von  den  Spannungen  abhangige 
Grösse  den  kleinsten  Werth  erhalten  muss,  den  sie  bei  den 
gegebenen  Spannungsdifferenzen  der  Körper  annehmen  kann. 
Nimmt  man  das  Joule'sche  Gesetz  für  die  Wärmewirkung 
eines  galvanischen  Stromes  in  einem  Leiterelemente  als  rich- 
tig an,  so  ist  jene  Grösse  der  Ausdruck  der  gesammten,  wäh- 
rend einer  gewissen  Zeit  von  den  Strömen  in  dem  Systeme 
erregten  Wärmemenge.  Diese  Bemerkung  ist  es,  welche  ich 
zuerst  beweisen  will. 

Die  Wärmemenge,  die  in  einem  Drahtelemente  von  einem 
Strome,  der  dasselbe  durchfliesst,  während  einer  gewissen  Zeit 
erregt  wird,  ist  nach  Joule  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Widerstände  des  Elementes  in  das  Quadrat  der  Litensität  des 
Stromes.  Um  hiemach  die  in  einem  Körper  von  beliebiger 
Gestalt  erregte  Wärmemenge  zu  berechnen,  betrachte  ich  ein 
cylinderfbrmiges  Element  in  demselben,  dessen  Axe  die  Bich- 
tung  des  Stromes  an  diesem  Orte  hat.  Die  in  diesem  Ele- 
mente erregte  Wärmemenge  wird  ebenfalls  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  dem  Widerstände  desselben  in  das  Quadrat  der 
Litensität  seines  Stromes   sein;   ist  die  Länge   des  Elementes 

ds^  sein  Querschnitt  donj  so  ist  der  Widerstand  =s     '-  und 

die  Litensität  =  —  kd(ü-^\  die  in  dem  betrachteten  Elemente 
erregte  Wärmemenge  ist  also: 

=  A.  do) .d8.[^\  . 
Berücksichtigt  man  nim,  dass: 

und  dass  dto  ds  das  Volumen  des  betrachteten  Elementes  ist, 
so  findet  man  für  die  in  dem  ganzen  Körper  erregte  Wärme- 
menge den  Ausdruck: 
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¥0  die  Integration  über  den  von  dem  Körper  eingenommenen 
Baum  auszudehnen  ist  Nehmen  wir  die  Summe  in  Bezug 
auf  alle  Körper  des  Systemes,  so  erhalten  wir  die  gesammte 
Wärmemenge: 

Wir  suchen  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  fV  ein  Mi« 
mmum  werde,  während  die  Spannungsdifferenzen  der  sich  be- 
rührenden Körper  fest  bleiben.  Wir  erhalten  diese  Bedin- 
gimgen  durch  die  Gleichung 

i  L  dadurch,  dass  wir  die  Grössen  u  um  unendüch  kleine 
Fonktionen  «  vermehren,  von  dem  Werthe,  den  dadurch  fF 
erhält,  denjenigen,  den  es  früher  hatte,  abziehen,  nur  die 
nnendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigen, 
ond  das  Resultat  =  0  setzen.  Die  Grössen  e  sind  hierbei 
ganz  beliebig  bis  auf  die  eine  Bedingung,  dass,  wenn  c  und  e^ 
sich  auf  zwei  Körper  beziehen,  die  sich  berühren,  fiir  jeden 
Punkt  der  Berührungsfläche  derselben  c  —  «^  =  0  ist.  Wir 
erhalten: 


^'^'  =  22*///'i^rfy'fc(g|  +  i-:E  + 


du  de 
dyWy 


oder,  mit  Hülfe  einer  bekannten  Transformation: 

— ^2MP»'Ä+///"^**(S+gr-+g)l- 

In  dem,  dem  Scheine  nach,  einfachen  Integrale  bedeutet 
d(d  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Körpers,  N 
die  nach  Innen  gerichtete  Normale  dieses  Elementes,  e  bezieht 
sich  auf  den  Ort  von  dui  und  die  Integration  ist  über  die 
ganze  Oberfläche  des  Körpers  auszudehnen. 

Da  im  Innern  eines  jeden  Körpers  e  ganz  beliebig  ist, 
80  kann  die  Gleichung  SfV^O  nur  bestehen,  wenn  im  Innern 
eines  jeden  Körpers: 

ist    Auch  ffir  jeden  Punkt  der  freien  Obelrfläche   eines  jeden 
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der  Körper  ist  e  ganz  beliebig;  es  muss  daher  für  einen  jeden 

solchen  Punkt: 

du 

sein.  Hiemach  verwandelt  sich  d  fV  ia  eine  Summe,  von 
Integralen,  die  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Berührungsflächen 
des  Systemes  zu  nehmen  sind;  berücksichtigen  wir  die  Be- 
dingung, der  die  Grössen  e  imterworfen  sein  sollten,   so  wird: 

wo  du)  ein  Element  einer  Berührungsfläche  bezeichnet,  kj  Uj  N 
sich  auf  den  einen,  Aj,  w^,  N^  sich  auf  den  andern  der  beiden 
Körper  beziehen,  welche  dieselbe  bilden,  6  ganz  beliebig  ist, 
die  Integration  über  die  ganze  Berührungsfläche,  die  Summa- 
tion  über  alle  Berührungsflächen  ausgedehnt  werden  soll.  Die 
Gleichung  SW=0  erfordert  daher,  dass  für  jeden  Punkt  der 
Berührungsfläche  zweier  Köi-per 

ist.    Fügen  wir  zu  den  erhaltenen  Bedingungen  noch  diejenige 

hinzu,   welche  wir  von  vom  herein  festgesetzt  haben,  und  die 

durch  die  Gleichung 

u — Wj  =  U 

ausgesprochen  wird,  so  haben  wir  also  dieselben  Bestimmungen, 
welche  sich  unmittelbar  aus  den  Ohm 'sehen  Principien  ergaben. 
Es  ist  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  IV  wirklich  ein  Mi- 
nimum wird,  wenn  S  W  verschwindet;  es  ist  dieses  der  Fall, 
da  die  zweite  Variation,  S^  fV,  stets  positiv  ist;  es  ist  nämlich: 

Der  für  fV  gefundene  Ausdruck  hat  eine  in  die  Augen 
fallende  AehnUchkeit  mit  dem  oben  gebrauchten  Ausdrucke 
(5);  dieselbe  Transformation,  die  wir  dort  benutzten,  werden 
wir  auch  hier  anwenden  können.  Durch  diese  reducirt  sich 
fV  auf  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  auf  die  Be- 
rührungsflächen, die  in  dem  Systeme  vorkommen,  beziehen; 
es  wird: 


ftr  die  IvtenriUtai  der  gklTBideebeii  BMme  . 


J—  4-S.  ' 


f+".*isi 


tUber  wird 


(C« 


^2vp. 


oder,  wenn  wir  die  Elektricitätsmeüge,  die  in  dt-r  Zeiteinheit 
durch  die  betrachtete  Berührungsüäcbe  aus  dem  Körper,  auf 
den  sich  u,  bezieht,  noch  dem,  anf  welchen  sich  u  bezieht, 
fliesst,  ^ch  1  bezeicbuen: 

Die  geaammte  iu  dem  Systeme  erregte  Wärmemenge  ist 
also  ^eidi  der  Summe  der  sämmtlicheu  Spannungsdifferenzeii, 
fifne  jede  mulÜplicirt  mit  der  Elektiicitätsmeuge,  die  während 
der  Zeiteinheit  durch  die  entsprechende  Beiühruugsflüehe  in 
der  bezeichneten  Richtung  fliesst. 

IMe  Wärmemenge,  die  in  einem  Theile  des  Sjstemes 
emgt  wii'd,  erhalten  wir,  wenn  wir  iu  dem  Ausdrucke  (8)  die 
btegrationeu  nm-  übiT  diesen  Theil  ausdehnen;  aucli  fllr  diesen 
Fall  lässt  sieh  die  eben  benutzte  Transformation  anwenden, 
und  wir  erhalten  durch  sie  iüi  die  in  einem  Theile  des  Systemes 
erregte  Wärmemenge  einen  Ausdruck,  welcher 

1)  aus  der  Summe  der  Elektricitätsmengen  besteht,  welche 
Bohrend  der  ZeitciiJieit  duiTh  die  Berührungsflächen  strömen, 
80  weit  diese  innerhalb  des  betrachteten  Theiles' liegen,  eine 
jede  Elektricitätsmenge  multiplicirt  mit  der  entsprechenden 
Spannungsdifferenz,  und  in  der  Weisse  als  positiv  oder  negativ 
gerechnet,  wie  es  oben  angegeben  ist;  und  2)  der  Summe  der 
EleJrtricitätsmengen,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die 
emzelnen  Elemente  der  Flächen,  durch  welche  der  betrachtete 
Theil  des  Systemes  von  dem  übrigen  geschieden  wird,  in  den 
betrachteten  Theil  hineinströmen,  eine  jede  Elektricitätsmenge 
multiplicirt  mit  der  Spannung  des  entsprechenden  Elementes. 
Wir  wollen  uns  ein  System  denken,  vie  es  oben  S.  39 
angegeben   worden    ist ,    und    wollen    die    Wärmemenge    be- 
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rechnen,  die  in  dem  Theile  A  entwickelt  wird.  Wir  behalten 
hierbei  die  Bezeichnungen,  die  dort  eingeführt  worden  sind, 
bei.  Die  Elektricitätsmengen,  die  während  der  Zeiteinheit 
durch  die  einzekien  Berührungsflächen  fliessen,  sind  hier  offen- 
bar alle  einander  gleich,  und  ==  J\  hieraus  ergiebt  sich  die  in 
A  erregte  Wärmemenge 

=  Ä'.  •Z+Mft  J —  UaJ 
==(Ui  —  Ua+K)J 

Hierdurch  ist  der  Satz,  der  für  lineare  Leiter  durch  das 
Joule'sche  Gesetz  unmittelbar  ausgesprochen  ist,  auch  für 
Leiter  der  Art,  wie  A,  nach  der  Ohm'schen  Theorie  bewiesen. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  aus  dem  all- 
gemeinen Satze,  den  ich  hier  bewiesen  habe,  nach  dem  der 
Ausdruck  der  gesammten,  in  einem  beliebigen  Systeme  von 
Leitern  Erregten  Wärmemenge  ein  Minimum  wird,  wenn  man 
die  Spannungsdifferenzen  der  sich  berührenden  Körper  als  ge- 
geben betrachtet,  —  dass  aus  diesem  Satze,  wenn  man  ihn 
auf  ein  System  linearer  Leiter  anwendet,  die  Gleichungen  für 
die  Litensitäten  der  diese  durchfliessenden  Ströme  sich  ergeben, 
welche  ich  fiiiher  abgeleitet  habe.  ^)  Besteht  das  System  aus 
nDräthen,  deren  Widerstände  (o^,  (ü^..(On  sind,  und  deren 
Ströme  die  Intensitäten  J^,  J^ .%  •/«  haben,  so  ist  der  Ausdruck 
der  gesammten  Wärmemenge: 

Stellen  wir  die  Bedingungen  dafür  auf,  dass  die  Spannungs- 
differenzen in  den  Berührungspunkten  je  zweier  sich  berüh- 
render Drähte  gleich  den  gegebenen  seien,  so  erhalten  wir,  wie 
ich  a.  a.  O.  gezeigt  habe,  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass 
immer,  wenn  die  Drähte  1,  2, . .  r  eine  geschlossene  Figur  bilden, 

C»!  Jj  +  «2  «^a  +  •  •  +  ^rJr 

gleich  der  Summe  aller  Spannungsdifferenzen  ist,  die  sich  auf 
dem  Wege  1,  2,..r  befinden.  Stellt  man  die  Bedingungen 
dafür  auf,  dass  jener  Ausdruck  W  ein  Minimimi  werde,  wäh- 
rend diese  Gleichungen  bestehen,  so  findet  man  mit  leichter 
Mühe   die  übrigen  der  Gleichungen,  welche  ich  dort  gegeben 

*)  S.  oben  p.  15. 
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habe,  nämlich  die  Gleichuogen,  welche  aussagen,  dass  immer, 
wenn  die  Drähte  1,  2,..p  in  einem  Pmikte  zusammenstossen: 

ist 


üeber  eine  Ableitung  der  Obm' sehen  Gesetze,  welche  sich 
an  die  Theorie  der  Elektrostatik  anschliesst.^) 

Ohm  ist  bei  der  Ableitung  seiner  Gesetze  der  Strömungen 

in  der  galyanischen  Kette  von  Voraussetzungen  über  die  Elek- 

tricitat  ausgegangen,   die  nicht  in  üebereinstimmung  mit  den 

Voraussetzungen  sind,  welche  man  über  dieselbe  hat  machen 

müssen,  um  die  elektrostatischen  Erscheinungen  zu  erklären; 

im  Widerspruche  mit  diesen  nimmt  Ohm  an,  dass  die  Elek- 

tridtät  in  einem  Leiter  sich  in  Kühe  befindet,  wenn  sie  den 

Samninhalt   desselben  mit  gleichmässiger  Dichtigkeit   erfüllt. 

Wenn  es  nun  an  sich  schon  wünschenswerth  erscheinen  muss, 

die  Gresetze,  denen  die  Strömungen  der  Elektricität  unterworfen 

sind,  durch  Betrachtungen  herzuleiten,  die  sich  an  die  Theorie 

der  Elektrostatik  anschliessen,  so   wird  dieses  ein  Bedtirfiiiss, 

sobald  man  eine  befriedigende  Theorie  von  Versuchen  geben 

will,  bei  denen  man  es  sowohl  mit  strömender  als  mit  ruhender 

Elektricität  zu  thun  hat,  von  Versuchen,  wie  die,  welche  in 

neuerer  Zeit  von  Hm.  Kohlrausch  an  der  geschlossenen  Kette 

mit  Condensator  und  Elektrometer  angestellt  sind  2).    Es  ist 

meine  Absicht  hier  zu  zeigen,   wie  die  Ohm 'sehen  Formeln 

aus   dem   elektrostatischen  Gesetze   für  die   gegenseitige  Ab- 

stossung  der  Elektricitätstheilchen  sich  ableiten  lassen,  wenn 

man   gewisse   Annahmen    zu  Hülfe   nimmt,    welche   sich   auf 

Fragen  beziehen,  die  in  der  Theorie  der  Elektrostatik  ganz 

offen  geblieben  sind. 

Ist  einem  Leiter  Elektricität  mitgetheilt,  so  wird  diese 
sich  dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  die  Kräfte  sich 
gegenseitig  aufheben,   die  von  der  freien  Elektricität  auf  ein 


1)  Pogg.  Annal.  Bd.  78.    1849. 

2)  Pogg.  AnnaL  Bd.  78.    p.  1. 

Kirehhoff,  Geeammelt«  Abhandlungen. 
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Elektricitatstlieilcheii,  das  sich  an  ii-gend  eiuer  Stelle  im  Innera 
des  Leiters  befindet,  ausgeübt  werden.  Ea  fiudet  dieses  statt, 
weim  das  Potential  der  gesammteu  freien  ElektHcität  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  im  Innern  des  Leiters  constant  iat.  Die  Rech- 
nung zeigt,  dass  dieses  nui-  der  Fall  sein  kann,  wenn  die  freie 
Elektricität  sich  in  gewisser  "Weise  auf  der  Oberfläche  des 
Leiters  angeordnet  hat. 

Werden  zwei  verschiedene  Leiter,  etwa  ein  Stück  Kupfer 
und  ein  Stück  Zink,  welche  einzeln  keine  freie  Elektricität  ent- 
hielten, mit  einander  in  Berührung  gebracht,  so  wird  der  eine 
Leiter  positiv,  der  andere  negativ  elektrisch.  Die  Elektricität, 
welche  an  der  Bcrtlhrungsstelle  erregt  ist,  nimmt  bald  eine 
Gleichgewichtslage  an;  bei  dieser  musa  nothweudig  das  Potential 
der  gesammten  freien  Elektricität  in  Bezug  auf  alle  Punkte 
eines  jeden  der  beiden  Leiter  constant  sein;  daraus  folgt,  dass 
freie  Elektricität  sich  nicht  in  dem  Innern  der  Leiter  befinden 
kann,  dass  dieselbe  also  allein  auf  der  Oberfläche  dieser  ge- 
lagert sein  niuss;  ein  Theil  der  Elektrität  wird  sich  an  der 
Berührungsfläche  der  beiden  Leiter  binden,  ein  anderer  die 
freie  Oberfläche  derselben  bedecken.  Das  Potential  aller  freien 
Elektricität  in  Bezug  auf  alle  Punkte  eines  jeden  der  Leiter 
ist  constant;  es  wird  aber  für  den  ersten  Leiter  einen  andern 
Werth  haben,  als  flii-  den  zweiten,  denn  die  Rechnung  lehrt, 
dass,  wenn  es  in  beiden  Leitern  denselben  Werth  hätte,  mrgend 
freie  Elektricität  vorhanden  sein  kömite,  da  die  Summe  aller 
freien  Elektricität  =  0  iat.  Was  nun  den  unterschied  der 
beiden  Werthe  des  Potentials  in  den  beiden  Leitern  betrifft, 
so  könnte  dieser  von  dem  Stoffe  der  beiden  Leiter  und  ihrer  Ge- 
stalt abhängen;  ichmachedie  Annahme,  dass  er  von  der  letzteren 
unabhängig  ist,  und  dass  er  die  Grösse  ist,  die  die  Spannung 
der  beiden  Körper  heisst.  Wii-  wollen  das  Potential  aller 
freien  Elektricität  iu  Bezug  auf  einen  Punkt  des  ersten  Leiters 
durch  w,,  dasselbe  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  zweiten  durch 
Kj  bezeichnen;  dann  muss  u^  sowohl  als  Mj  constant  sein;  ist 
ferner  U^,^  die  Spannung  der  beiden  Körper,  so  muss 

«,—«,=  t/;_, 

sein. 

Denken  wii-  uns  mehrere  Leiter,  etwa  3,  so  mit  einander 


welche  sicli  nn  die  Theorie  der  ElektroatAtik  nn^chliesst. 
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in  BerüLrung  gebracht,  dass  der  Leiter  1  den  Leiter  2  und 
dieser  den  Leiter  3  berührt,  so  wird  die  Elektricität  auf  diesen 
flicb  immer  ins  Gleichgewicht  setzen  können.  Nennen  wir 
wieder  das  Potential  der  gesammten  freien  Elektricität  für 
einen  Punkt  des  ersten  Leiters  w, ,  für  einen  des  zweiten  Mj 
und  fiir  einen  des  dritten  Mj,  und  femer  die  Spannung  zwischen 
1  ond  2  (7|,j,  die  zwischen  2  und  3  U^,^,  ao  ist  zu  dem  Gleich- 
gewicht erforderlich,  dass  jede  der  drei  Grössen  «j,  u^,  Uj  con- 
Btant  ist  und  dass  die  Gleichungen 

«5  —  «3  =    t/„s 

erfüllt  sind.  Nehmen  wir  aber  an,  dass  die  Leitei-  1,  2,  3  so 
mit  einander  in  Berühi'uug  gebracht  worden  sind,  dass  jeder 
Ton  ihnen  die  beiden  anderen  berührt,  so  wird  nicht  immer  ein 
Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  ihnen  möglich  sein.  Findet 
ein  Gleichgewicht  statt,  so  musa  wieder  jede  der  Gi'össen  u^, 
u^  t^  constaut  sein,  und  es  müssen  die  Gleichungen; 

«,—«,  =  a,„ 

erflillt  werden.     Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt: 

0  =  d;,j+  (r„3  +  u^„; 

dieser  Bedingung  müssen  also  die  Spannungen  der  drei  Leiter 
genügen,  wenn  ein  Gleichgewicht  der  Elektricität  anf  ihnen 
möglich  sein  soll;  der  Bedingmig  wii'd  genügt,  wenn  die  drei 
Leiter  der  sogenannten  Spanimngsreihe  angehören. 

"Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  was  vorgehen  wird,  wenn 
diese  Bedingung  niclit  erfüllt  ist.  Li  einem  bestimmten  Augen- 
blicke wird  die  Vertheilung  der  freien  Elektricität  in  dem 
Systeme  eine  gewisse  sein;  ich  lasse  es  unbestimmt,  ob  diese 
freie  Elektricität  sich  auch  hier  nur  auf  der  Oberfläche  der 
Leiter  befindet,  oder  ob  sie  in  ihr  Iimeres  gedrungen  ist.  Das 
Potential  derselben  in  Bezug  auf  einen  Pimkt  eines  der  Leiter 
sei  u;  dieses  u  ist  nicht  constant,  sondern  eine  Function  der 
Coordinaten  des  Punktes,  auf  den  es  sich  bezieht;  daher  werden 
auch  die  Kräfte,  die  Ton  der  freien  Elektricität  auf  ein  Elek- 
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tricitätstheilchen,   das  sieb   an  irgend  einer  Stelle   im  Innern  I 

des  Leiters  befindet,  ausgeübt  werden,  sich  nicht  das  GleicLgewicht 
halten,  sondern  eine  bestimmte  Resultante  liefern.     Wir  denken 
uns  im  Inuem  des  Leiters  ein  ßaumelement  v,  und  bezeichnen  jene 
Resultante  für  einenPunkt  in  v  durch  R.  Ist  keine  freie  Elektricität 
in  V  vorhanden,  so  wird  daselbst  die  neutrale  elektrische  Flüssig- 
keit zerlegt  werden;  die  positive  Elektricität  wird  in  der  Rich- 
tung von  fl,   die  negative   in  der  entgegengesetzten  Richtung 
fortgefilhrt  werden;   dabei  müssen    die  Mengen  positiver  und 
negativer  Elektricität,  die  in  dem  Elemente  v  bewegt  werden,    ; 
und  ebenso  die  Geschwindigkeiten  derselben  gleich  sein.     Ich    i 
nehme  an,  dass  die  Menge  der  einen  oder  der  anderen  Flüssig-    ' 
keit,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  von  v  ge-    j 
trieben  wird,  der  senkrecht  auf  der  Richtung  von  R  sein  soll, 
und  dessen  Grösse  dui'ch  dw  bezeichnet  werden  mag, 

=  dtükR  I 

sei,  wo  k  die  Leitungsfdhigkeit  des  Körpers  bezeichnet.     Um    ' 
zu  entscheiden,  was  in  dem  Falle  geschehen  wird,  wenn  v  freie    | 
Elektricität  enthält,  mache  ich  die  Annahme,   dass  eine  Be-    ' 
wegung  der  elektrischen  Flüssigkeiten  in   einem  Leiter  nicht 
anders  vor  sich  gehen  kann,  als  wenn  durch  jedes  Flächenele- 
ment  in   demselben   gleichzeitig    gleiche   Mengen   der   beiden 
Elektricitäten  nach  entgegengesetzten  Seiten  strömen.    Daraus 
folgt  daim,  dass,  auch  wenn  v  freie  Elektricität  enthält,  durch 
rfie  in  der  Zeiteinheit  ebenso  viel  positive  Elektricität  in  der 
Richtung  von  R  strömt,  als  negative  in  der  entgegengesetzten 
Richtung,    Was  die  Menge  der  durch  dw  strömenden  Elek- 
tiicitäten  anbetrifit,  so  nehme  ich  an,  dass  sie  wiederum 

^dwhR 
ist 

Fügt  man  zu  diesen  Annalmien,  die  zum  gi'össten  Theile 
schon  von  Weber  in  seinen  elektrodynamischen  Maassbestim- 
mungen ausgesprochen  siud,  noch  die  hinzu,  dass  die  Differenz 
der  Werthe  des  Potentials  der  gesammten  freien  Elektricität 
flir  zwei  Pnnkte,  die  in  immittelbarer  Nähe  aneinander  dies- 
seits imd  jenseits  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter  liegen, 
dieselbe  bleibt,  sei  es,  dass  ein  Strom  durch  die  Leiter  geht, 
oder  dass  die  Elektricität  sich  in  ihnen  in  Ruhe  befindet;  so 
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gelangt  man  unter  der  Voraassetzungy  dass  der  elektrische 
Zustand  des  Systemes  ein  stationärer  geworden  ist,  zu  denselben 
Gkichiingen  Ar  das  Potential  der  freien  Elektricität,  die  aus 
der  Ohm'schen  Vorstellung  f&r  die  elektroskopische  Straft, 
d  L  die  Dichtigkeit  der  Elektridtät,  sich  ergeben. 

In  der  That,  nennen  wir  die  Normale  des  Elementes  dto^ 
die  die  Sichtung  Yon  R  hat,  N,  so  ist 

also  die  durch  dw  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Menge  positiver 
oder  negativer  Elektricität 

Aus  der  Ohm'schen  Vorstellung  folgt  derselbe  Ausdruck 

fiir  diese  Menge,  falls  man  mit  u  die  elektroskopische  Ejraft 

bezeichnet^).    Aus   diesem  Ausdrucke   kann   man   aber,  ohne 

auf  die  Bedeutung  von  u  einzugehn,  schliessen,  dass  wenn  der 

Znstand    des   Systems    ein    stationärer    geworden    ist,   u  der 

Differentialgleichung 

ö^^      ÖS*      öU  __  ^ 

aar«  ■*■  ay*  ■*"  az»  "■ 

und  för  jeden  Punkt  der  freien  Oberfläche  des  Leiters  der 
Grenzbedingung 

l^  =0 

genügen  muss;  dass  femer  fiir  Jeden  Punkt  der  Berührungs- 
flache zweier  Körper  die  Gleichung: 

gilt.  Zu  diesen  Bedingungen  ist,  sowohl  bei  der  Ohm'schen 
Vorstellung  als  bei  der  hier  auseinandergesetzten,  noch  die 
hinzuzufiigen,  dass  fiir  jeden  Punkt  derselben  Berührungsfläche 
u — t£j  =  der  Spannung  der  beiden  Körper  wird.  Für  die 
Ghrössen  u  ergeben  sich  also  bei  beiden  Vorstellungen  die- 
selben Gleichungen;  in  Bezug  auf  die  Strömungen,  die  durch 
die  Differentialquotienten  dieser  Grössen  bestimmt  sind,  erhält 
man   also   dieselben  Resultate,   mag  man  von  der  einen  oder 


1)  S.  oben  p.  84;  hier  ist  Spannung  genannt,  was  Ohm  als  elektro- 
skopische Kraft  bezeichnet 
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von  der  andern  ausgeheu.  Verschiedene  Resultate  erhält  man 
aber  in  Betreff  der  Vertheilung  der  freien  Elektricität  in  der 
Kette.  Nach  Ohm  giebt  der  Werth  von  u  an  jeder  Stelle 
des  Systems  unmittelbar  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  an, 
nicht  so  bei  der  hier  entwickelten  Ansicht;  aus  dieser  folgt, 
dass  auch  bei  der  geschlossenen  Kette  freie  Elektricität  aictx 
nur  auf  der  Oberfläche  der  Leiter  befinden  kann.  Da  nämlich 
H  inuerhaJb  eines  der  Leiter  der  Differentialgleichung 

dx*^  dy'^  3z'-  ^ 
genügt,  so  muss  u  ein  Potential  von  Massen  sein,  die  ausser- 
halb dieses  Leiters  liegen;  u  ist  aber  das  Potential  aller  freien 
Elektricität;  von  dieser  kann  alsokein  Theil  im  Lmem  jenes 
Leiters,  also  überhaupt  nicht  im  Innern  irgend  eines  der 
Leiter  liegen. 

Die  hier  angestellton  Betrachtungen  gelten,  welches  auch 
die  Zahl,  die  Gestalt  und  die  Anordnung  der  Leiter  ist,  die 
mit  einander  in  Berührung  gebracht  worden  sind;  sie  gelten 
also  auch  für  den  Fall,  dass  eine  Platte  eines  Condensators 
mit  einem  Puukte  einer  geschlossenen  Kette  in  Verbindung 
gesetzt  ist,  und  geben  daher  die  Theorie  solcher  Versuche,  wie 
die  oben  angeführten  des  Hrn.  Kohlrausch  sind.  Die  Re- 
sultate, die  sie  liefeni,  sind  in  vollkommener  Uebereiustimmung 
mit  den  Ergebnissen  dieser  Versuche. 

Den  durchgeführten  Betrachtungen  liegt  das  elektro- 
statische Gesetz  der  Wirkung  elektrischer  Theilchen  zu 
Grunde.  Aus  diesem  Gesetze  lassen  sich  die  Ämpere'schen 
elektro-djTiamisehen  Erscheinungen  und  die  Inductionserachei- 
nungen  nicht  erklären;  Weber  hat  ein  allgemeineres  Gesetz 
gefunden,  durch  welches  es  ihm  gelungen  ist,  jene  Erscheinungen 
zu  erklären,  ein  Gesetz,  in  dessen  Ausdruck  die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  Theilchen,  deren  Wirkung  auf  einander  be- 
trachtet wird,  vorkommt,  und  das  in  das  elektrostatische  über- 
geht, wemi  diese  Geschwindigkeit  verschwindet.  Um  die  ver- 
schiedenen Felder  der  Elektricitätslehre  unter  einen  Gesichts- 
punkt zu  biiugen,  muss  man  sich  daher  die  Aufgabe  stellen, 
die  Gesetze  der  Strömimgen  m  der  geschlossenen  Kette  aus 
dem  Web  er'schen  Gesetze  herzuleiten.  Diese  Herleitung  scheint 
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schwer  zu  sein,  doch  ist  es  leicht  «  posteriori  zu  beweisen,  dass 
die  Vorstellung  von  den  Strömungen,   zu   denen  die  Annahme 
lies  elektrostatischen   Gesetzes   geführt    hat,    anch    mit    dem 
Weber'schen  Gesetze   in  Einklang   ist,    wenn  man  noch  eine 
gewisse  Hypothese   zu  Hillfti   nimmt,   die  Hypothese   näjaüch. 
dase  bei   der  Berechnung   der  Kraft,   welche   eine    Scheidung 
der  beiden  Elektricitäten   in   dem  Raumelemente  v   eines  der 
Leiter  hervorbringt,   die  Elektricitäten   in  i'  als  ruhend  ange- 
sehen werden   müssen.     Diese   Amiahme   hat    nichts    Wider- 
strebendes,  wenn   mau   sich    vorst€llt,   dass  die  Bewegung  der 
Elektricität  in  einem  Leiter  nur  von  Molecül  zu  Molecül  vor 
ach  geht,  80  dass  jedes  Elektricitatstheilchen  bei  einem  Mole- 
cflle,  bei  dem  es  ankommt,  einen  Ruhepuiikt  findet.     Bei  dieser 
Vorstellung   kann   man   leicht  zugeben,  dass  die  Elektricitäts- 
menge,   die   von   einem  Molecül  zu  einem  benachbarten  über- 
geftlhrt   wird,  nur  durch  die  Kräfte  bedingt  wird,  die  auf  die 
Elektricitatstheilchen   ausgeübt   werden,   während  sie  noch  an 
jenem  Molecül   sich   in  Rulie   befinden,   nicht   aber  durch  die 
Kräfte,  die  auf  sie  wirken,  während  sie  sclioii  auf  dem  Wege 
nun  folgenden  Molecül  sind.     In  Bezug   auf  die  Theorie  der 
Indnction,  die  Weber  gegeben  hat.  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
diese  Annahme   macht,  oder  nicht.     Macht  man  dieselbe,  und 
denkt  sich  übrigens  die  Strömungen  in  der  Kette  so,    wie  sie 
die  Voraussetzung  des  elektrostatischen  Gesetzes  ergeben  hat, 
so   ist   es,   in  Bezug   auf  che   Grösse   und   die   Richtung   der 
Kraft,  welche  die  Elektricitäten  in  dem  Elemente  v  zu  scheiden 
strebt  —    also    in  Bezug  auf  die  elektromotorische  Ki'aft-,  wie 
Weber   sie   nennt  — .  gleichgültig,  ob  man  von  dem  elektro- 
statischen   oder    dem   Weber  'scheu    Gesetze    ausgeht.     Der 
unterschied,  der  möglich  wäre,  müsste  nänüich  herrühren  von 
den  Kräften,  welche  die  in  den  anderen  Theilcn  des  Systems 
strömenden   Elektricitäten   ausüben,  und  diese   Kräfte   tragen 
nach   dem,  was  Weber  bewiesen  hat,  zu  jener  elektromoto- 
rischen Kraft  nichts  bei,  da  die  Strömungen  constant  sind,  und 
gleiche  Mengen  der  beiden  Elektricitäten  nach  entgegengesetzten 
Kobtongen  mit  derselben  Geschwindigkeit  ftlhren. 


J 


56  lieber  die  statiouären  elektrischen  Strömungen 

lieber  die  stationären  elektrischen  StrOmnngen  in  einer 

gekrümmten  leitenden  Fläche.^) 

Hr.  Umow  hat  mir  von  einer  Arbeit  Mittheilung  gemacht, 
die  sich  mit  den  stationären  elektrischen  Strömungen  in  einer 
gekrümmten,  leitenden  Platte  von  überall  gleicher,  miendlich 
kleiner  Dicke  —  in  einer  gekrümmten,  leitenden  Fläche,  wie 
ich  eine  solche  Platte  nennen  will  —  beschäftigt.  Er  stellt 
in  derselben  die  partielle  Differentialgleichung  für  diese  Strö- 
mungen auf,  indem  er  die  Parameter  der  beiden  Systeme  Ton 
Krümmungscurven  der  Fläche  als  unabhängige  Variable  be- 
nutzt, imd  zeigt,  dass  diese  partielle  Differentialgleichung 
die  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  die  wichtige  Eigenschaft 
besitzt,  dass  ihre  Lösung  sich  als  die  Summe  zweier  will- 
kürlicher Functionen  von  je  eineija  Argument  darstellen  lässt, 
das  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichung zwischen  zwei  Variabein  zu  finden  ist  Die  Arbeit 
des  Hm.  Umow  hat  mir  die  Veranlassung  gegeben  zu  be- 
merken, dass  das  darin  behandelte  Problem  in  der  innigsten 
Beziehimg  zu  einem  andern,  altberühmten,  steht,  zu  dem 
Problem  nämlich,  eine  krumme  Fläche  auf  einer  ebenen  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden.  Man  sieht  diese 
Beziehung  leicht  auf  dem  folgenden  Wege  ein. 

Es   seien,   der  Bezeichnungsweise   von  Gauss   gemäss,  p 

und  q  zwei  Variabein,  die  einen  Punkt  der  krummen  Fläche 

bestimmen,   ds  der  Abstand  der  Punkte   [p ,  q)  und   (p  +  dp, 

q  +  dq)  und 

ds^  =  Edp^  +  2Fdpdq  +  Gdq\ 

Sind  x^y^z   die   rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes 

(/7,9)  und  setzt  man 

dx  =  adp  +  ddq 

dy  =  hdp  +  V  dq 

dz  =  cdp  +  c  dq^ 
SO  ist  dabei 

F^  ad  •\-  hh'  +  cd 
G  =  a'«  -h  V^  +  c\ 


1)    Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  vom  19.  Juli  1875. 
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Femer  sei  tp  das  elektrische  Potential  in  dem  Punkte 
(p,)].  Lässt  man  ds  ein  Element  einer  Linie  bedeuten,  die 
einen  Theil  der  krummen  Fläche,  dem  nur  durch  seine  Grenzen 
Mektiicität  zugeführt  wird,  Yollständig  begrenzt,  und  n  die  nach 
dem  Innern  dieses  Theils  gerichtete  Normale  von  ds^  so  muss, 
damit  die  Strömungen  stationäre  seien. 


J  dn 


lerschwinden.    Um  diese  Bedingung  zu  entwickeln,  nenne  man 

h  eine  unendlich  kleine,  auf  n  Yon  ds  aus  abgetragene  Länge 

imd  setze 

3n^  =  Edp^  +  2FSpäq  +  GSq^\ 
dann  ist 

Man  hat  aber 

dx  Sx  +  dy  Öy  +  dzSz  =^  0, 
d.  L 

(adp  +  adq)  {adp  +  a'dq)  +  {bdp  +  b'dq)  {bdp  +  VSq) 
4-  {cdp  +  c'dq)  {cSp  +  c  Sq)  =  0, 

also 

{Edp  +  Fdq)  Sp  +  {Fdp  +  Gdq)  Sq  =  0; 
Ueraus  findet  man  leicht 

Dieser  Ausdruck  muss  ein  vollständiges  Differential,  und 
daher 

Ip öjr I ö  (       dp dg     ^  Q 


sein.    Das  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  der  qp  zu  ge- 
nügen hat. 

Führt  man  statt  p  und  q  neue  Variable  p  und  q  ein, 
nennt  ff  die  Funktion  von  /?',  q,  die  durch  die  Gleichungen 
zwischen  p ,  q  und  p\  q  identisch  gleich  tp  wird,  und  setzt 

ds^  =  E'dp^  +  2  Fdpdq  +  Gdq'\ 

so  gilt  für  ^'  die  Differentialgleichung,  die  aus  der  abgeleiteten 
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entsteht,  wenn  mau  den  Zeichen  p,q,E,F,G,tp  Striche  boi- 
filgt.     OelJngt  es  nun  p,  q   so  zu  bestimmen,  dass 

F'  =  0,  £'  =  G- 
ist,  so  wird  einerseits  die  Gleichung  für  y' 


das  ist  die  Gleichung,  der  das  elektrische  Potential  iii  eiuer 
ebenen  Pläcbe  zu  genügen  hat,  wenn  -p  und  q  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  Punktes  derselben  bedeuten.  Anderer- 
seits aber  wird,  wenn  man  p\  q  als  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten eines  Punktes  einer  Ebene  ansieht,  durch  die  Rela- 
tionen zwischen  p ,  7  und  p',  q,  die  gegebene  krumme  Fläche 
in  den  kleinsten  Theüchen  ahnlich  auf  einer  Ebene  abgebildet. 

Gesetzt,  man  könne  eine  gegebene  knimme  Pläcbe  in  den 
kleinsten  Theilen  äbuUch  auf  einer  ebenen  abbilden  und  man 
habe  eine  Funktion  ip,  die  das  Potential  einer  möglichen  Elek- 
tricitatsbewegung  m  der  ebenen  Fläche  darstellt;  man  hat 
dann  in  der  Funktion  <p  das  Potential  einer  in  der  krummen 
Fläche  möglichen  elektrischen  Stiömung.  Die  Linien  gleichen 
Potentials  in  dieser  sind  die  Bilder  der  Linien  gleichen  Po- 
tentials in  jener,  da  ja  für  entsprechende  Punkte  rfi  =  tp  ist, 
und  die  StromUnien  in  der  einen  sind  die  Bilder  der  Strom- 
linien in  der  andern,  da  hier  und  dort  die  Stromlinien  die 
Linien  gleichen  Potentials  senki-echt  schneiden  und  entsprechende 
Linien  unter  gleichen  Winkeln  sich  treffen.  Nehmen  wir  noch 
an,  dass  die  Abbildung  der  beiden  Flächen  der  Art  ist,  dass 
ihre  Grrenzen  einander  entsprechen ,  und  die  Elektricitäts- 
beweguug,  zu  der  das  Potential  <f'  gehört,  eine  solche,  dass 
durch  die  Grenzen  der  ebenen  Fläche  keine  Elektricität  strömt, 
diese  Grenzen  also  aus  Stromlinien  gebildet  smd,  so  ist  die 
Elektricitätabewegung  in  der  krummen  Fläche,  der  das  Poten- 
tiftl  ff,  entspricht,  eine  solche,  dass  auch  die  Grenzen  dieser 
Fläche  aus  Stromlinien  bestehen,  also  auch  durch  diese  Grenzen 
keine  Elektricität  fliesst. 

Diese  Methode,  Elektricitätshewegungen  zu  finden,  die  in 
krummeii  Flächen  möglich  ednd,  möge  an  zwei  Fällen  erläutert 
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werden,    die   vor   längerer  Zeil   schon  Hr.   Boltzmann')   auf 
andern  Wegen  bebaudelt  bat. 

Eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  einer 
Ki^elfläcbe  auf  einer  Ebene  erhält  man  bekanntlich,  wenn 
mau  von  dem  einen  Endpunkte  des  Kugel  durchmesse  rs,  der 
auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  gerade  Linien  zieht  und  die 
Dorchschnitte  mit  der  Ebene  und  der  Kugeltläche  einer  jeden 
dieser  Linien  als  Bilder  von  einander  betrachtet.  Es  ist  diese 
Abbildung  die  stereographische  Projektion.  Man  denke  sich 
die  Ebene  durch  einen  unendlich  grossen,  die  Kugelfläche  durch 
den  entsprechenden,  unendlich  kleinen  Kreis  begrenzt  Läsat 
man  der  Ebene  Elektricität  durch  einen  Punkt  zu-,  durch 
einen  andern  abströmen,  so  sind,  wie  bekannt,  die  Stromlinien 
die  KreLsbögen,  welche  diese  beiden  Punkte  verbinden,  und 
die  Linien  gleichen  Potentials  die  Kreise,  welche  zu  Durch- 
messern die  Abstände  je  zweier  Punkte  haben,  die  zu  dem 
Ein-  und  Ausstömungspunkt  harmonisch  hegen.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  das  Bild  irgend  eines  Ki-eises  in  der  Ebene 
wieder  ein  Kreis  auf  der  Kugel  ist.  Es  folgt  daraus,  dass, 
wenn  man  der  Kugelfläche  die  Elektricität  durch  die  Punkte 
zu-  und  abströmen  lässt,  die  die  Bilder  des  Ein-  und  des  Aus- 
strömungspunktes in  der  Ebene  sind,  die  Stromlinien  die  Kreis- 
bögen sind,  die  diese  Punkte  mit  einander  verbinden,  und  die 
Linien  gleichen  Potentials  ebenfalls  Kreise.  Dass  die  Ebenen 
der  letzteren,  wie  Hr.  Boltzmann  schon  gefimden  hat,  durch 
^e  Gerade  gehen,  in  der  die  Tangentialebenen  sich  schneiden, 
die  an  die  Kugel  in  dem  Ein-  und  dem  Ausströmungspunkt 
gelegt  werden  können,  folgt  leicht  aus  den  harmomschen 
Egenscbaften  des  Kreises.  Auf  die  Bewegimg  der  Elektricität 
in  der  Kugelfläche  hat  die  unendhch  kleine  Oelfnung,  die  in 
dieser  vorausgesetzt  wurde,  nur  einen  unendlich  kleinen  Ein- 
fluss:  es  gelten  die  gewonnenen  Besultate  daher  auch,  wenn 
diese  OeffhuDg  fehlt,  Ist  die  leitende  Kugelfläehe  durch  irgend 
einen  Kreis  begrenzt,  so  ist  die  Elektricitätsbewegung  dieselbe, 
wie  wenn  die  ganze  Kugelfläche  leitete,  ausser  den  gegebenen 


1)    Sitningaberichte    der  Kaiserl.   AkaJtmie    (i''r  Wisse iischaften   i 

Wien  m  p.  2u  aacs). 
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Pimkteo,  in  denen  die  Elektricität  ein-  und  ausströmt,  aber 
noch  ein  Ein-  und  ein  Äusströniuiigepunkt  vorbanden  väre 
ausserhalb  des  gegebenen  Stückes  der  KugelfläcLe.  Es  fallen 
diese  mit  den  gegebenen  Ein-  und  AusatrömungspuoJiten  zu- 
sammen, wenn  der  begrenzende  Ki'eis  durch  diese  hindurchgeht. 

Mit  Hülfe  eines  eigenthümlichen  Kunstgriffs  hat  Hr. 
Boltzmann  die  Aufgabe  gelöst,  die  Strömungen  in  einer 
Cylinderfläche  zu  finden,  der  die  Elektricität  durch  zwei  Punkte 
zu-  und  abgeleitet  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen  führen 
zu  demselben  Resultate,  zu  dem  Hi'.  Boltzmann  gelangt  ist 

Man  denke  sic)i  einen  kreisförmigen  Cyünder  von  dem 
Badiua  1 ;  die  Lage  eines  Punktes  desselben  bestimme  man 
durcli  seine  Höhe  z  über  einem  festen  Querschnitt  und  den 
Winkel  v,  den  die  durch  ihn  und  die  Axe  gelegte  Ebene 
mit  einer  festen,  durch  die  Äse  gebenden  Ebene  bildet. 
Andererseits  nehme  man  r  und  v  als  die  Polaicoordinaten 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  an.     Setzt  mau 

z  =  logr, 
so  wird  dadurch  die  Cylinderfläche  in  den  kleinsten  Theilen 
ahnlich  auf  der  Ebene  abgebildet,  Ist  die  Cylinderfläche  durch 
zwei  zur  Axe  senkreclite  Querschnitte  begrenzt,  so  ist  es 
die  Ebene  durch  zwei  concentrische  Kreise,  die  die  Bilder 
jener  sind.  Rücken  jene  Quei-scbnitte  nach  beiden  Seiten  in 
die  ünendüchkeit,  so  wii'd  der  eine  dieser  Kreise  unendlich 
klein,  der  andere  unendlich  gross.  Wird  der  so  begrenzten 
Ebene  Elektricität  in  den  Punkten  {^^,  v^]  und  (i,,  v^)  zuge- 
führt und  entzogen,  so  kaun  das  elektrische  Potential  in  dem 
Punkte  {r,v) 

gesetzt  werden.     Macht  man  nun 


■a(.>-r,) 


I  erhalt  man  hieraus 

-29-+' 


i»e  ,»+7.^^-2,.-+..  „(.-„)■ 


4 


und  dieser  Ausdruck  stellt  das  Potential  in  dem  Punkte  (i,  i') 
der  Cylinderfiäc-he  bei  Strömungen  dar,  bei  denen  (z^,  «,)  und 
(Zj,  t),)  Ein-  uud  Ausströmutigspunkt  sind. 


r  gekrümmten  leitenden  Flache. 
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A«tdert  man  lÜe  Gestalt  des  Querschnitts  des  Cyliiiders, 
ttbae  die  Längen  seiner  Elemente  zii  ändern,  so  bleiben  die 
kltänKtcn  Tbeile  derFläclio  sich  congnaent;  daraus  folgt,  dass 
der  ebwi  gefnndene  Ausdruck  auch  das  Potential  für  einen 
Cylindcr  von  beliebigem  Quei-schnitt,  dessen  I^mfang  2jt  ist, 
dar^tvlleo  kann,  wenn  man  v  den  auf  einem  Querschnitt  ge- 
BMSBfuen  Abstand  des  variabeln  Pimlites  von  einer  festen  Seite 
der  Cjlindi! mäche  bedeuten  lässt. 

Es  ist  immer  uiögtich  eine  krumme  Fläche  in  den  kleinsten 
Tbeüen  übuHch  auf  einer  ebenen  abzubilden,  aber  nicht  immer 
90.  dass,  wie  in  den  betraehteten  Beispielen,  die  Grenzen  der 
•n  die  Bilder  der  Grenzen  der  andern  sind.  Es  hoII  auch 
Fall,  in  dem  das  nicht  mögheb  ist,  hier  erörtert  werden. 
E«  handle  sich  um  eine  unbegränzte  Biugtläche,  die  entsteht, 
«mD  «ine  Kreislinie  um  eine  in  ihrer  Ebene  hegende,  sie 
Hchneidende  Axe  gedreht  wird.  Füi-  diese  Flache  kann 
Vau  setz4^n 

j:  !=(a  +  bcos  q)  cosp 
II  =  (n  +  bcmq]^vap 
z  =  häaij, 

wobei  dann  l>  den  RtitUus  des  gedrehten  Kreises,  »  den  Radius 
des  Kivises  bedeutet,  auf  dem  der  Mittelptmkt  jenes  sich  be- 
«Vfrt  ba-t,  and  a  >  &  ist.     Es  ist  dann 

rf»*=  {a^bf:Q%qydp^-\-b''-dij'. 
Bfan  führe  nun  an  Stelle  von  p ,  y  neue  Variabehi   u ,  p 


»I,  e  mit  q  Terschwiiidet  und  mit  diesem  stetig  wach; 


-  b  COS; 


-^Idu'+dv'). 


Dnivh  die  Gleiclrnngen  zwischen  p^q,u,v  ist  hiemach 
4e  ^aa»  unbcpenzte  Ringoherfläche  auf  einer  Ebene  abge- 
Wilrt.  wenn  man  u  und  v  als  die  rechtwinMigen  Coordinate 
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eines  Punktes  dieser  ansieht,  und  zwar  auf  einem  Rechteck, 
dessen  Seiten  der  i£-Axe  und  der  v-Axe  parallel  sind  und 
die  Längen  2jr  ya^  —  b*  und  2;ri  haben. 

Wird  (p  +  i\p  irgend  wie  als  Punktion  von  u  +  iv  be- 
stimmt, so  genügt  <p  der  Differentialgleichung,  der  es  zu  ge- 
nügen hat  Es  werde  die  Elektricitat  der  Ringoberfläche  in 
zwei  Punkten  zu-  imd  abgeleitet;  dann  kommen  die  Bedin- 
gungen hinzu,  dass  tp  in  diesen  beiden  Punkten  ±  CX),  und 
zwar  logarithmisch  unendlich  wird,  in  allen  andern  Punkten 
aber  endlich  und  periodisch  in  Bezug  auf  u  um  2jrVa«  — 6«, 
in  Bezug  auf  v  um  2nb  ist.  Alle  diese  Forderungen  sind 
leicht  zu  erfüllen  mit  Hülfe  der  t?-- Funktionen.  Wir  setzen, 
der  Jacobischen  Bezeichnungsweise  entsprechend, 

^(ft,)  =  l  — 29cos^-  +  29*cos2^  — 29öcos3^  +  .. 

bestimmen  den  Modul  von  O-  aus  der  Gleichung 

Kl  ^  6_ 

machen 

ft)  =  A  (m  +  iv) , 

wo  X  so  gewählt  ist,  dass 

K  =  In  y'J^ZTb^,  K  ==  Xitb 

wird,  und  bezeichnen  die  Werthe,  die  «  für  den  Ein-  und  den 
Ausströmungspunkt  hat,  durch  a)^  und  m^^  sowie  die  entspre- 
chenden Werthe  von  v  durch  v^  und  v^.  Aus  den  bekannten 
Eigenschaften  der  t9-- Funktionen  ist  dann  leicht,  zu  erweisen, 
dass  den  gestellten  Forderungen  durch  die  Gleichung 

gentigt  wird,  in  der  A  und  B  zwei  willkürUche  Constanten 
bedeuten,  von  denen  A  reell  sein  muss. 

Als  besonders  einfach  verdienen  die  3  Fälle  noch  Er- 
wähnung, dass 

«1  =  iK 

und  (»2  =  0  oder  =  K  oder  =  Ä'+  iK 


ta  dner  gekiflnnntcn  leitenden  FIfiche.  g 

st;  in  diesen   Fällen  wird,  wenn  man  über  die  Constauten  . 
und  B  passend  verfugt: 
^  +  ii!i  =  ]g  sin  am  (u  oder  = 

la  der  nebenstc-beuden 
Fig.  6,  die  den  Durcbschnitt 
der  Ringoberfläche  mit  der 
*y-Ebene  darstellt,  ist  fiir 
^e  ä  Fälle  die  Lage  des 
Eioströmungspunktes  mit  1, 
Uli  Lage  des  ÄUBStrömungs-  1 
puohtes  mit  sin.  cos,  A  be- 
uichnet. 

Die  Beziehung,  auf  die 
uifmerksam  zu  machen  der 
Zweck  dieser  MittbeUung  ist, 
zviscbeo  dem  Problem  der 
Strom  Verbreitung  in  einer 
kmmmen  Fläche  und  dem  Problem  der  Abbildung  einer  solchen 
suf  einer  Ebene  ist  ereiclitlich  für  jenes  von  erhebhcher  Wich- 
tigkeit; aber  auch  für  dieses  ist' sie  wohl  nicht  ohne  Bedeutung. 

Kennt  man  eine  mögliche  Elektricitätsbewegung  fiir  eine 
gegebene  krumme  Fläche,  d.  h.  eine  Funktion  tp  von  p  und  q, 
die  der  dafür  aufgestellten  Differentialgleichung  genügt,  so  kann 
man  eine  Abbildung  der  krummen  Fläche  auf  einer  ebenen 
finden.  Der  folgende  Weg  führt  zu  diesem  Ziele.  Bei  der 
Ableitung  der  partiellen  Differentialgleichung  für  <f  wurde  be- 
nutzt,  daSS  dqn   , 

ein  vollständiges  Differential  sein  muss;  man  setze  diesea  = 
iltfi,  indem  miin  unter  i/'  i^'"^  neue  Funktion  von  p  und  ^ 
versteht,  die  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmbar  ist. 

V  =  const 
ist  dann  die  Gleichung  der  Stromlinien;  denn  wählt  man  ds 
80,  äass  d^  =  0  ist,  80  verschwindet  j,^-    Aus  der  Definition 
lOL.  \fi  folgt  femer 
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Q^ p^ 

dtp  __       dp d_q 

und  mit  Hülfe  hiervon  findet  man  leicht 

d^^  +  d^^  =  -V^-^i ^^ \^  dsK 

Diese  Gleichung  zeigt ,  dass  (p  imd  rp  die  Eigenschaft 
haben  y  die  bei  p  uud  q  vorausgesetzt  wurde ,  und  dass  also, 
wenn  tp  imd  t//  als  die  rechtwinkhgen  Coordinaten  eines  Punktes 
in  einer  Ebene,  angesehn  werden,  man  eine  Abbildung,  wie  sie 
verlangt  vmrde,  erhält  Ist  die  krumme  Fläche  begrenzt  durch 
zwei  Linien  (p  =  const,  und  zwei  Linien  xp  =  const,  so  ist  die 
Abbildimg  ein  Rechteck.  Den  Linien,  welche,  den  Seiten 
parallel,  das  Kechteck  in  unendlich  kleine  Quadrate  theilen, 
entsprechen  Linien  gleichen  Potentials  imd  Stromlinien, 
welche  die  krumme  Fläche  auch  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zerlegen. 

Nun  möge  die  Elektricität  in  einem  Punkte  a  im  Tnnem 
der  krummen  Fläche  einströmen  und  in  einem  zweiten  Punkte 
b  im  Lmem  derselben  ausströmen.  Li  diesen  Punkten  ist  (p 
dann  ±  oo,  und  unendlich  nahe  an  ihnen  sind  die  Linien 
gleichen  Potentials,  gerade  so,  wie  wenn  die  Fläche  eben  wäre, 
concentrische  Kreise;  die  Stromlinien,  die  alle  von  a  ausgehn 
und  in  b  endigen,  sind  unendlich  nahe  an  diesen  Punkten  die 
Radien  jener  Kreise,  und  der  irgend  einer  Stromlinie  entspre- 
chende Werth  von  %p  ist,  bei  passend  gewählten  Einheiten, 
dem  Winkel  gleich,  den  das  erste  Element  dieser  Stromlinie 
mit  dem  ersten  Element  einer  festen  Stromlinie  bildet;  es 
variirt  dann  xp  in  der  ganzen  Fläche  um  2n.  Kennt  man  (p 
und  t//,  so  hat  man  die  Abbildung  der  krummen  Fläche  auf 
einem  Streifen,  der  nach  den  beiden  Seiten  der  ()p-Axe  sich 
in  die  Unendlichkeit  erstreckt;  den  nichtleitenden  Grenzen  der 
krummen  Fläche  entsprechen  der  ^-Axe  parallele,  begrenzte 
Linien;  Sromlinien,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  ersten  Ele- 
mente von  je  zweien  aufeinander  folgenden  gleich  grosse,  un- 
endlich kleine  Winkel  mit  einander  bilden,  entsprechen  der 
^-Axe  parallele,   gleich  weit  von  einander  abstehende  Linien. 


in  da«  gckrfitnraten  lettmden  Fl8eiie. 
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Die  Linien  gleichen  Potentials  in  einer  leitenden  Fläche 
können  experimentell  gefunden  werden,  und  daher  lässt  aich  die 
besprochene  Abbildung  in  jedem  Falle  experimentell  ausfuhren. 
Nachdem  man  ein  System  von  Linien  gleichen  Potentials  anf- 
gesacht  hat,  couatruire  mau  ein  System  von  Stromlinien,  von 
denen  je  zwei  auf  einander  folgende  in  a  einen  kleineu  Winkel 
TDQ  derselben  Grösse  mit  einander  bilden,  und  suche  dann  ein 
System  von  Linien  gleichen  Potentials,  welche  den  Zwischen- 
ranm  zwischen  zwei  beliebig  gewählten,  auf  einander  folgenden 
S&omlinien   in   unendlich   kleine  Quadrate   theilerL     Die   ent- 
iprechende  Theilung  des  Streifens  äudet  man,  indem  man  diesen 
seiner  Breite   nach  in  so  viele  gleiche  Theile  zerlegt,  als  man 
Znschennlume   zwischen   aul   einander   folgenden   Stromhmen 
in  der  krummen  Fläche  hat,  und  senkrecht  zui-  Längsrichtung 
in  passenden   Abständen   linien    zieht.     Von   den   uiiendUch 
Üeinen  Quadraten,  in  die  die  krumme  Fläche  und  der  Streifen 
SD  getheilt  sind,  kanu  man   ein  beUehiges  Paar  als  sich  ent- 
sprechend  annehmen;    zwei   beliebige   Punkte   in    den   beiden 
Flächen,   die  c  und   c'  genannt  werden  mögen,  kann  man  als 
die  ßüder  von  einander  betrachten;  durch  Abzählen  findet  man 
dann,   welches  Quadrat   der   emen   Fläche  ein  gegebenes  der 
andern    darstellt.     Hat    man    festgesetzt,    welches    Ende    des 
Streifens  dem  Punkte  a,  welches  dem  Punkte  *  entspricht,  und 
die  Richtung  gewählt,  in  der  man   die  Quadrate  des  Streifens 
in  der  Breite  dieses  auf  einander  folgen  lassen  will,  bo  kann 
man  die  Quadrate  der  krummen  Fläche  auf  einer  Linie  gleichen 
Potentials    noch    in   dem   einen   oder   in    dem    andern    Sinne 
zahlen:   man   erhält  dann  eine  Abbildung  der  einen  oder  der 
andern  von  den  beiden  Arten,  die  möghch  sind. 

Hat  man  in  dieser  Weise  zwei  krumme  Flächen  auf  dem- 
selben Streifen  abgebildet,  so  hat  man  sie  auch  aufeinander 
m  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet.  Man  sieht,  dass 
das  immer  möglich  ist  so  zu  bewirken,  daaa  3  beliebigen 
Punkten  a.h,c  der  einen  Fläche  3  beliebige  Punkte  d,  b',  c' 
der  andern  entsprechen.  Dabei  werden  aber  im  Allgemeinen 
die  als  nicht  leitend  vorausgesetzten  Grenzen  derselben  nicht 
die  Bilder  von  einander  sein,  und  überhaupt  werden  nicht 
ausnaimislos  die  Bilder  benachbarter  Punkte  der  einen  Flät^he 

Kirshbuff.  QMimiotlU  AbhudinngBn.  5 
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benachbarte  Punkte  der  andern  sein.  Um  dieses  zu  bewifEf 
werden  im  Allgemeinen  in  jeder  Fläche  gewisse  Schnitte  ge- 
führt werden  müssen,  die  Theile  von  Stromlinien  sind.  Sind 
die  beiden  Flächen  einfach  zusammenhängende,  so  ist  im  All- 
gemeinen in  jeder  Fläche  ein  solcher  Schnitt  zu  ziehn;  die 
beiden  Seiten  des  Schnittes  der  einen  Fläche  entsprechen  dann 
der  ursprünglichen  Grenze  der  andern,  und  umgekehrt.  Wählt 
man  den  Punkt  e  bei  gegebener  Lage  des  Punktes  c  in  einer 
passenden  Stromlinie,  so  fallen  die  beiden  Schnitte  in  die  ur- 
sprUnghchen  Grenzen  selbst  tmd  sind  dann  unnöthig;  man 
braucht  nur,  um  das  zu  erreichen,  die  Punkte  c  und  c'  in  diesen 
Grenzen  anzunehmen. 


4 


Ueber  die  Uessnng  elektrischer  Leitnngsfähigkeiten.') 

Zur  Vergleichung  der  Widerstände  kurzer  Drähte  hat 
Sir  W.  Thomson'}  eine  Methode  angegeben,  die  auf  einer 
Anordnung  beruht,  welche  eine  Modifikation  der  Wheat- 
Btone'schen  Brücke  ist  Eine  andere  Methode,  die  zu  dem- 
selben Zwecke  dienen  kann,  in  mancher  Hinsicht  bequemer 
ist  und,  wie  es  scheint,  an  Genauigkeit  jener  nicht  nachsteht, 
beruht  auf  der  Anwendung  eines  Diflerential-Gulvanometers, 
dessen  Windungen  so  eingestellt  werden  können,  dass  ein 
Strom,  der  sie  nacheinander  durchfliesst,  keine  Ablenkung  der 
Magnetnadel  hervorbringt.  Bildet  man  aus  den  beiden,  zu 
vergleichenden  Widerständen  und  einer  Kette  einen  Kreis, 
schaltet  als  Nebenschliessungen  zu  jenen  die  beiden  Drähte 
dea  Differentialgalvanometers  ein,  und  verändert  den  Wider- 
stand des  einen  dieser  Drähte  so  lange,  bis  die  Ablenkung  der 
Nadel  verschmndet,  so  ist  das  Verhältnias  der  zu  vergleichen- 
den Widerstände  gleich  dem  Verhältniss  der  Widerstände  der 
Oalvanometerdrähte,   vorausgesetzt,  dass  den  Windungen  die 


')  Monatabericht  der  Akad.  d.  Wiss.  sni  Berlin 
*\  PhiL  Hag.  [4]  VoL  XXIV  p.  H9.  1862. 
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bt'xeickneU-  Einstellung  gegeben  ist  Fügt  mau  nun  den  bei- 
den Gal*-anometerdrähten  solche  Widerstände  hinzu,  dass  wie- 
derum die  Ablenkung  der  Nadel  verschwindet,  so  ist  aucb  daa 
VerhSltniss  der  hinzugefügten  "Widei-stände  gleich  dem  Ver- 
bftltnifis  der  zn  vergleichenden.') 

Will  man  aus  dem  Widerstände  eines  Drahtes  —  sei 
diner  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  der  erwähnten 
Afothoden  bestimmt  *—  die  Leitungsfähigkeit  ermitteln  und 
kann  man  bei  der  Genauigkeit,  die  man  beabsichtigt,  einen 
Fehler  nicht  zulassen,  der  von  der  Ordnung  des  YerhältniBses 
der  Kdte  des  Drahtes  zu  seiner  Länge  ist,  so  darf  man  da, 
wo  drvi  Zweige  des  leitenden  Systemes  zusammenstossen ,  die 
StrOmo  nicht  mehr  als  lineare  ansehn;  es  muss  also  eine  Än- 
vpiidnng  der  Theorie  der  Stromverbreitung  in  nicht-linearen 
Leitern  stattfinden. 

Von  dem  Widerstände  eines  nicht-linearen  Leiters  kann 
man  —  strenge  genommen  —  nur  unter  der  Voraussetzung 
i|ired)en,  dass  der  Theil  seiner  Oberfläche,  durch  den  Elek- 
tricitüt  strömt,  aus  zwei  Flächen  besteht,  von  denen  innerhalb 
ÖDCT  i«den  das  Potential  constant  ist.  Die  Differenz  der 
Potentialwerthe  in  diesen  beiden  Elektrodenflächen,  wie 
■e  genannt  werden  mögen,  dividirt  durch  die  Elektricitäts- 
Bicnge,  die  durch  die  eine  oder  die  andere  in  der  Zeiteinheit 
fUeest,  ist  dann  eine  Constante  des  Leiters,  die  eben  der 
'mdorstand  desselben  heisst.  Es  muss  hier  ein  verwickelterer 
FbQ  iii»  Auge  geia-^st  werden,  der  Fall,  dass  statt  der  zwei 
Blektrodenflächen  deren  mehr  vorhanden  sind,  von  denen  eine 
fede  aber  wieder  eine  Fläche  gleichen  Potentials  sein  soll. 

£(t  sei  n  die  Zahl  der  Elektrodenflächen,  es  seien  P„ 
i*j, . . .  /•«  die  Potentialwerthe  in  ihnen  und  J,,  •/„...  Jn  die 
Eldctricit&tsm engen,   die  durch  sie  in   der  Zeiteinheit   in   den 


r.  Tait  hat  eiue  ähnliche  Methode   mit   der  Thomaou'Bchen  ver- 
üieeer   überlegen   gefunden;   bei    dem  vou   ilim    benutzten 
WUT  aber,  wio  ea  Bcboint,  nicht  die  Einrichtung 
B,  lUu  die  Windunf^  veretellt  werden  konnten,   und    in  Folge 
r  Hilf  wesentliche  Vortlieile  verwehten,  die  die  im  Teile 
ü  darbietet    Kdinb.  Trane.  VoL  28  p.  787.  1B77— 7S. 
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Leiter  fameinffiesseiL  Sind  diese  Intensititeii,  zwischen  denen 
die  Relation 

J^+J^  +  ^  +  Jn^O 

bestehen  moss,  gegeben,  so  sind  die  Grrossen  P  bis  aof  eine 
additire  Constante  bestimmt;  wird  diese  e  genannt,  so  ist 
nämlich 

P,  =  C  +  Oji  Jj  +  a„  ^2  +  -  +  ^-^m 


wo   die  Ghrössen  a  Constanten  des  Leiters  bezeichnen,   Con- 
stanten, die,  beilänfig  bemerkt,  aber  nicht  miAhhSbigig  yon 

einander  sind,  sondern  auf       T     Ton  einander  unabhängige 

Grössen  zur&ckgeführt  werden  können. 

Nun  werde  angenommen,  dass  it  =  4  ist,  dass  die  Elek- 
trodenflächen 1  und  4  mit  den  Polen  einer  Slette,  die  Elek- 
trodenflächen 2  und  3  mit  den  Enden  eines  Drahtes  (des 
eines  Drahtes  eines  Diffierentialgalvanometers)  verbunden  seien. 
Der  Widerstand  dieses  Drahtes  sei  to.    Es  ist  dann 

Femer  hat  man  einerseits 

andererseits 

Setzt  man 

«81— «31 -«14  +  084=^ 
«82— «82  -^8  +  ^  =  »'» 

SO  folgt  hieraus 

pJi  =  (ti7-r)J,. 

Die  Grösse  g  lässt  sich  bezeichnen  als  der  Werth,  den 
-P,  —  P3  in  dem  Falle  hat,  dass  J^  =  —  J3  =  0  und  J^^-^J^ 
=  1  ist  Ist  der  Leiter  ein  sehr  langer,  dünner  Draht,  und 
liegen  die  Flächen  1,  2  ganz  nahe  an  dem  einen,  die  Flächen 
3,  4  an  dem  andern  Ende,  so  ist  g  der  Widerstand  des  Lei- 
ters; bei  anderer  Grestalt  des  Leiters  wird  man  g  einen 
Widerstand  desselben  nennen  dürfen. 
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Man  deulie  sich  jetzt  neben  dem  besprochenen  Leiter 
einsn  «weiten,  welcher  auch  die  Eigenschaften  besitzt,  die 
jenem  beigelegt  sind.  Den  Grössen  p  und  r  bei  jenem  mö^en 
iäi  Grössen  P  und  Ä  bei  diesem  entsprechen.  Die  Elek- 
trodpufiäclieD  2  und  3  des  zweiten  Leiters  sollen  mit  den 
Enden  des  zweiten  Drahtes  des  Differentialgalvanometers  ver- 
bunden sein,  dessen  erster  Draht  mit  seinen  Enden  die  Elek- 
trodenäächen  2  und  3  des  ersten  Leiters  berührt;  die  Elek- 
trodenflächen  1  und  4  des  zweiten  Leiters  sollen  respektive 
mit  den  Elektrodenflächen  4  und  1  des  ersten  communiciren, 
die  eine  durch  einen  Draht,  die  zweite  durch  eine  Kette,  Es 
irt  dann  eine  Anordnung  hergestellt,  wie  sie  am  Anlange  die- 
ser Mittheilung  beschrieben  ist.  Bei  dieser  Anordnung  hat 
■/,  (fir  beide  Leiter  denselben  Weilh,  und  dasselbe  gilt  auch 
ftr  •/,,  wenn  die  Nadel  des  Galvanometers  keine  Ablenkung 
zeigt  und  dieses  Instrument  die  vorausgesetzte  Einrichtung 
besitzt  Ist  ff  der  Widerstand  des  zweiten  Galvanometer- 
drahte^  so  hat  man  datier 

iIbo 

/•(«.- r)  =  e{  fr- Ä). 

Sind  nun  w'  und  fV'  zwei  andere  Werthe  der  Widerstände 
der  beiden  Gralvanometerdrähte,  bei  denen  die  Nadel  ebenfalls 
keine  Ablenkung  erleidet,  so  ist  ebenso 

/"("■-')-?(«'■-«); 

es  ist  aUü  auch 

i-K -»)-?(»•■-»'). 

Kann  mau  theoretisch  den  Widerstand  p  durch  die  Lei- 
tungsfahigkeit  und  die  Dimensionen  des  betreffenden  Leiters 
ausdrücken,  hat  man  diese  Dimensionen  gemessen,  kennt  man 
F  und  das  Verhältniss  der  Widerstände  wi'  —  w  und  W"  —  ff", 
so  kann  man  hienuwih  jene  Leitungsfälligkeit  berechnen. 

Eine  wesenthche  Grundlage  der  angestellten  Betrachtun- 
gen war  die  Voraussetzung,  dass  die  Elektrodonflächen  Flächen 
gleichen  Potentials  sind.  Eine  Elektrodcufläche ,  die  diese 
Eigenschaft  bat,  kann  man  finden,  wenn  dem  Leiter  Elektrici- 
tät  durch  eine  Fläche  zugeführt  wird,  deren  Dimensionen  im- 
endlich  klein  gegen  alle  Dimensionen  des  Leiters  sind.  Wenn 
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man  nämlich  um  einon  Punkt  dieser  Fläche  eine  Kugel  be- 
schreibt mit  einem  Radius,  der  unendlich  gi'oss  gegen  ihre 
Dimensiouen,  aber  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  des 
Leit€rs  ist.  so  ist  der  innerhalb  des  Leiters  befindliche  Theil 
dieser  Kugel  eine  Fläche  gleichen  Potentials,  und  er  ist  daher, 
wenn  man  ihn  zur  Begrenzung  des  Leiters,  den  man  beöfich- 
tet,  rechnet,  eine  Elektrodenfläche  der  vorausgesetzten  Art. 
In  anderer  Weise  kann  mau  eine  solche  finden,  wenn  der 
Leiter,  ganz  oder  zum  Theil,  aus  einem  Cylinder  von  beliebig 
gestaltetem  Querschnitt  besteht,  dessen  Länge  die  Dimensionen 
des  Querschnitts  erheblich  übertrifft,  und  wenn  die  Elektricität 
am  Ende  desselben  zuströmt.  Ein  Quersclmitt,  der  von  die- 
sem Ende  um  ein  massiges  Vielfaches  der  grössten  Sehne  des 
Querschnitts  absteht,  kann  dann  als  eine  Fläche  gleichen 
Potentials,  und  also  auch  als  eine  Elektrodenlläche  der  iu  Rede 
stehenden  Art  angesehen  werden,  wenn  man  ihn  als  zur  Grenze 
des  Leiters  gehörig  betrachtet, 

Eine  Anordnung,  die  hiernach  benutzt  werden  kann,  wenn 
die  Leitungsfähigkeit  emes  Stoffes  gemessen  werden  soll,  der 
in  Form  eines  Cylinders  von  massiger  Länge  vorliegt,  ist  die 
folgende:  Der  Strom  der  Kette  wird  dem  Stabe  durch  seine 
Enden  zu-  und  abgeleitet:  die  Enden  des  einen  Galvanometer- 
drahtes  sind  mit  Spitzen  in  leitender  Verbindung,  die  gegen 
die  Mantelfläche  desselben  in  zwei  Punkten  gedruckt  werden, 
deren  Abstände  von  dem  nächsten  Ende  ein  massiges  Viel- 
faches der  grössten  Sehne  des  Querschnitts  ausmachen.  Als 
die  Elektrodenflächen  1  und  4  können  dann  zwei  Querschnitte 
des  Stabes  betrachtet  werden,  die  etwa  in  den  Mitten  zwischen 
einem  Ende  und  der  nächsten  Spitze  sich  befinden,  als  die 
Elekti'odenflächen  2  und  3  zwei  Kngelflächenstücke ,  die  mit 
unendhch  kleinen  Radien  um  die  beiden  Spitzen  beschrieben 
sind.  Der  Widerstand  q  ist  dann  gleich  dem  Abstand  der 
durch  die  beiden  Spitzen  gelegten  Querschnitte,  dividirt  durch 
ihi-e  Fläche  und  die  Leitungsfdhigkoit. 

Es  kann  aber  wünschenswerth  sein  die  ganze  Länge  des 
gegebenen  Stabes  auszunutzen,  um  den  zu  messenden  Wider- 
stand so  gross  als  möghch  zu  machen.  Hat  der  Stab  die  Ge- 
stalt eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums,  so  empfiehlt  a 
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dann  die  Anordnung,  bei  der  von  den  vier  Ecken  einer  lan- 
gen Seitenfläche  zwei,  einer  langen  Kante  angehörige,  mit  der 
Kette,  die  beiden  andern  mit  dem  Galyanometerdrahte  yer- 
bonden  werden;  wobei  dann  die  Elektrodenflächen  1,  2,  3,  4  die 
Octanten  Ton  vier  unendlich  kleinen  Kugelflächen  sind,  deren 
Mittelpunkte  in  den  genannten  vier  Ecken  liegen.  Die  Me* 
thode  ist  in  der  Ausf&hrung  sehr  bequem,  und  sie  bietet  auch 
in  sofern  ein  Interesse,  als  sie  eine  Anwendimg  der  schönen 
Theorie  der  Stromyerbreitung  in  einem  rechtwinkligen  Parellele- 
pipedmn  bildet 


Hr.  GrenhilP)  hat  bereits  für  das  Potential  in  einem 
Pankte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums ,  dem  durch 
einen  Punkt  die  Elektricität  zuströmt  und  durch  einen  zweiten 
entzogen  wird,  einen  Ausdruck  aufgestellt^  der  hier  zu  Grunde 
gelegt  werden  kann.  Ein  Endpunkt  des  Parallelepipedums 
sei  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  von  ihr  ausgehenden 
Kanten  seien  die  Coordinaten- Axen,  a,  b,  c  die  Längen  der 
E^anten,  x^,  y^,  z^  die  Coordinaten  der  positiven,  x^  y^,  z^  die 
Coordinaten  der  negativen  Elektrode;  femer  sei  die  Intensität 
des  Stromes  =  1  xmd  k  die  Leitimgsfähigkeit  des  Parallele- 
pipedums; das  Potential  tp  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,  y,  z) 
ist  danu 

S2abck, 
0 

WO 


hrtßiF,-Fi, 


^.-(*.(-£-^'Ä')+*.('-^^w), 

ist,  F^  aus  F^  entsteht,  wenn  der  Index  4  an  Stelle  des  Index 
1  gesetzt  wird,  imd 


0  Proc.  of  the  Cambr.  Phil.  Soc.  Oct.  to  Dec.  1879  p.  293. 
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zeich-     I 


ist,  die  Summe  so  geaommen,  doss  fUr  v  alle  gtuizen  Zahlen 
von  —  QO  bis  +  QO  gesetzt  werden.  Bei  Benutzung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung,  der  die  i?  -  Punktioueu  genügen, 
kann  man  auf  dem  von  Hrn.  Greenhill  bezeichneten  Wege 
nachweisen,  dasa  die  hierdurch  definirte  Funktion  ff  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  genügt,  der  sie  genügen  soll;  man 
kann  weiter  zeigen,  dass  die  Grenzbedingungen  und  die  Stetig- 
keitabedingungen  erfüllt  sind,  die  itlr  ^  gelten,  und  so  beweisen, 
dass  das  in  Rede  stehende  Potential  bis  auf  eine  additive 
Constante  dem  aufgestellten  Ausdruck  gleich  sein  muss. 

Um  den  Werth  von  (p  zu  erhalten,  der  der  oben  bezeich- 
neten Anordnung  entspricht,  setzen  wir 

jr,  =  0         yi  =  0         Zi  =  0 

■^4  =  0  i/,  =  0         z^  =  c. 

Benutzt  man,  dass 

•%  [w  ±{,T)  =  JS(-l)-e"^'-^*'^-' =  &,(«,, r), 
so  ergiebt  sich  daduich 

oder  da 

Um  den  durch  p  bezeichneten  Widerstand  zu  finden,  hat  man 
die  Differenz  der  Werthe  zu  bilden,  die  dieser  Ausdruck  an- 
nimmt für 

'  =  o.        >/  =  0        2  =  0 
und  für 

X  =  u         .V  =  0         z  =  c, 
vorausgesetzt,  dass  b  die  Länge  deijenigen  Kante  ist,  die  senk- 
recht auf  der  Fläche  der  vier,  als  Elektroden  benützten  Ecken 
steht     Erwägt  man,  dass 

,?,(»+l,t)--*,(.<,-,r), 
UBd  schreibt  der  Kürze  wegen 
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80  hat  man  hiernach 

0 

Die  numerische  Berechnung  dieses  Integrals  wird  yerhältniss- 
leicht,  wenn  man  dasselbe  durch  Einschiebung  einer 
len  Zwischengrenze  in  zwei  theilt  und  an  geeigneten 
Orten  statt  der  iS-^JEHinktionen  mit  dem  Modul  r  die  i?'-Funk- 

tionen   mit  dem  Modul einfiihrt    Da 


^  (int\  2a   1    ^  [ 4aU\ 

n.  (int\  2h    1     ^  /45«»\ 

Q.  (int\  e     1     Q,  [  c^i  \ 


isty  so  kann  man  setzen 
i 


-lfr/^.r^)M^)MS) 


1         frf<   a  [int]    q.  (int\    „   (c*i\ 


*«    0 

1 

UUK  Y  71 

wo  Ä  eine  positive  Grösse  ist,  über  die  nach  Willkür  verfügt 
werden  kann.  Der  erste  dieser  beiden  Theile  von  q  kann  ge- 
schrieben werden 


ä/^'*.m  *.m  *.(^') 


1 
Vi 


oder,  da 


1 
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WO  die  Summe  so  zu  nehmen  ist,  dass  für  jedes  der  Zeichen 
Ij  m,  n  alle  ganzen  Zahlen  von  --  oo  bis  +  oo  zu  setzen  sind. 
Nun  setze  man 

/OD 
die"**  =  U{x), 

X 

also,  wenn  a  eine  positive  Grösse  bezeichnet, 

die         ^—U(ccx)\ 

X 

für  diese  Funktion  U{x)  imd  fOr  das  Intervall  von  x  =  o  bis 
r  =  3  ist  bekanntlich  von  Kramp  eine  Tafel  berechnet;  für 
grössere  Werthe  des  Arguments  findet  man  ihre  Werthe  mit 
Hülfe  der  semiconvergenten  Beihe 

T7l     \         ^""'^    /l  11,13     1  \ 

Setzt  man  noch  zur  weiteren  Abkürzung 

^ü{x)=nx), 
80  wird  der  erste  Theil  von  g 

—  ^^2{-\)f\^ -^ j. 

Was  den  zweiten  anbetrifft,   so   lässt  sich  derselbe  schreiben 


.If;:/5'*.(-^)*.(?^>.(S) 


oder 


a 


,^(-ivp.-(^'"^')^'%„(g), 


ahky 

Vi 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  /  und  m  so  zu  nehmen  ist,  dass 
für  diese  Zeichen  alle  Zahlen  von  —  oo  bis  +  cxd  gesetzt 
werden.  XJm  das  Glied  dieser  Summe,  welches  bestimmten 
Werthen  von  /  und  m  entspricht,  zu  berechnen,  mache  man 

mit  der  Festsetzung,  dass  ß  positiv  ist;  das  Glied  wird  dann 
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•Vi 
wo  bei  der  Sommation  f&r  n  alle  Zahlen  von  — od  bis  +CX) 
za  setzen  sind,  oder 

^t:^;S(-l).{...'.p(,»V>+=f)+.-*t^(^V»-^)}. 

FQt  den  Fall,  dass  /9  =  0  ist,  dass  also  gleichzeitig  /  und  m 
==  0  sind,  gilt  dieses  Besultat  nicht;  das  diesen  Werthen  von 
/  und  m  entsprechende  Glied  ist 


'  sp<^) 


oder 


Vi 


Da 


abiy 
Vi 


-Jdt:S{-l)'^e 


«•c« 


r"  y" 


fdte      ^:=^te    ^—2rü(-^-\+comt, 
so  ist  dieser  Ausdruck 


n«c« 


WO  C  eine  von  A  unabhängige  Grösse  bedeutet  und  wo  für  n 
stets  sein  absoluter  Werth  gesetzt  werden  möge.  Den  Werth 
Yon  C  lernt  man  kennen,  wenn  man  dasselbe  Glied  berechnet, 
nachdem  man 

*.(S)  ä-k  1'*.  (?■) 

ersetzt  hat;  es  wird  dadurch 

Sj^j  d<^,  ('-?-') 
oder 

1       4   ""^  1 

ä6öi^«^(2v  +  l)«^ 

Indem  man  A  =  0  setzt  und  berücksichtigt,  dass 
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^  (2v  + 1)« 

ist,  ergiebt  sich 


71« 


C  = 


ahk' 


Für  den  Versuch  von  hervorragendem  Interesse  ist  der 
Fall,  dass  c  als  unendlich  gross,  a,  b  und  X  als  endlich  an- 
zusehen sind:  in  diesem  Falle  verschwinden  von  den  Gliedern, 
deren  Summe  den  Werth  von  q  bildet,  alle,  in  denen  n  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  tmd  es  wird 


+  ' 


2f[]/^i±^^±^ , 


wo  die  Summen  so  zu  nehmen  sind,  dass  f&r  /  und  m  alle  gan- 
zen Zahlen  von  —  oo  bis  +  CX)  gesetzt  werden,  das  Werth- 
paar  l=s  o  und  m  =  o  aber  in  der  ersten  Summe  ausgeschlos* 
sen  wird. 

Macht  man 

^ ' — ^> 
so  folgt  hieraus 

«M.p^c- ?^^{i  -  ^(- i)'/(j/i]/47^) 

-2:^/(]/f|/(2/+l)«J  +  4m«|)}, 
oder 

WO 

«  =s  0,  wenn  Z  ==  0  und  m  ==  0, 

«  =  I,  wenn  /  =  0  oder  m  =  0, 

«  =  —  1 ,  wenn  /  imd  m  tmgerade, 

€  s=  +  1  in  allen  andern  Fällen. 
Ist 

&  =  a, 

so  ergiebt  sich  hieraus 

a**.(>  =  c  —  a,  0,7272. 
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Bei   der  Ableitnng  dieses  Besultats  reicht  es  aus  4  Glieder 
der  Doppelsumme  zu  berechnen. 

Die  Ableitung  des  f&r  q  angegebenen  Ausdrucks  beruhte 

auf  der  Voraussetzung ,  dass  die  Verhältnisse  ~  und  -|-  als 

unendlich  gross  angesehen  werden  können ;  thatsächlich  reichen 
aber  sehr  massige  Werthe  dieser  Verhältnisse  aus,  um  jenen 
Ausdruck  sehr  nahe  richtig  zu  machen.  Er  ist  das  selbst  in 
dem  Falle  schon,  dass 

ist  In  diesem  Falle  lässt  sich  der  Werth  von  q  besonders 
leicht  ermitteln.  Nach  einer  der  aufgestellten  Gleichungen 
ist  dann 

0 

wo  der  Modul  r  für  alle  3  i9'-Funktionen  derselbe,  nämlich 
^  ist    Nun  hat  man  bekannthch 

«^0^»^.  =  l^'i  =  ^(-  l)'(2v  +  1)  e 
nnd  hieraus  folgt 

P=:^^(-l)'-- 


160* 


^    d.h.  =  -^.1,2732. 


ahn  ak 

Berechnet  man  aber  f&r  diesen  Fall  q  aus  der  vorher  abge- 
l^ten  Formel,  so  findet  man  es  wenig  verschieden  hiervon, 
Bämlich 

==-^.1,2728. 

ak      ' 
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üeber  die  Tertbeiinng  der  Elektricität  anf  zwei 
leitenden  Kngeln.'j. 

Poisson  hat  das  Problem,  die  Vertheilung  der  Elek- 
tricität auf  zwei  leitenden  Kugeln  zu  finden,  in  zwei  berühm- 
ten Arbeiten^)  behandelt  und  Plana  hat  die  von  Poiason 
dort  gegebenen  Formeln  weiter  entwickelt').  Man  kann  das 
Problem  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachten;  in  dem 
ersten  ist  eine  Funktion  zu  ermitteln,  die  Poisson  durch  /  (x) 
bezeichnet,  imd  die  das  Potential  der  auf  der  einen  Kugel 
verbreiteten  Elektricität  für  alle  Punkte  der  Centrallinie  an- 
giebt,  in  dem  zweiten  ist  aus  diesem  /  (j)  eine  Funktion  zu 
bilden,  die  Poissou  ep  (ft,  x)  nennt,  die  das  Potential  derselben 
Elektricität  flir  Punkte  ausserhalb  der  Centrallinie  darstellt,  und 
aus  der  mit  Leichtigkeit  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in 
allen  Punkten  der  Kugel  ermittelt  werden  kann.  Zur  Be- 
recbnmig  derjenigen  Grössen,  welche  den  Physiker  zunächst 
interessiren,  genügt  aber  die  Kenntniss  jener  Funktion  _/■(*); 
es  ist  nämlich,  wenn  der  Eadius  der  Kugel  =  1  gesetzt  wird, 
/(O)  die  ganze  Elektricitätsmenge,  welche  auf  der  Kugel  sich 

befindet,  es  giebt  femer  der  Ausdruck-— (/(j-)  +  2x  ■^-l,  wenn 
in  ihm  x  =  i  oder  =  —  1  gesetzt  wird,  die  Dichtigkeit  der 
Elektricität  in  dem  einen  oder  dem  anderen  der  beiden  Punkte 
der  Kugel  an,  welche  in  der  CentraDinie  liegen;  und  auch  die 
Kraft,  mit  der  die  beiden  Kugeln  einander  anziehen  oder  ab- 
stossen,  lässt  sich  durch  ^(t)  ausdrücken.  Die  Betrachtungen, 
welche  im  Folgenden  auseinandergesetzt  werden  sollen,  beziehen 
sich  nui-  auf  diese  Funktion  f{r).  Poisson  hat  itir  dieselbe  eine 
Reihe  gefunden,  welche  immer  convergirt,  und  zwar  ma  so 
schneller,  je  grösser  der  Abstand  der  beiden  Kugeln  ist.  Dieselbe 
Reihe  habe  ich  auf  emem  Wege  abgeleitet,  der  mir  den  Vorzug 


1)  CreU^  Jotirnal.    Bd.  59.    1B6I. 

2)  M^in.    de  la  clasac  des  sc.  math.  et  pb.  de  l'Institut  imperial  de 
France,  annäe  1811,  premiSrc  et  eeconde  partie. 

3)  MemoriQ  della  reale  accademia  delle  scienae  die  ToriDO.  tomo  VII, 
1845. 
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for  dem  von  Poiüson  benutzten  zu  verdienen  scheint.  Die 
beihe  hat  Aehnlichkeit  mit  gewissen  Reihen,  die  in  der  Theorie 
(er  elliptischen  Punktionen  vorkommen;  icJi  habe  bemerkt, 
1  eiuige  voii/(3'}  abhängige  Grössen  sich  durch'  elliptische 
FonktionCD  in  geschlossenen  Ausdrucken  darstellen  lassen.  Zu 
i  gehört  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  dem  Punkte 
r  Kogcl,  der  auf  der  Centrallinie  zwischen  den  beiden  Mittel- 
liegt, für  den  Fall,  daas  das  Gesammt- Potential  in 
Kngeln  denselben  "Werth  hat.  In  den  Abhandlungen 
fron  Poiason  und  von  Plana  finden  sich  zwei  verschiedene  Aus- 
■  für  den  Werth,  den  diese  Dichtigkeit  anninunt,  wenn 
ner  Abstand  der  beiden  Kugeln  unendlich  klein  ist  und  ihre 
rSaiHen  gleich  sind.  Poiseon  giebt  dieselbe  als  von  der  Ordnung 
,  ä*,  Plana  als  von  der  Ordnung  von  3^  an,  wo  ä  eine  ge- 
I  negative  Grösse  bezeiclmet,  deren  Quadrat  von  der  Ord- 
jj.  des  Abstandes  der  Kugeln  ist.  Der  Ausdruck  durch 
die  Funktionen  zeigt,  dass  die  in  Rede  stehende  Dicbtig- 
]  der  Ordnung  von 


Die  erwähnten  ßesultate  und  andere,  die  sich  auf  den 
■Pall  beziehen,  dass  die  beiden  Kugeln  einander  sehr  nahe 
Ivtchen,  sind  von  Poiason   und  Plana  aus  einer  Reihe  für/(a:) 

■bgeleitet,  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ä  fortschreitet. 

lht»e  R«ihe  ist  aus  der  ursprünglichen,  immer  convergirenden, 
L  B«ihe  für  /[*)  dadurch  gebildet,  dass  die  letztere  in  ein  be- 
I  itimintes  Integral  verwandelt  und  dieses  nach  aufsteigenden 
I  PotoDzen  von  d  entwickelt  ist  Es  sind  indessen  nur  die  ersten 
I  Glieder  der  Reihe  berechnet,  das  allgemeine  Glied  derselben 
[  irt  nicht  aufgestellt,  es  konnte  daher  auch  nicht  untersucht 
I  werd«m,  oli  sie  convergii-t,  und  welche  Bedeutung  sie  hat,  wenn 
I  äe  nicht  convergirt  Bei  ihrer  Ableitung  ist  in  einem  Integral 
I  Too  der  Form 


Ueber  die  Vertheiliug  der  ElektridUlt 


1  +  a  ün'  Sl 
dio  Ent Wickelung  dieses  Äasdrucka  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  (  gesetzt,  eine  Entwickelung,  welche  nicht  für  alle  Werthe 
Ton  t,  über  welche  zu  integriren  ist,  convergirt;  es  hätte  einer 
besonderen  Untersuchung  bedurft,  in  wiefern  diese  Entwickelung 
benutzt  werden  darf;  eine  solche  ist  nicht  geführt.  Ich  habe 
daher  auf  einem  anderen,  als  dem  von  Poisson  eingeschlagenen 
Wege,  eine  Reihe  abzuleiten  gesucht,  die  bei  kleinem  Abstände 
der  Kugeln  den  Werth  von  y(j-)  angiebt.  Ich  bin  so  zu  einer 
Heihe  gelangt,  die  auch  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  3 
foiiachreitet,  bei  der  aber  die  Coefficienten  dieser  Potenzen 
noch  von  d  abhängen;  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  lässt 
sich  mit  Leichtigkeit  aageben;  sie  ist  nui'  eine  senüconvergente, 
doch  erlaubt  sie  /{j^)  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauig- 
keit zu  berechnen,  wenn  man  eine  gewisse  Transfonnationa- 
gleichung  zu  Hülfe  zieht,  die  fiiry(j-)  gilt;  ohne  Zuziehung 
dieser  giebt  sie  in  dem  Falle,  dass  der  Abstand  der  Kugeln 
unendlich  klein  ist,  den  Weiih  Yony(j-)  genau  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Grösse. 


Es  sei  a  der  Radius  der  ersten,  b  der  der  zweiten  Kugel,  c 
die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte,  A  das  Potential  aller  freien 
Elektricität  in  der  ersten,  g  das  aller  freien  Elektricität  in 
der  zweiten  Kugel.  Weiter  sei  /{x)  das  Potential  der  auf  der 
ersten  Eugel  beändlichen  Elektricität  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt,  der  imierhalb  dieser  Kugel,  auf  der  Centrallinie,  zwischen 
den  beiden  Mittelpunkten,  in  dem  Abstände  x  von  dem  Mittel- 
punkte der  ersten  Kugel  liegt.    Dann  ist: 


^">-/?vT5 


wo  e  eine  Funktion  von  i9-  bedeutet.  Das  Potential  derselben 
Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der 
ersten  Kugel,  auf  der  Centrallinie,  in  dem  Abstände  x'  von  dem 
Mittelpunkte  der  ersten,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes  der 
zweiten  Kugel  liegt,  ist  dabei: 


-r 
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ed& 

y ä^~+~x'^^2ax  C06& 


oder 


ed& 


1/«'+(f)-2«?co8* 


oder 


-y/f?)- 


Ist  F(x)  das  Potential  der  auf  der  zweiten  Kugel  befind- 
fiehen  Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  innerhalb 
derselben,  auf  der  Centrallinie,  zwischen  den  beiden  ACttel- 
pnnkten,  in  dem  Abstände  x  von  dem  Mittelpunkte  der  zweiten 
Kugel  liegt,  so  findet  man  ebenso  das  Potential  der  Elek- 
tricität der  zweiten  Kugel  in  Beziehimg  auf  einen  Punkt,  der 
angserhalb  dieser,  auf  der  Centrallinie,  in  dem  Abstände  x'  von 
dem  Mittelpunkte  der  zweiten,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes 
der  ersten  Kugel  liegt, 

Für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  a  imd  +  a  muss  daher 

und  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  b  und  +  b 

sein.    Daraus  folgt,  dass,  wenn  x  zwischen  —  a  und  +  a  liegt, 
f{x)  der  Gleichung  genügt: 

/./  X ab  ^l   a^{c—x)    \  __  j; h 

Macht  man 

<1)  f(p)^hMx)-gf,{x\ 

und  setzt  der  Bequemlichkeit  wegen 

a  ^  \f 
iK)  hat  man  hiemach  zur  Bestimmung  von  f^  {x)  und  f2  (x)  die 
Grleichungen: 

(2)  M')—?z:wii^fx  [-6^1^-^]  =  1 

Kirehkoff,  fltummlU  Abhandlangfn.  6 
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und 

(3)  /a  (^)  —  c«— 6«-.ftp/2  ^c'—J»— carj  ^  c^ 

Die  Gleichung 


C'-X 

=  0? 


c'— 6' — c« 
oder 

(4)  ar*— fc+  ^^]x+l  =  0 

hat  zwei  reelle  positive  Wurzeln,  von  denen  die  eine  zwischen 
0  und  1,  die  andere  zwischen  1  und  c  liegt;  die  kleinere  Wurzel 

sei  I;  die  grössere  also  -j;  dann  gilt  die  Gleichung  (2)  —  um 

von  dieser  zuerst  zu  sprechen  —  auch  für  a:  =|,  und  giebt: 


1 


c»— 6«-c^ 


Setzt  man: 


1  c^^h'^-cx   ' 


c — arn— 1 


c* — Ir — ca*n— 1 

so  kann  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (2) 

f^  [x)  durch  f^  {x^  ausdrücken;  es  wird  sich  zeigen  lassen,  dass, 

wenn  n  grösser  und  grösser  gemacht  wird,  x^  sich  dem  Werthe 

I  und  al8o/i{a?„)  sich  dem  Werthe  /i{|)  nähert;  daraus  wird 

dann  folgen,   dass  f^  {x)  direct  durch  wiederholte  Anwendung 

der  Gleichung  (2)  gefunden  werden  kann. 

XJm  die  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen,  setze  man 

\  •\-  Ax 
^"^  i+Bx' 

^~  -  1  +  Bxn' 

und  verfüge  über  die  Constanten  A  und  B  so,  dass 

Zn  =  y*  ^n-l 

wird,   wo  q  eine  dritte  zu  bestimmende  Constante  bedeutet. 
Schreibt  man  die  Gleichung  zwischen  x^  und  x^^i 
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g  +  ßxn—\ 

so  muss  dann  für  jeden  Werth  von  x„i_i 

y  +  ^arn^l  +  ui  (a  +  fan—l)  _      a  1  +  ^n— 1 
tf  +  ^«n-1  +  JB(ct  +  ßxfir^i)  "■  S'^  1  +  ^a;»-.! 

oder 

y  +  ^g  +  (^  +  ^^  aart—l  _^     a  1  +  ÄXn—\ 
y  +  Bct  +  (^  +  J?/9)xi»-i  ""  ^i  +  Bxf^i 

sein.    Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  A  und  £  gleich  den 
Wurzeln  der  quadratdschen  Gleichung: 

und 

^  Y  +  Ba 

gesetzt  werden.    Die  quadratische  Gleichung  ist: 

A«  +  (c  +  ^-=^*JA  +  l  =  0; 

vergleicht  man  sie  mit  der  Gleichung  (4),   so  sieht  man,  dass 
äire  Wurzeln 

—  I  und  — ^ 


sind.    Man  kann  daher  setzen: 


1-^ 


(5)  /-  T-Ä' 

woraus  sich,  bei  Bücksicht  auf  die  Gleichung  (4)  ergiebt: 

1 


c  — 
4  —  fc3  ^ 


(6)  r  =  i*-^^ 

Erwägt  man,  dass  |  <  1  und  -=-  <  c  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

q*  positiv  und  <  1  ist,  und  dass  daher  z»  bei  wachsendem  n 
sich  der  HuJl  nähert;  weiter  findet  man  aber: 

S  —  ^n  -     i_^s«^„   » 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  x^  bei  wachsenden  n  sich  dem 
Werthe  |  nähert. 

Die  Variable  z,  die  zunächst  eingeführt  wurde,  um  diese 
Behauptung  zu  beweisen,  soll  nun  in  die  Gleichung  (2)  ein- 
gesetzt werden.    Ich  mache 

6* 
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WO  der  Factor  1  — |*z  den  Zweck  hat,  zu  bewirken,  dass  in  der 
zwischen  (p^  {z)  und  (p^  (y*  z)  entstehenden  Gleichung  das  Ver- 
hältniss  der  Coefficienten  dieser  beiden  Grössen  von  z  unab- 
hängig wird.    Berücksichtigt  man,  dass  nach  (6)  und  (4): 

so  findet  man  aus  (2)  diese  Gleichung: 
Setzt  man  entsprechend 

/,w=(i-r^)<p,(4 

so  ergiebt  sich  aus  (3)  auf  ähnliche  Weise: 

(8)  VsW-yV»{?*^)  =  ^'i~i-«- 

.Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  durch  wiederholte  An- 
wendung unmittelbar  flir  (p^  (z)  und  tp^  {z)  die  convergirenden 
Beihen: 

Entwickelt  man  hier  die  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  von 
z,  so  erhält  man  die  Beihen: 

(10)  y,W  =  |(r4  +  rÜ7-  +  ^  +  -> 

welche  indessen  nur  convergiren,  so  lange  z  unterhalb  gewisser 
Grenzen  liegt. 

Diese  Gleichungen  sind  zur  Berechnung  von  f[x)  für  einen 
gegebenen  Werth  von  x  sehr  bequem,  falls  q  nicht  nahe  an  1 
liegt,  d.  h.  falls  der  Abstand  der  Kugeln  nicht  klein  ist.  Man 
reducirt  dabei  tp^  (z)  und  tp^  {z)  mit  Hülfe  der  Gleichimgen  (7) 
und  (8)  auf  <Pi(y**«)  nnd  (p^iif^z),  wo  n  eine  Zahl  bedeutet, 
die  um  so  grösser  gewählt  wird,  je  grösser  die  Genauigkeit  ist, 
die  man  erreichen  will,  und  je  näher  der  Werth  von  q  der 
Einheit  liegt;  man  berechnet  dann  y^  iff^^)  und  tp^  (y**^)  durch 
die  Beihen  (9)  und  (10). 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  von/(0),  da 
dieses  die  Elektricitätsmenge  ausdrückt,  welche  auf  der  Kugel 
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ädb  befindet    Bei  der  Berechnung  dieser  hat  man  zu  benutzen, 
dass  f&r  x  =s  0,  wie  aus  (5)  hervorgeht,  z  ^^  1  ist. 

Eine  Eigenschaft  von  f^  (0)  möge  noch  hervorgehoben 
werden;  f^  (0)  und  f^  (0)  sind  Punktionen  von  zwei  Variabehi, 
von  b  und  c,  oder  von  |  und  q]  in  dem  Ausdrucke  von/3(0) 
kommt  aber  nur  eine  transcendente  Funktion  einer  Variabehi 
vor,  da  1 9)2  (1)  nur  von  q  abhängig  ist.  Dieses  /,  (0)  hat  eine 
einfache  physikalische  Bedeutung;  es  ist  die  Elektricitätsmenge, 
die  auf  der  Kugel  gebimden  ist,  wenn  diese  mit  der  Erde  in 
leitender  Verbindung  steht,  imd  das  Potential  in  der  zweiten 
Kugel  =  —  1  ist,  wie  aus  der  Gleichung  (1)  hervorgeht. 


2. 

Die  gefundenen  Gleichungen  sollen  jetzt  in  eine  andere 
Form  gebracht  werden,  welche  gewisse  Vorzüge  vor  der  an- 
gegebenen besitzt. 

Man  setze 

wo  K  und  K'  die  Bedeutung  haben,  in  der  Jacobi  diese 
Zeichen  in  seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ge- 
braucht, und 

fR  =  X  — 

2  71  "V?      X  ""^ 


Diese  für  jeden  Werth  von  w  convergirende  Reihe  ergiebt: 


(12) 


F{u-K')  =  F{u)+'4^-^l^, 


2ufc 

e 
IC 


F{wiK)^F{u), 

wo  1'=  y  —  1,  und  die  folgende  Reihe,   die   convergirt,  wenn 
der  reelle  Theil  von  u>  —  K  ist: 

m=ao  2  uirm 

(13)  m  =  '-^2  T^ ''""'■ 

in=l 

Die  in  dem  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Funktionen  (pi{z) 
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und  9)3  (r)  drücken  sich  folgendermassen  durch  diese  Funktion 
F{u)  aus: 


WO 


und 


9>A')  =  ^f„(F{-)-F{u  +  ifj) 


WO 


X 


t£==— s-logVz. 


2n 


Die  Ausdrücke,  welche  sich  hiemach  fiir/i(x)  und/a(x)  er- 
geben, lassen  sich  durch  die  eine  Gleichung  aussprechen: 

welche  gilt,  wenn  man  den  Zeichen  /  und  u  den  Index  1  oder 
den  Index  2  giebt,  und 


(15) 
setzt 


u,  =  -glog^,     «2=-^logVz 


271 


271 


Macht  man 


-logt=¥, 


bezeichnet  die  dem  u^  und  u^  entsprechenden  Werthe  von  t 
durch  ti  und  t^j  imd  setzt  in  demselben  Sinne,  in  dem  die 
Gleichung  (14)  gilt: 

so  findet  man  aus  (12),  (13),^(14)  und  (15): 


(16) 


G(t)  =  G(9t)  +  j^, 


z  = 


1— ?«• 
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Diese  Grleichungen  stimmen  mit  den  im  vorigen  Absclinitt 
entwickelten  überein  und  können,  wie  jene,  zur  numerischen 
Berechnaiig  von/i(;r)  und/2(ar)  benutzt  werden. 

Ich  ^will  entsprechende  Formehi  zusammenstellen  zur  Be- 
rechniing  der  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  dem  Punkte  der 
Kugel,  der  in  der  Centrallinie  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten liegt.    Man  setze: 

dann  ist  die  bezeichnete  Dichtigkeit: 


flir  JT  =  1, 


=  4^  (*yi  -  ^^2)- 

Bildet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  die  Ausdrücke  von 
y^  jmdy^,  und  bemerkt,  dass  zufolge  (15)  die  Differenz  «j— «2 
von  z  unabhängig  ist,  so  sieht  man,  dass  auch  diese  zwei 
Ausdrücke  sich  durch  eine  Gleichung  aussprechen  lassen,  näm- 
lich durch  die  Gleichung: 

in  welcher  F'{u)  den  Differentialquotienten  von  F{u)  nach  u 
bezeichnet,  und  welche  gilt,  wenn  man  den  Zeichen  y  und  u 
den  Index  1  oder  den  Index  2  giebt,  und 


(18) 

setzt  1) 

Macht  man 

und 


un    .     .  n 


-logt=^  +  «f 


1)  Eine  ähnliche  Gleichung  läset  sich  aufsteUen  für  die  Dichtigkeit 
der  Elektricität  in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Kugel  zum  zweiten  Male 
von  der  Centrallinie  geschnitten  wird. 
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(1  +  Ö»     „f.. 


SO  folgt: 

^(t)=2(-  l)"-''(2m  -  1)  j-^:^t*-S 


(19) 


WO  in  der  Gleichung  flir  y  wieder  den  Zeichen  y  und  t  der 
Index  1  oder  der  Index  2  zu  geben  ist 

3. 

Die  durch  die  Gleichung  (11)  definirte  Punktion  F  steht 
in  einem  Zusammenhange  mit  der  von  Jacobi  durch  Z  be- 
zeichneten elliptischen  Funktion.  Vergleicht  man  die  Ent- 
Wickelung  dieser  mit  der  in  (11)  angegebenen  Beihe,  so  fin- 
det man: 

(20)  F{u)  -  F(-  u-K')  =  2iZl2iM  +  iIC)\ 

durch  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn  man  durch  E  das 
ganze  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  bezeichnet: 

(21)  F{u)  +  F{-u^IC)^i^-^A^9JXi{2iu  +  iIC). 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  für  /i(l)+/2(l) 
und  y^  —  y,  geschlossene  Ausdrücke  finden.  Für  j:  =  1  ist 
nach  (18): 

und  daher  nach  (14)  und  (17): 

+  i?(- «,  -  ir  -  if )  -  i?(- «3  -  JT)} , 

-F'(- «,  -  JT  -  .-f )  +  i?'(- «,  -  iT) ), 
also  nach  (20)  und  21): 
/i  (1)  +/a  (1)  =  Tf  ^  i^(2 ««3  +  i-JT)  -  Z(2  .•«,  +  f  JT-Jf)} ; 
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J'o^r^^  { J«am(2i«,  +  iK')  -  J«am(2.tt,  +  iK'- K)}; 
dabei  ist 

3£ui  kann  hiemach  für  /j  (1)  +f^  (1)  und  für  yi  —  yg  B^ihen 
luden,  die  um  so  schneller  convergiren,  je  näher  q  der  1 
kommt.  Ich  beschränke  mich  darauf,  die  Reihe  für  y^  —  y, 
hier  anzugeben.    Benutzt  man,  dass 

J«  am  (iu+K,  A)  =  1  -  J«  am  {u+K\  *') 

ist)  und  setzt 

g^^e  d.  L  logy,  =  j^~ 

und 


*     löge 
80  findet  man: 

^!L^  Jl^^{^  S^8in2«+3^>^^?,  8in3«+J. 

Ooge)    (l  —  ö>^5 11  + ei  1+^1  l+?i  ^ 

Sind  die  Radien  der  beiden  Kugeln  gleich,  d.  h.  ist  ^  =  1,  so 
ist  nach  (4) 

'9 

also  nach  (6) 
und  daher 

es  wird  dann  also: 

Wendet  man  auf  diesen  Fall  die  Gleichung   (22)  uimiittelbar 
an  und  bemerkt,  dass  in  ihm 


I£2  = 


wird,  so  ergiebt  sich: 
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Nimmt  man  noch  an,  dass  der  Abstand  der  Kugeln  ein  un- 
endlich kleiner  ist,  d.  L  dass  l—q  unendlich  klein  ist,  so 
giebt  die  Gleichung  (23)  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern 
höherer  Ordnung: 


«• 


oder,  wenn  man,  um  das  von  Poisson  gebrauchte  Zeichen  d 

einzuftLhren, 

2  log  y  =  5 
setzt, 


n* 


yi— y2=— 32;i2-5r  «^  • 

Wie  in  der  Einleitung  bereits  bemerkt  ist,  ist  diese  Grösse  von 
Poisson  als  von  der  Ordnung  von  S*  gefunden  worden,  Plana 
hat  auf  ein  Versehen  aufinerksam  gemacht,  welches  Poisson 
bei  der  Herleitung  dieses  Resultats  begangen  hat,  ist  selbst 
aber  zu  dem  eben  so  wenig  richtigen  Schlüsse  gelangt,  dass 
jene  Grösse  von  der  Ordnung  von  3^  ist 

4. 

Die  in  (16)  und  (19)  fiir  G(t)  und  H{t)  angegebenen 
Reihen  convergiren  sehr  langsam,  wenn  der  Abstand  der  bei- 
den Kugeln  sehr  klein  ist  und  in  Folge  dessen  |  und  q  nahe 
=rl  sind.  Für  diesen  Fall  sollen  für  jene  Funktionen  jetzt 
neue  Reihen  abgeleitet  werden.  Um  eine  Entwickelung  der 
Funktion  F{u\  die  zu  diesen  führen  wird,  zu  finden,  gehe  ich 
von  der  Betrachtung  des  Doppelproduktes 

iin(i+ivTnv) 

aus,  in  dem  fi  und  v  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  alle  Werthe 
von  1  bis  m  und  von  1  bis  iV  erhalten;  dabei  sollen  m  und  N 
imendlich  gross,  doch  N  von  einer  unendlich  höheren  Ord- 
nung als  m  sein.  Ich  suche  das  Verhältniss  dieses  Doppel- 
produktes zu  demjenigen  auf,  das  man  aus  ihm  erhält,  wenn 
man  die  oberen  Grenzen  m  und  N  vertauscht  gegen  M  und 


:i  leitenden  Kugeln. 


M  von     dei-selben  Ordnung  wie  iV  and  » 
■wie    m    ist. 
l>er  Xjogarittinns  dieses  Verhältnisses  i-st: 


+  T 


die    vuiter    dem    Zeichen   log   stehende   Grösse   nnendlich 
von  1  verscliieden  iat,  so  hat  man  für  log    1  +  -^-. — ^^^- 1 
convergürende  Reihe: 


-{^ 


r„ii  +  s"  (j 


Diese  bleibe  denke  ich  mir  nnter  die  Sommenzeicben  gesetzt 
Bnd  untersuche  einzeln  die  Glieder,  die  die  verschiedeiien  Po- 
tenzen von  w  enthalten.  Ich  gebrauche  dabei  einige  Formeln 
1  der  Theorie  der  r-Funktionen,  die  ich  der  UebersichÜicb- 
Iteit  wegen  vorausschicken  will. 

Ist  a  eine  endliche  Grösse,  A  eine  unendlich  grosse  Zahl, 
BO  ist:') 

n+l.o+2...a-t-A^       *- 
""l    ."    2  ",,.     h  -ai+a)' 

und  dieselbe  Gleichung  gilt,  wenn  a  unendhch  gross,  aber  A 
TOD  nncndhch  höherer  Ordnung  als  a  ist.     Es  folgt  hieraus: 

{24}      ^Iog(a  +  A)-ilogA-nlogA^-logr(l+«). 

Wendet  man  diese  Gleichung  nur  auf  Fälle  an,  in  denen  der 
reeDc  Tlieil  von  a  nicht  negativ  ist,  und  wählt  die  Logarith- 
men auf  der  linken  Seite  so,  dass  ihre  imaginären  Theiie 
zwischen  — »-^  und  +i^liegen,soi8tnachLipschitz*)dabei: 


{25) 


logr(l+a}  =  jlog2jt+«lüga-a+Jloga  +  ^ 


Hier  sind   die  Logarithmen   auf  der   rechten  Seite  wieder  so 
XD  wfiUei),   dass  ihre   imaginären  Tlieüe   zwischen  — i^  und 


'}  Gan*i:  Ctrca  seriem  inlliiitain  a 
aiagaiä»  tue.  vol.  II.  ISU— 13. 
*)  Cr«n«'>  Jotunal,  Bd.  1^6. 


,  Commentationt's 
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.  TT 


+  i-ö  liegen,  X  bedeutet  eine  beliebige  Zahl,  5^,  B^  •••  sind 
die  BernouUi'schen  Zahlen,  d.  L  es  ist: 

oder 

^l=fe        ^2=Aj       ^S=A> 


••) 


weiter  ist: 


(26)  Fi  =       '^       ^  .     -  ^ 


(27l)2i+2 


#=1  J  47l" 


oder 

(27)  ^^-2ITtJiT2^  (*+«')' 

WO  a  den  reellen  Theil  von  a  bedeutet  und  «  und  i  zwischen 
—  1  und  +1  liegen. 

Die  Gleichung  (25)  wird  zunächst  auf  Fälle  angewendet 
werden,  in  denen  der  reelle  oder  der  imaginäre  Theil  von  a 
unendlich  gross  ist.  Ist  der  reelle  Theil  von  a  unendlich 
gross,  so  zeigt  der  in  (27)  angegebene  Werth  von  Vi,  dass 
die  Gleichung  (25),  wenn  man  in  ihr  Fi  vernachlässigt,  den 
Werth  von  logr(l+flr)  genau  darstellt  bis  auf  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  von  0"^*^+^^;  ist  der  imaginäre  Theil  von  a 
unendlich  gross,  so  geben  die  nicht  verschwindenden  Glieder 
der  in  (25)  aufgestellten  Beihe  bei  Vernachlässigung  von  Vi 
den  Werth  von  logr(l+a)  bis  auf  eine  unendlich  kleine 
Grösse  genau  an.  Von  der  Bichtigkeit  dieser  Behauptung 
überzeugt  man  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26),  indem  man 
erwägt,  dass  die  Integrale 

JV  (y)  sin  {ßy)  dy       und     JV  (y)  ^^s  [ßy)  dy , 

genommen  zwischen  irgend  zwei  von  ß  unabhängigen  Grenzen, 
zwischen  denen  t^(y)  nicht  unendlich  wird,  sich  der  Null 
nähern,  wenn  ß  mehr  und  mehr  wächst  Um  den  Beweis 
auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  dass  der  reelle  Theil  von  a 
verschwindet,  hat  man  dabei  noch  von  der  Gleichung: 

log  r(l+  a)  =  log  r(2  +  a)  —  log  (1  +  a) 

Gebrauch  zu  machen. 
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Für  die  Differentialquotienten  von  Vi  nach  a  gelten  ähn- 
liche Ausdrücke,  wie  sie  für  Vi  in  (26)  und  (27)  angegeben 
sind;  daraus  folgt,  dass  die  Beihen,  die  durch  Differentiation 
ans  der  in  (25)  vorkommenden  Beihe  entstehen,  die  Eigen- 
schaften haben,  die  analog  der  für  diese  ausgesprochenen  sind« 

Sind  a  und  h  endUch  oder  unendlich  gross  von  beliebigen 
Ordnungen,  so  hat  man: 

a  +  1  .ai-  2,,.a  +  h_       Tj!  +  A  +  g) 

1     .     2     ...      Ä     "'J'(l  +  Ä)jr(l +  a) 

und 

h  h 

(28)         -2'  log(a  +  A)  —  2\og h  =  log  r{l+h  +  a) 
1  1 

-logr(l  +  A)-logr(l+a), 
bei   welcher  Gleichung  die  Gleichung  (25)    unter  denselben 
Bedingungen  gilt,  wie  bei  der  Gleichung  (24). 
Dieses  vorausgeschickt,  hat  man: 

oder  nach  (24),  wenn  man  mit  Gauss 

da  =y(^) 

setzt: 

2  JSr>  l  iKy  =  -glog(iV^-n)+^i^(«-«f  /i  ). 
Benutzt  man   (25)   und   vernachlässigt  Glieder,  die  unendUch 
klein  gegen  —  sind,  was  erlaubt  ist,  da  diese  zu  der  zu  bildenden 

Doppelsumme  nur  unendlich  wenig  beitragen  können,  so  findet 
man  dieselbe  Grösse 

»  — »-^-/* 
Erwägt  man,  dass 

log  {ri~i^ii)  =  log  (  -  ej  )  +  log  [fi+i^.n  ) 


und 


=  •  ^ 


.K'  K'        .K 


ist,  SO  findet  aan  hieraus  mit  Hülfe  von  (28)  und  (25): 
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22 


1      n+l 

=2^{-mlog2»r-(fn+J)logm+mlog(-i^j+2^<>8^~J^082/'T} 
+  2j~{((2m  +  l)Ji:'  +  (2n  +  1)  »jr)log'»^+'^^ 

WO  alle  vorkommenden  Logarithmen  so  zu  wählen  sind,  dass 
ihre  imaginären  Theile  zwischen  — i  ^-und  +i%  liegen.  Ver- 
tauscht man  in  dieser  Gleichung  K  mit  ICj  fi  mit  v,  m  mit  n, 
N  gegen  M^  t  gegen  —  i  und  dividirt  sie  durch  i,  so  erhält  man: 

•   ^         1 

1   m+l 

=  ^,[nlogM+  (n+J)logn— nlog[ i  -^j  — 2logv+  Jlog 2;r | 

1 

-((2»i  +  i)ir  +  .ür)iog(-  =^') }. 

Es  ergiebt  sich  hieraus: 

n       N  n      M 

1     n+1  1    l-H« 

•  •    **  •  ^^  ^ 

1 

—  ;^wlogitf+-^2^^g^  +  jr(^  +  «)^^8«y— 2^1ogw2;i. 

1 

Auf  ähnlichem  Wege  findet  man,  dass  am. 

2^  1 '^  >^  1 %_  niEr 

2i  {K'n  +  %Kv)^  "  2^  2^  (Ka  +  iKvY  =  EK  log  "^^ 

1     n+l  1    jm+1 

ist,  und  dass  die  Ausdrücke: 

m      N  n      M 

l     n+l  1     m+l 
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SO  wie  diejenigen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  man  f)ir  den 
Exponenten  3  einen  höheren  setset,  verschwinden. 
EUeraus  folgt: 

•J  [m  logiV-2  log.a  +  (m+i)  log  ^-^f  log  m  2  «  } 

1 

__^^iog„,ü:'+iognri(i +  ir7T7T7) 

— nlogilf +2  logf  +  (n  +  J)  log^— ^log n  2 ;r  I 


n     U 


-  äÄ  1«^« " '^ + 1««  n  n  (i  +  jr;7T?r;)  • 

Addirt  man  zu  dieser  Gleichung  diejenige,  die  aus  ihr  entsteht, 
wenn  man  — z  für  i  setzt,  dabei  aber  u  ungeändert  lässt,  so 
erhält  man: 

«  ^;g;  log  »w  2  « — -g.  (m  +  J)  j  — 22r 


(29) 


, 


+ log  n  n  ( ' + s>?7jb)  ( ' + i>^) 

=  ^f-nlogiJf  +  2log  V  +  {«  +  i)  log  f ) 


n      M 
+  ' 


Nun  ist  aber 

fr  \  ^ 5""^* 

11 J  +Vir7+7iJ  "^  11        Z>; 

1     ^  Nr-  1         y -^  l 

oder  nach  (24) 


tu 

=  Ne-'K 


Da  weiter 

(30)  r{l-a)r(l+a)^£^, 

8ini.r  =  v^*(l — tf""^) 
und  ^ 
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60  folgt  hieraus  bei  abermaliger  Rücksicht  auf  (24): 
]in('+T?f7I7)('+Tf>^7I7) 

=«-*"""**■■ /■(i+i,)ni=^?- 

Femer  erhält  man  aus  (24) 

Setzt  man  diese  Werthe  der  beiden  Doppelprodukte  in  die 
Gleichung  (29),  differenzirt  dieselbe  nach  u  und  berücksichtigt 
die  Gleichung  (11),  so  findet  man: 


n 

KK 


(31)  F{u)^^\^\^iv^n\og^^^M^  +  ^+^^^ 

1 

Diese  Gleichung  kann  benutzt  werden,  um  mit  Hülfe  von  (25) 
F  (m)  auf  eine  neue  Weise  zu  entwickeln;  und  zwar  kann  man 
so  zwei  Entwickelungen  für  F  (u)  finden,  eine,  indem  man  log 

r  (  1  +-^}  in  der  Rechnung  beibehält,  und  eine  zweite,  indem 

man  auch  diese  Grösse  entwickelt. 

Die  Gleichung  (25)  setzt  voraus,  dass  der  reelle  Theil 
von  a  nicht  negativ  ist;  demgemäss  soll  jetzt  angenommen 
werden,  dass  der  reelle  Theil  von  u  nicht  negativ  ist. 

Vernachlässigt  man  vorerst  in  (25.)  den  Rest  Fi,  be- 
zeichnet mit  U  eine  Funktion  der  Veränderlichen  ^  und  mit 
Sl  die  Reihe: 

(32)  U-  Jlog,^+^(log,)«^-j-^Vr4aog?)*4^ 

+  1.2.f;4.5.6(^°gg)'Ti^--" 


auf  zwei  leitenden  Kugeln.  97 

SO  findet  man  bei  Kücksicht  auf  die  Gleichung  (24)  und  die 
Gleichungen,  die  durch  wiederholte  Differentiation  aus  dieser 
entstehen: 

K'F(u)^-log{-21ogq)-i\ogg+^-rf,^^\+Ü, 


(33) 


WO 


p=iogr(i  +  ii)r(i-^), 


Hierbei  ist  noch  zu  bestimmen,  welcher  Werth  des  ftr  27  an- 
g^ebenen  Logarithmus  zu  nehmen  ist.  Es  soll  angenommen 
werden,  dass  der  imaginäre  Theil  von  u  zwischen  —  iK  und 
+  iK  liegt  Unter  dieser  Bedingung  wird  bei  der  Herleitung 
der  Gleichungen  (33)  die  Gleichung  (24)  nur  auf  Fälle  ange- 
wendet, in  welchen  der  reelle  Theil  von  a  >  —  1  ist;  in  solchen 
Fällen  gilt  f&r  das  dort  vorkommende  log  r{l+a)  die  Gleichung, 
welche  entsteht,  wenn  man  durch  die  Gleichung  (25)  und  die 
Gleichung 

log  r{a)  =  log  r(l  +  a)  -  log  a 

log  r(a)  ausdrückt  und  dann  1+a  für  a  setzt  Daraus  folgt, 
dass  jenes  log  jr(l+a)  sich  stetig  mit  a  ändert  und  reell  ist, 
wenn  a  reell  ist,  und  weiter,  dass  in'  (33)  derjenige  Werth  des 
für  U  angegebenen  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  der  sich  mit 
g  stetig  ändert  und  reell  ist,  wenn  der  reelle  Theil  von  f  ver- 
schwindet. Es  lässt  sich  hiemach  und  zufolge  der  Gleichung 
(30)  der  Werth  von  U  auch  schreiben: 


oder 


^  sintj 
2  ^ 

=  log  -y--^  > 


WO   derjenige  Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  dessen 
imaginärer  Theil  zwischen  —  in  und  +  in  liegt. 

Entwickelt  man  in  (31)  auch  ril+Y'j  ^^^   (25),   so 
findet  man: 

Kirchhoff,  Gwnmmelte  Abhandlangen.  7 
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f  Ä-i.»_ß, 

wo  li  wieder  die  Reihe  (32.)  bedeutet  und 

f;=-iog(i-e-H 


ist:  auch  hier  hat  man  bei  der  Bildung  von  U  denjenigen 
Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen,  dessen  imaginärer  Theil 
zwischen  — in  und  +(;t  liegt. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Bildung  der  in  [33}  und  (34) 
für  F[ii)  angegebenen  Reihen  den  Rost  Vi  der  Reihe  (25),  so 
erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26)  Ausdinlcke  für  die 
Beste  jener.    Benutzt  man  die  Gleichung:  ^^m 

J  fiy)  { cos  2y  +  cos  4y  + . . .  +  cos  2w//  ]dy  ^H 

=^-\ff^)dy  +  i''{i/[0)  +/W  +/(2;.)  +/{3;t)  +  --.}, 

in  welcher  n  eine  unendlich  grosse  Zahl  bedeutet,  so  stellen 
sich  diese  Äundriicke  in  einer  Form  dar,  die  ähnlich  derjenigen 
ist,  in  welcher  \\  in  (27)  angegeben  ist,  io  einer  Form,  welche 
zeigt,  dass  ilire  Werthe  beliebig  klein  gemacht  werden  können 
dadui-ch,  dass  man  den  reellen  Theil  von  u  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (12)  mehr  und  mehr  vergrössert.  Nimmt  man  mit 
jenen  Eestausdrücken  nicht  die  angedeutete  Transformation 
vor  und  stellt  in  Beziehung  auf  sie  eine  Betrachtung  an,  wie 
sie  in  Beziehung  auf  den  Ausdruck  von  I''.  in  (26)  oben  an- 
gegeben ist,  so  sieht  man,  dass  die  Reihen  für  F{^)  in  (33) 
und  (34)  noch  eine  andere  Bedeutung  haben.  Ist  nämhch  K 
unendlich  gross,  so  geben  diejenigen  Gheder  der  Reihe  (83), 
welche  nicht  verschwinden,  den  Werth  von  F{u)  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Grösse  genau  an;  ist  überdies  der  imaginBje 
Theil  von  u  von  der  Ordnung  von  iK,  so  gilt  dasselbe  von 
der  Reihe  (34).    Es  ist  hiemach,  wenn  K  unendlich  gross  ist: 

(35)       Ä-F(«)  =  -log(-21og?)  — •v(:f)  +1061=^ 

nnd,  wenn  überdies  der  imaginäre  Theil  von  ii  von  der  Ord- 
nung von  iK  ist : 
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(86)  IC  F{u)  =  —  log  (1  -  e-^^ , 

wo 

Mit  Hülfe  von  (83)  und  (84)  ist  es  leicht  Gleichungen  zu 
bilden,  welche  statt  der  Gleichungen  (16)  und  (19)  zur  Be- 
rechnung Yon/(^)  und  y  dienen  können. 

Setzt  man 

/w=(^f,-sv-),-4{iog(-iog?)+v(g-;)-^(t)}, 

80  findet  man 

j(t)  =  y(yt)-iog,(j^+,^) 

nndJ(t)  =  ß,wo  Z7=log-^i^^^.  Für  Jie  in  (19)  vor- 
kommende  Grösse  H{t)  erhält  man: 


2log5^   ^  1+tf— *C' 

Hier,  wie  dort,  bedeutet  ii  die  Beihe  (82)  und  ist 

f  =  -logt; 

die  Werthe  von  t  sind  die  in  (16)  und  (19)  angegebenen. 

Für  das  in  der  Eeihe  für  -flr(t)  vorkommende  U  hat  man: 

1 


U=-t^ 


i+t 


4    9 


<*? 2t«   ^-** 


und  allgemein: 


dC  "^      *-*  (i+t*)»' 


wo 


A  =  (n+1)— 3-, 

5.  =  (!L+^_(n  +  l)3n  +  5«, 
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Es  soll  schliesslich  noch  der  Fall  betrax^htet  werden,  dass 
die  beiden  Kugeln  einander  berühren  und  das  Gesammtpotential 
in  ihnen  einen  gleichen  Werth  hat. 

Setzt  man  den  Abstand  der  beiden  Kugeln  als  unendlich 
klein  voraus  und  bezeichnet  ihn  durch  e,  d.  h.  macht  man 

c  =»  1  +  A  +  6, 

so  findet  man  aus  (4)  und  (6) 


b 

26-* 


und  aus  (5)  und  (15)  unter  der  Annahme,  dass  1 — x  unendlich 
gross  gegen  V«  ist: 


—  1  _  _?£-.  1  /_?^ 


Ui    ^  _6 1_ 

JT'         1  +  61— X 


-1, 


w,    __ 


Nach  (1)  hat  man: 

und  daher  nach  (14),  (36)  und  (36): 

Diese  Gleichung  gilt  auch  für  diejenigen  Werthe  von  x,  für 
welche  u^  negativ  ist,  obwohl  bei  der  Ableitung  von  (35)  und 
(36)  vorausgesetzt  wurde,  dass  der  reelle  Theü  von  u  positiv 
sei.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugt  man 
sich  leicht  mit  Hülfe  der  Gleichung  (12)  und  der  Gleichung 

yj{a—l)^yj{a)  —  K 

Die  Gleichung  (37)  stimmt  mit  der  Gleichung  (115)  inPlanas 
Abhandlung  überein. 


Zur  lliearie  des  Condeosaton. 


Znr  Theorie  des  Condensators.') 

Ein  Condensator,  der  zu  Messungen  dienen  soll,  besteht 
in  s«ner  gewöhnlichsten  und  einfacJiaten  Grestalt  aua  zwei 
gleichen,  kreisförmigen  Metallplatten ,  die  nahe  bei  einander 
and  80  auigestellt  sind,  dass  sie  eine  gemeinschaftliche  Ase 
haben.  Die  Aufgabe  der  Theorie  des  Condenaators  ist  es, 
die  Elektricitätsmengen  anzugeben ,  die  die  beiden  Platten 
enthiUten,  wenn  das  Potential  in  ihnen  zwei  gegebene,  rer- 
Bcbiedene  Werthe  besitzt.  Näherungsweise  lassen  diese  Elek- 
tiidtätsraengen  sich  sehr  leicht  finden;  näherungsweise  ist 
nämlich  nur  auf  den  einander  zugekehrten  Flächen  der  Con- 
densatorplatten  Elektricität  vorhanden  und  diese  ist  gleich- 
massig  auf  jeder  von  diesen  Flächen  verbreitet  mit  einer 
Dichtigkeit,  die  auf  der  einen  positiv,  auf  der  andern  negativ 
ist,  und  deren  absoluter  Werth  gleich  ist  dem  Unterschiede 
der  beiden  Potentialwerthe ,  dividirt  durch  den  Abstand  der 
beiden  Flächen  und  durch  4n.  Nur  ganz  nahe  an  den  Rän- 
dern hat  die  Dichtigkeit  Weithe,  die  von  dem  angegebenen 
erheblich  abweichen.  Eine  genauere  Lösung  des  genannten 
Problems  hat  zuerst  Hr.  Clausius')  gegeben;  jedoch  nur  unter 
der  Voraussetzung,  daas  die  Dicke  der  Platten  verschwindend 
klein  auch  gegen  ihren  Abstand  ist,  einer  Voraussetzung,  die 
bei  den  meisten  Versuchen  nicht  zutrifft.  Die  Bechnungen, 
durch  welche  Hr.  Clausius  zu  seinem  Resultate  gelangt,  sind 
sehr  beschwerlich;  Hr.  Heimholtz  hat  bei  einer  Mittheilung, 
die  er  der  Akademie  am  23.  April  1868  über  discontinuirliche 
Fllissigkeitsbewegungen  gemacht  hat,  eine  Methode  kennen 
gdebrt,  die  sehr  viel  leichter  zu  demselben  Resultate  führt, 
und  die  aul'  der  Theorie  der  Punktionen  eines  complexen 
Äi^uments  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  der  Theorie  der 
confonneu  Abbildung  eines  ebenen  PlächenstUcka  auf  eüiem 
andern  beruht.  Diese  Methode  des  Hm.  Helmholtz  erlaubt 
auch  die  Dicke  der  Condeosatorplatten    zu    berücksichtigen, 


^)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wia 
•)  Pogg.  Aiin.  Bd.  86. 


1  Berlin  v.  15.  Mäw  1877. 
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wenn  man  die  Methode  zu  Hülft»  zieht,  die  Hr.  Schwartz') 
angegeben  hat,  um  irgend  ein  durch  gerade  Linien  begrenztes, 
ebenes  Flächenstück  auf  einem  andern,  durch  gerade  Linien 
begrenzten,  ebenen  Fläfhenstücke  conform  abzubilden.  Die- 
Belben  Mittel  reichen  auch  aus,  um  die  Theorie  des  von  Sir 
William  Thomson  constmirten  Condensators  zu  entwickeln, 
bei  dem  ein  sogenannter  Scbutzring  benutzt  ist,  und  der  vor 
dem  einfacheren  dadurch  namentUch  sich  auszeichnet,  dass 
bei  ihm  der  Einfluss  nicht  zu  fürchten  ist,  den  äussere  elek- 
trische Kräfte  auf  die  Theile  des  Condensators  etwa  ausüben. 
Ea  sei  (p  das  Potential  von  elektrischen  Massen,  die 
aymmetriach  in  Bezug  auf  eine  Axe  vertheilt  sind,  in  Bezug 
auf  einen  Punkt,  der  um  p  von  dieser  Axe  absteht,  und 
dessen  Ordinate  parallel  derselben  y  ist;  dann  ist  <p  eine 
Funktion  von  1/  und  g,  die  der  Gleichung 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

genügt.     Hiernach   giebt   es    eine  Punktion 
1^1  genannt  werden  möge,  für  welche 


ist,  woraus  folgt 

Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt  auch 

5?.  Svi       d<f-  dtp  _ 

und  hierdurch  ist  ausgedrückt,  dass  1^  =  const.  die  Gleichung 
der  Kraftlinien  ist,  der  Linien,  die  die  Flächen  gleichen  Po- 
tentials senkrecht  schneiden. 

Nun  sei  die  Elektricitat,  deren  Potential  rp  bezeichnet, 
auf  leitenden  Rotationskörpern,  deren  Rotationsaxe  die  i/-Ase 
ist,  verbreitet.     Es  sei  femer  dl  ein  Element  einer  Meridian- 


1  ^  und  p,  di^ 


')  BorchardtB  Journal.  '. 
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curve  einer  der  Leiteroberflächen,  n  die  entsprechende,   nach 
Aussen  gerichtete  Normale  derselben;  dann  ist 


mithin 


^  =  0,  also  |2:  =  0, 

dl  ^  on  ^ 


||.=  ||  cos  («,,),    |f  =  |fcos(/,), 


wo  /  eine  beUebige  von  den  beiden  Richtungen  des  Elementes 
dl  bedeutet.    Die  erste  der  Gleichungen  (1)  ergiebt  daher 

g  ll  cos  (ny)  =  |J  cos  {lg). 

Nun  ist  cos(ny)  =  ±  cos  (/(>);  man  wähle  die  Richtung  / 
so,  dass  {lg)  spitz  oder  stumpf  ist,  je  nachdem  (ny)  spitz  oder 
stumpf  ist;  dann  gilt  das  obere  Vorzeichen  und  man  hat 

P  a»  ""  er 

Bezeichnet  h  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  einem  Punkte 
der  Leiteroberfläche,  so  ist  aber 

an  '  / 

es  ist  also  auch 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  dl  und  integrire  nach 
/  von  dem  kleineren  Werthe  l  bis  zu  dem  grösseren  T;  dann 
erhält  man 

(2)  2  .  =  t^'  - 1^", 

wo  e  die  Elektricitätsmenge  bedeutet,  welche  auf  der  Ring- 
flache  sich  befindet,  die  durch  die  Kreise  1=1  und  /  =  r  be- 
grenzt ist,  und  yj'  und  xfj"  die  Werthe  von  yj  sind,  die  diesen 
Werthen  von  /  entsprechen.  Hiemach  reicht  es  zur  Bestim- 
mung der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den  Leiterober- 
flächen aus,  die  Punktion  yj  für  alle  Punkte  dieser  zu  er- 
mitteln. 

Jetzt  werde  angenommen,  dass  die  Leiter  die  beiden 
Platten  eines  Condensators  sind;  fiir  die  Grundflächen  der 
einen  sei  y  =  a  und  y  =  a  +  ^,  für  die  der  andern  y  =  —  a 
und  y  =  —  (a  +  b),  so  dass  b  ihre  Dicke,  2  a  ihr  Abstand  ist; 
für  ihre  Randflächen  sei  g  =  R.    R  soll  als  endlich,  a  und  b 
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sollen  als  unendlich  kleüi  angenommen  und  die  Werthe  von 
ip  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  bestimmt  werden.  Es  ist 
ausreichend  den  Fall  zu  betrachten,  dass  die  Potentialwertbe 
in  den  beiden  Platten  +1  und  —1  sind,  und  den  Fall,  dass 
beide  +  1  sind;  ist  für  diese  beiden  Fälle  y  bestimmt,  so 
findet  man  dasselbe  auf  bekannte  Weise  filr  den  Fall,  dass 
die  beiden  Potentialwerthe  irgend  welche  sind. 

Es  sei  also  zunächst  9)  =  1  in  der  Platte,  in  der  v  posi- 
tive Werthe  liat,  ^  =  —  1  in  der  anderen.  Für  alle  Punkte 
des  Raumes,  die  in  Entfernungen  von  den  Rändern  der  Platte 
■liegen,  die  gegen  a  unendlich  gross  sind,  lassen  sich  dann  die 
Wertlie  von  y  und  v'  i"  der  folgenden  Weise  angeben.  Mau 
bezeichne  durch  ds  ein  Element  der  Kreisfläche,  fUr  deren 
Grenze  y  =  0,  p  =  Ä  ist,  durch  r  den  Abstand  dieses  Ele- 
mentes von  dem  Punkte,  auf  den  man  if  und  xp  bezieht,  und 
setze 


v.f^. 


Für  diejenigen  Punkte  der  bezeichneten  Art,   die   nicht 
zwischen  den  Platten  hegen,  ist  dann 


Dieses  <p  hat  eine  einfache  geometiische  Bedeutung:  es  ist 
gleich  der  scheinbaren  Grösse  der  Fläche,  deren  Element  ds 
genannt  worden  ist,  von  dem  Punkte  aus  gesehn,  auf  den  sich 
ff  bezieht,  dividirt  durch  2a,  mit  dem  positiven  oder  negati- 
ven Zeichen,  je  nachdem  dieser  Punkt  ein  positives  oder 
negatives  1/  hat.  Ist  die  kürzeste  Entfernung  dieses  Punktes 
von  den  Rändern  der  Platten  unendlich  klein  gegen  B,  so 
hiemach,  wenn  man 

(3)  R  —  o=j- 
setzt, 

(4)  y^=— ^arctg-^, 

wobei  die  Vieldeutigkeit   des  arctg   durch   die  Bedingmig 
hoben   wird,   das  <f  verschwindet,   wenn  ^  =  0  und  j-  negativ 
Dm  1^  für  die  Punkte  der  Oberflächen  der  Platten  be- 


irtcs 

I 
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rechnen  zu  können,  braucht  man  nur  den  Werth  von  U  ftir 
jrssO  zu  kennen.    Dieser  Werth  ist 

£/  =  — 4Ä£', 
wo 


B 
Setzt  man  noch 

du 


^=/fe 


it'sin'tf 


SO  ist 


dE  ___  JE —  K 


und  daher 

(5)  xp^~^R[E—K)  +  const 

Ist  das  durch  (3)  bestimmte  x  unendlich  klein  gegen  Rj  so 
folgt  hieraus 

(6)  V'=j(2-lg?^)  + const. 

Für  Punkte,  deren  Abstände  von  den  Bändern  der  Platten 
unendlich  gross  gegen  a  sind,  und  die  zwischen  den  Platten 
liegen,  ist 


^  y 
y. 

nnd 

2a 


(7)  <P^  « 


(8)  1/,  =  |-  —  const. 


Ist  ^  80  klein,  dass  —  verschwindet,  so  ist  hiemach 

(9)  'W  =^7i —  const. 

Nun  handelt  es  sich  darum  (p  und  i//  für  den  Baum  zu 
finden,  für  den  x  und  y  von  der  Ordnung  von  a  sind.  Die 
Gleichungen  (1)  werden  für  diesen 

dtp  R^.        ^V^ 7?  ^JP. 

dx  Q  y   ^   ^  y  Q  X 

imd  zeigen  also,  dass,  wenn  man  ' 

(10)  M7  =  y  +  «^    ,    z^x  +  iy 
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setzt,  10  eine  Fimktion  von  ;  ist.  Durch  diese  Bedingung  ist 
(p  vollständig,  -vj  bis  auf  eine  tuiditive  Constante  bestimmt, 
wenn  man  binzunimmt,  dass  an  der  Oberfläche  der  einen 
Platte  qs  =  1,  an  der  der  andern  tp  =  —  1  wird,  dass  ausser- 
halb der  Platten,  da  wo  j-  und  y  unendlich  gross  gegen  a  sind, 
die  Gleichung  (4),  und  zwischen  den  Platten  da,  wo  .r  unendlich 
gross  gegen  a  ist,  die  Gleichung  (7)  erfüllt  werden  muss.  Ist 
w  als  Funktion  von  z  bestimmt,  so  wird  durch  die  Beziehung 
zwischen  z  und  ir,  wenn  man  tp  und  ^  als  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  ansieht,  das  zu  betrachtende  Gebiet  von 
r  auf  einem  unendlichen  Streifen  in  der  w-Ebene  conforra  ab- 
gebildet; es  muss  die  Beziehung  zwischen  w  and  z,  die  diese 
Abbildung  vermittelt,  aufgesucht  werden,  und  das  ist  möglich 
vermöge  der  Eingangs  erwähnten  Methode  des  Hm.  Scbwartz. 
Es  werde  eine  dritte  complexe  Variable,  die  (  genannt 
werden  möge,  eingeführt,  und  man  setze 


(11) 

wo  C( 


j;=C(a,-l)      ■.(»,. 


ä  im  Allgemeinen  complexe  Constante,  a, ,«,,..., «j , 
«,,...  reelle  Constanten  und  c^j,«,,...  rational  sein  sollen. 
Durch  diese  Beziehung  zwischen  z  und  t  wird  ein  Gebiet  der 
(-Ebene,  das  hinreichend  beschränkt  ist,  auf  einem  gewissen 
Gebiet  der  i-Ebene  conforra  abgebildet,  wenn  die  nöthigen 
Bestimmungen  getroffen  sind,  um  die  Vieldeutigkeit  von  -^ 
zu  heben.  Das  Gebiet  von  t  sei  begrenzt  durch  die  Axe, 
auf  der  /  reell  ist,  und  einen  um  den  Punkt  1  =  0  mit  einem 
unendlich  grossen  Radius  beschriebenen  Halbki'eia  auf  der 
Seite,  auf  der  der  imaginäre  Theil  von  (  gleich  i  mal  einer 
positiven  Grösse  ist;  ausgeschlossen  seien  aber  noch  unendlich 
kleine  Flächen,  die  durch  Halbkreise  begrenzt  sind,  die  den 
Badius  t  und  zu  Mittelpunkten  die  Punkte  t  =  a^  ,  =a^,... 
haben.  Dieses  Gebiet  von  ( ist  ein  einfach  zusammenhängendes, 
in  dem  t-  nicht  unstetig  wiid,  und  in  dem  kern  Punkt  liegt, 
ftlr  welchen  zwei,  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthö  von 
j-  einander   gleich   sind.     Daraus   folgt,   dass,   wenn   man  für 
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Punkt  des  (-Gebietes  einen  von  den  Wei-then,  die  j- 
Üer  haben  kann,  nach  Wülkiii-  festaetzt,  -j^  in  dem  ganzen 
Gebiete  eindeutig  bestimmt  ist.  Da  in  diesem  (Jebiete  -j- 
aucb  nicht  verschwindet,  so  ist  z  eine  Funktion  von  t,  dwch 
welche  das  Gebiet  von  t  auf  dem  entsprechenden  Gebiet  von  z 
conform  abgebildet  wird-  Es  ist  leicht  zn  zeigen,  dass  die 
Grenzen  des  letzteren,  soweit  sie  endlich  sind,  aus  geraden 
liinien  bestehn,  und  die  Winkel  zu  finden,  die  je  zwei  auf- 
einanderfolgende von  diesen  Linien  mit  einander  bilden.  Man 
setze 

p^  =  M{cos&  +  isin»); 


(12) 

M,  der  Modul  von  ^ ,  ist  dann  das  Verbältniss  der  lineai-en 
Dimensionen  entsprechender,  nnendlich  kleiner  Gebiet«  von  r 
und  t,  und  iV-  ist,  wenn  die  Äxen  des  Reellen  und  die  des 
Imaginären  in  der  z-Ebene  und  der  (-Ebene  parallel  sind,  der 
Winkel,  um  den  das  z-Gebiet  gegen  das  ^Gebiet  in  positivem 
Sinne  gedreht  ist,  d.  b.  in  dem  Sinne,  in  dem  die  x-Axe  um 
~  gedreht  werden  muss,  um  der  i/-Axe  parallel  zu  werden. 
Es  möge  festgesetzt  sein,  dass  für  einen  reellen,  negativen, 
tmendltch  grossen  Werth  von  t  alle  Faktoren  von  C  in  der 
Gleichung  (11)  reell  und  positiv  sind.  Lässt  man  t  auf  der 
Grenze  seines  Gebietes  von  —  oo  bis  n  —  e  wachsen,  wo  a 
irgend  eine  der  Grössen  a^,a^.,  bedeutet,  so  bleibt  (u — /)  , 
wo  «  diejenige  der  Gröeaen  a^  ,  a, .  •  bezeichnet,  die  dem  a 
entspricht,  reell  und  positiv.  Für  den  Halbkreis,  den  der 
Punkt  t  bei  seinem  weiteren  Fortschreiten  auf  der  Grenze  zu 
durchlaufen  bat,  setze  man 
(13)  a  —  (=  s(c08w  —  isinto), 

(0  dass  Sä  von  0  bis  n  wächst,  während  der  Funkt  t  den  Halb- 
kreis beschreibt.     Während  dieses  geschieht,  ist 

[a~t)-'  =  *-(cos«w  +  i8inß<ü), 
und  daher  ist  für  ü  =  a  +  « 

(a  —  t)—'  s=  (— "(cosa^  +  isin«ji). 


I 


( 

J 
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Wächst  t  durch  reelle  Werthe  weiter,  so  ändert  sich  nur  der 
Modul  dieser  Grösse,  wälirend  die  Potenz  von  —  1,  die  ihren 
zweiten  Faktor  bildet,  ungeäudert  bleibt.  Durchläuft  der 
Punkt  i  einen  der  geradlinigen  Theile  seines  Gebietes,  so  bleibt 
daher  der  durch  die  Gleichungen  (U)  und  (12)  deiinii-te  Winkel 
&  ungeändert;  durchläuft  er  den  um  C  =  a  bescluiebenen  Halb- 
kreis, 80  wächst  \f-  um  et  n.  Den  n  +  1  geradlin^en  Theilen 
der  Grenze  des  /-Gebietes  entsprechen  daher  eben  so  viel  ge- 
rade Linien  in  der  Grenze  des  z-Gebiete8;  von  je  zwei  auf- 
einander folgenden  von  diesen  ist  die  zweite  gegen  die  ei-ste 
um  den  Winkel  een  in  positivem  Sinne  gf dreht.  Welche 
Liuie  im  r-Gebiet  dem  um  f  =  a  bescluiebenen  Halbkreis  im 
/■Grebiet  entspricht,  erkennt  man,  wenn'  man  erwägt,  dass,  wenn 
«  —  (  unendlich  klein  ist. 


-A(a. 


.^-^-{a-O'-'  +  ß 
oder  nach  (13) 

r  =  j-^t'— [cos(l— k)q)  — (sin(l— «}w]-1-j3 
i'it,  wo  A  und  B  zwei  endliche,  complexe  Constanten  bedeuten. 
Hiernach  ist  die  gesuchte  Linie  ein  Kreisbogen,  dessen  Mittel- 
punkt im  Endlichen  Hegt,  nämUch  der  Punkt  :  =  B  ist,  und 
dessen  Radius  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  ist,  je 
nachdem  h  <  1  oder  «  >  1.    Ist  «  =  1,  so  hat  man 


I 


z  =  A\g{a~t)  +  B 


also 

oder  nach  (13) 

:  =  A{\gi-io.)  +  B, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Linie  gerade  ist,  im  unendlichen 
liegt  und  eine  endliche  Länge  besitzt,  die  gleich  %  mal  dem 
Modul  von  A  ist  Durchläuft  der  Punkt  t  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit,  so  wird  die  entsprechende 
Linie  von  dem  Punkte  ;  auch  mit  gleichbleibender  Geschwin- 
digkeit durchlaufen.  Was  endlich  den  unendlichen  Halbkreis 
in  der  Grenze  des  /-Gebietes  anbetrifft,  so  ist  für  diesen 
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dz ^f      a"'^  •"•«— ••■"•» 

also 

C !-«,-•,-..-    o^ 

^  =  —  l—aj  —  o, -...-«•  (—0  +-S- 

Mit  Hülfe  von  (13)  erkennt  man,  dass  hierdurch  ein  Kreisbogen 
dai^estellt  ist,  der  zum  Mittelpunkte  den  im  Endlichen  lie- 
genden Punkt  z  =  B  hat  und  dessen  Radius  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  ist,  je  nachdem  «^  +  czj  +  ••  +  a»  ^  1  oder 
>  1.  Er  wird  von  dem  Punkte  z  mit  gleichbleibender  Ge- 
schwindigkeit durchlaufen,  wenn  der  Punkt  t  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  durchläuft. 

Ist  das  z- Gebiet  gegeben,  so  ist  zunächst  n  bekannt,  da 
n  +  1  die  Zahl  der  geraden,  im  Endlichen  liegenden  Stücke 
der  Begrenzung  ist:  für  a^  ;r ,  (/^  ^ '  *  *  ^»  ^  lisjm  man  n  beliebige 
der  n  +  1  Winkel  setzen,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser 
Begrenzungsstücke  in  dem  oben  bezeichneten  Sinne  mit  ein- 
ander bilden.  Die  Grössen  a  und  die  Grösse  C  können  theil- 
weise  beliebig  gewählt  werden,  theilweise  sind  sie  durch  die 
Dimensionen  und  die  Lage  des  z-G^bietes  zu  bestimmen. 

Für  das  Gtebiet  von  z,  auf  welches  die  hier  zu  entwickelnde 
Theorie  des  Condensators  gefuhrt  hat,  kann  man  hiemach  setzen 

(14)  dz^2ay:^!^E^J^^^dt, 

WO  II  und  X  zwei  reelle,  positive  Constanten  bedeuten.  Den 
Punkten  /  =  ±  A  entsprechen  dann,  wenn  fi  >  A  ist,  die  Punkte 
:?  =  ±  idj  den  Punkten  ^  =  ±  ft  die  Punkte  z  =  ±  i  (a  +  b)j 
dem  unendlich  kleinen,  um  /  =  0  beschriebenen  Halbkreise,  der 

zur  Grenze   des  ^Gebietes  gehört,  die  Linie,  für  die  —  einen 

unendlich  grossen,  positiven,  constanten  Werth  hat,  und  für 
deren  Endpunkte  y  =  ±  a  ist,  dem  unendlichen  Halbkreise 
endlich,  der  die  Grenze  des  ^G^bietes  vervollständigt,  ein  gegen 
a  unendlicher  Kreisbogen,  dem  nur  ein  gegen  a  endliches  Stück 
fehlte  um  ein  voller  Kreis  zu  sein,  und  für  dessen  Endpunkte 

—   einen  unendlich  grossen ,  positiven   Werth  hat   und  y  = 

±,{a  +  b)  ist.  Um  die  Constanten  l,  fi  durch  a  und  b  auszu- 
drücken, integnre  man  zunächst  die  Gleichung  (14)  über  den 


uneDdüch   kleinen,   um   /  =  0   beschriebeueii  Halbkreis;    dann 
findet  man 

l=).u}z. 

Dieselbe  Gleichung  integrire  man  ferner   über  den  unendlich 

gi'ossen,  zur  Grenze  des  ^-Gebietes  gehörigen  Halbkreis;  man 


bat  hierbei 

d:-2a 

('- 

!^'- 

dl 

zu  setzen  uod  tiodet  daher 

aj-b 

_!' 

i^'- 

Hieraus  folgt 

,  c-i 

(15)           p  +  J 

-l/l- 

TW 

- 

Ji 


Um  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  z  und  dem  durch  (10) 
delinirten  w  zu  finden,  muas  man  zu  der  jetzt  festgestellten 
Beziehung  zwischen  s  und  (  eine  zwischen  t  und  w  hinzunehmen, 
dm'ch  welche  das  Gebiet  von  f  confonn  abgebildet  wird  auf 
einem  uueudHcb  langen  Streifen  in  der  w-Ebene,  von  dessen 
Enden  das  eine  unendlich  kleinen,  das  andere  unendlich  grossen 
Werthen  von  (  entspricht.  Eine  spiche  Abbildung  wii'd  v^> 
tnittelt  durch  i^H 


also 

«>  =  ^lg(  +  B; 
die  CoDstanten   A  und  B  sind  liier  so  zu  bestimmen,  dass  <p 
{d.  h.  der  reelle  Theil  von  ic)  +  1  ist  für  positive  und  —  1  für 
negative  reelle  Werthe  von  /.    Hiemach  ist 

.«=l+^'lg(+.C 
zu  setzen,  wo  lg(  fiir  positive  Werthe  voa  t  reell  zu  nehmen 
ist  und  C  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Nun  soll  yt  flir  die 
Punkte  der  Oberfläche  der  Condensatorplatte  bestimmt  werden, 
fiir  welche  qp  =  +  1  ist.  Für  diese  Oberfläche  ist  t  positiv 
und  daher 

(16)  v.  =  ^*lgr+CÄ. 

Fiir  die  Mitte  der  äusseren  Grundfläche  der  betrachteten  Con- 
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densatorplatte  möge  xp  ==0  angenommen  werden;  dann  lässt 
sich  C  in  der  folgenden  Weise  bestimmen.  Man  betrachte 
einen  Funkt  der  äusseren  Grundfläche,  für  den  x  unendhch 
gross  gegen  a  und  unendhch  klein  gegen  R  ist.  Für  diesen 
Punkt  ist  i  unendhch  gross  und  daher  nach  (14) 

wo  A  eine  endliche  Constante  bedeutet.     Daraus  folgt,  dass 
bis  auf  unendhch  Kleines 

lg^=21g^und  lg^=.21g^ 

ist;  aus  (16)  ergiebt  sich  hiemach 

Andererseits  ist  für  denselben  Punkt  nach  (6) 

und  daher 

(17)  C=l(2-lg«^^). 

Nun  werde  ein  Punkt  der  inneren  Grundfläche  ins  Auge 
gefasst,  für  den  x  unendhch  gross  gegen  a  und  unendhch  klein 
gegen  R  ist.  Für  diesen  ist  t  unendhch  klein  und  zwischen 
X  und  t  besteht  nach  (15)  die  Delation 


=  2arK(A!i:ÜM£!=^rf,. 


Es  ist  aber 

bei  Rücksicht  darauf^  dass  t  unendlich  klein  ist,  folgt  hieraus 

oder  bei  Rücksicht  auf  (15) 

-21g.=J«+l+lg'L(^^±*>  +  llg^-V-\ 
Diesen  Ausdruck,  so  wie  den  in  (17)  angegebenen  "Werth  von 
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C  denke  man  sich  in  (16)  substituirt  und  vergleiche  das  Ee- 
snltat  mit  der  Gleichung 

%p  =-jL const., 

x^ 

die  nach  (9)  gilt,  üedls  —  unendlich  klein  ist.  Die  mit  const. 
bezeichnete  Grösse  ergiebt  sich  dann 

m        .g  +  |(igi^i<?=±a«H.iigH+i), 

WO  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Dieser 
Ausdruck  ist  nach  (8)  und  (2)  das  Doppelte  der  Elektricitäts- 
menge,  welche  die  ganze  Condensatorplatte  enthält. 

Die  Elektricitätsmenge  der  zweiten  Condensatorplatte  ist 
eben  so  gross,  aber  yon  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Setzt  man&=0,  so  kommt  man  auf  den  von  Hm.  Clausius 
behandelten  Fall;  der  Ausdruck  (18)  wird  dann 

2a  "^  TT  ^    ea^ 

oder,  wenn  man  für  n  und  e  ihre  Zahlenwerthe  setzt, 

f-'  + -lg  9,246  ^. 

Statt  dessen  hat  Hr.  Clausius  bei  der  hier  gebrauchten  Be- 
zeichnung gefunden 

f +  ^lg8,84^. 

Der  Unterschied  der  Zahlencoefficienten  erklärt  sich  durch 
die  Unsicherheit,  die  die  lange  numerische  B^chnung,  durch 
welche  Hr.  Clausius  zu  seinem  Resultate  gelangt  ist,  noth- 
wendig  mit  sich  brachte. 

Viel  leichter  ist  der  zweite  der  beiden  Fälle  zu  behandeln, 
die  hier  betrachtet  werden  sollten,  der  Fall,  dass  in  beiden 
Platten  qp  =  1  ist  In  diesem  ist  fär  alle  Punkte  des  Baumes 
bis  auf  unendlich  Kleines 

y  =  -arctg-, 

wo  u  die  positive  "Wurzel  der  Gleichung 

ist  und  wo  der  arctg  zwischen  0  und  ^  liegt;  d.  L  es  hat  cp 
denselben  Werth,  wie  wenn  statt  der  beiden  Platten  nur  eine 
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vorhanden  wäre.  Die  Elektricitätsmenge  einer  jeden  der  beiden 
Platten  ist 

TT 

Es  soll  jetzt  die  Theorie  des  Eingangs  erwähnten  Thomson- 
schen  Condensators  entwickelt  werden.  Es  lässt  sich  derselbe 
folgendennassen  beschreiben:  der  untere,  horizontale  Boden 
einer  metallnen,  cylindrischen  Büchse  besteht  auß  zwei  Theilen, 
einem  äusseren,  dem  Schutzringe,  und  einem  inneren,  der  die 
CoUektorplatte  genannt  werden  möge;  unter  diesem  Boden, 
in  kleinem  Abstände  von  demselben  befindet  sich  eine  Metall- 
platte von  gleicher  Grösse.  Das  Potential  in  dieser  sei  =  0, 
während  es  in  der  Büchse  und  der  CoUektorplatte  =1  sei; 
es  handelt  sich  darum,  die  Elektricitätsmenge  der  CoUektor- 
platte zu  finden.  Die  Gleichxmg  der  oberen  Fläche  der  Platte, 
in  der  cp  =  0  ist,  sei  y  =  0,  die  Gleichungen  der  Grundflächen 
der  CoUektorplatte  und  des  Schutzringes  seien  y  =  a  und 
y  =:  a  +  bj  die  Gleichungen  der  Bandflächen  der  CoUektor- 
platte und  des  Schutzringes  endüch  g  =  R  —  c  xmd  (>  =  Ä+c, 
so  dass  a  der  Abstand  der  CoUektorplatte  von  der  unteren 
Platte,  b  die  Dicke  der  CoUektorplatte  und  2  c  die  Breite  des 
ringförmigen  Zwischenraumes  zwischen  dieser  und  dem  Schutz- 
ringe bedeutet,  a,  b,  c  werden  als  uuendhch  klein  gegen  Ä, 
die  Breite  des  Schutzringes  als  von  derselben  Ordnung  wie  R 
vorausgesetzt. 

In  endlicher  Entfernung  von  dem  Kreise,  für  den  y  =  0, 
(>  ==  Ä  ist,  ist  oberhalb  der  CoUektorplatte  und  des  Schutzrings 

<3P  =  1,  unterhalb  (p  =  ^-,  dort  ist  yj  =  const,  hier 

(19)  ^  =  2;r ""  ^^^^*- 

Es  sind  cp  und  i/'  für  Punkte,  die  unendUch  nahe  an  jenem 
Kreise  Hegen,  zu  berechnen.     Setzt  man  wieder 

so  ist  %o  eine  Funktion  von  z.  Man  büde  das  zu  betrachtende 
Gebiet  von  r  wieder  auf  der  Hälfte  der  ^Ebene  ab.  Das  ge- 
schieht dui'ch  die  Gleichung 

Kirchhoff,  Gesammelte  Abhandlungen,  S 
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(20)  JVrf.  =  i't(L=£l(;_=i!fid(, 

WO  N,  k,  X  positive  Constanten  bedeuttüi  aollen,  von  denen 
Ä<1  und  A>1.  Den  unendlich  kleinen  Halbkreisen,  deren 
Mittelpunkte  die  Punkte  ^  =  ±  -  sind,  und  die  zur  Grenze  des 
(-Gebietes  gehören,  entsprechen  dann  in  der  Grenze  des  z-Ge- 
bietes  gerade  Linien,  flir  welche  -  =  ±  oo  und  für  deren  End- 
punkte 1/  =  0  und  y  =  a  ist;  dem  unendlich  grossen  Halbkreise 
in  der  Grenze  des  (-Gebietes  entspricht  ein  gegen  a  unendlich 
grosser  Halbki'eis  in  der  Grenze  des  r-Gebietes,  für  dessen 
Endpunkte  -  =  ±  oo  und  y  =  a  +  b  ist;  den  Punkten 

/  =  ±  1  und  t=  ±1 
endlich  entsprechen  die  Punkte 

z=±c  +  ia\mA  z=  ±c  +  i{a^b). 
Man    erhalt   die  verlangte  Beziehung  zwischen  z  und  tc,  wenn 
man  zwischen  w  und  t  die  Gleichung 

festsetzt,  in  der  C  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Hieraus 
folgt  flir  die  Oberfläche  der  Collektorplatte,  für  die  O^-ist, 

m       '  v-f  igji^  +  cß. 

Die  Gleichung  (20)  l&ast  sich  schreiben 


Bei  der  Bezeichnungsweise  Jacob: 


A*— 1  +  1— Ä'(=-)-^ 


^) 


ist  daher,  wenn  man 
A  =  A  sin  am  u ,  k 


setzt, 

Nz  = 
oder  auch 


-u  J'-ajna  +  £{u)  +  —-, 


^UK«) 


Nz  =  u{^-3^ 
Macht  man  nun 


.»(.-.)J   j^J.M 
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so  kann  /9,  da 


a  =  /?  +  iK\ 


sin  am  a  >  T 


ist,  reell  und  zwischen  0  und  K  gewählt  werden.    Man  hat  dann 

Jißn        nK 


2^        ~*^-*(/S) 


und  daher 


^^^-^\      dß       dß^&,iß)  dß*       ) 

,    d]g&{u)        ..^^r(ß-u)d   .    &(ß) 

■^        du       "^^^  &r(ß  +  u)  dß^^'&^(ß)' 


oder,  wenn  man 


setzt. 


--if^  =  *i'(/5) 


^  ^Aß)dß   ^ß)    "^        du 

5'ö^,  (/?  +  «)   '&,(ß)dß^(ß)  • 


z  =  ±  c  +  la 


Die  Bedingung,  dass 

fiir  M  =  ±  -fi^ 
und 

für  ?i  =  ±  iS:+  lÄT'      z  =  ±  c  +  i(a  +  5) 

werde,  ergiebt  zur  Bestimmung  der  3  Constanten,  N jk^ß  die 
Grleichimgen 


(22) 


'""'"         '2  9^(ß)  dß  »(ß) 
^V£       '^K        )     2JE'' 


in  Folge  der  beiden  ersten  von  diesen  lässt  die  Gleichung  für 
Nz  sich  schreiben 

,oq\  N'-  Nc-  4-  4J«_*W  _  ^?  le  »Aß-*) 

(23)  iv--ivcjp+      ^^  „^8  *,(,»  +  »)• 

Purch  Einführung  von  u  und  /?  wird  die  Gleichung  (21) 

8* 
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Bt    sin  am  tt  —  sin  am  /?   ,    ^n 

ti;  =  —  lg  . j-  . V,  +  CR. 

^        TT    ®  sm  am  tt  +  Sin  am  /? 

Für  einen  Punkt  der  oberen  Grundfläche  der  CoUektorplatte, 

für  den  -  unendlich  gross  ist,  ist  sin  am  u  unendlich  gross,  also 

t/;  =  CR. 

Setzt  man  für  Punkte  dieser  Grundfläche,  deren  Entfernungen 

vom  Bande   von   der  Ordnung  von  R  sind,   und  für   die,  wie 

bemerkt,  i/;  constant  ist,  i/;  =  0 ,  so  ist  also  C  =  0  und 

/oA\  —  ^  1p.  flJP  Mn  ^  —  sin  am  /? 

^     ^  ^  ~"  w   ^  sin  am  u  +  sin  am  I?  * 

Für  Punkte  der  unteren  Grundfläche  der  Collektorplatte,  für 
die  -  xmendlich  gross  ist,  ist  m  —  ß  unendlich  klein  und  positiv, 
und  daher  nach  (23) 

^'^^K^N      dß  n^^     ^i{2ß) 

und  nach  (24) 

-       «f.       ^i^(^  —  ß)  cos  am  I?  J  am  ß 
^       n^^  28inam/9 

Benutzt  man,  dass 

sinam/?-^?^^^^   cosam/9-^-^  ^^^-^ 
^^^^^^  &\iO)&(ß)'  cosam/y-^^^^^^^^^, 

jam/?-^^^^) 
'^^^P''&AO)^{ß) 

und 

&  (0)  t9-j  (0)  *3  (0)  &,{2ß)  =  2&  iß)  &,  iß)  &,  (ß)  &,  iß) 
ist,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

,,, Ä^    .    2Ä/^  c^  n    d\g&(ß)        .&,(ß)^,(ß)\ 

^"*         a    ^    n  \a2K^  2Na      dß       "^  ^  &^  (0)&^  (0)  /  ' 

Da  nun  nach  (19)  wiederum 

Ä«       Bx 

1//  =  r const. 

^        2a  a 


x^ 


ist,  falls  —  unendlich  klein,  so  ergiebt  sich  für  die  mit  const. 

bezeichnete  GJrösse,  d.  h.  für  das  Doppelte  der  Elektricitäts- 
menge,  die  die  Collektorplatte  enthält,  der  Ausdruck 

(OK\        Ä'  _  ^hßjL    .    _n_dlg&(ßl       .^^,(ß)^,(ß)\ 
^^""^        2a  n  \a2K'^  2Na       dß       "^  ^  &A0)  &z  (0)  J  ' 

Im  Allgemeinen  ist  die  Berechnung  desselben  beschwerHch,  da 
sie  die  Auflösung  der  Gleichungen  (22)  nach  A,  ß,  N  erfordert ; 
sie   ist  aber  sehr  leicht,  wenn  man  die  Dicke  der  Collektor- 
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platte  b  als  unendlich  gross  gegen  die  Breite  2  c  des  Zwischen- 
raumes zwischen  ilir  und  dem  Schutzringe  annimmt  und  sich 
begnügt,  neben  den  endlichen  Gliedern  die  unendlich  kleinen 
Glieder  niedrigster  Ordnung  zu  berücksichtigen.    Nimmt  man 

—  als  unendlich   gross    an    und    berücksichtigt   nur    endliche 

Glieder,  so  genügt  man  den  Gleichungen  (22)  durch 

und  der  Ausdruck  (25)  wird  dann 

Um  seinen  Werth  genauer  zu  finden,  setze  man 

die  dritte  der  Gleichungen  (22)  giebt  dann 

-lg,  =  .J=2(i  +  A.+l|) 

und  die  beiden  ersten  geben 

In  Folge  hiervon  wird  der  Ausdruck  (25) 

Der  Ausdruck  (25)  ist  auch  leicht  in  dem  Falle  zu  berechnen, 
dass  ^  =  0  ist,  einem  Falle,  der  aber  ein  geringeres  praktisches 
Interesse  darbietet.  In  ilmi  ist  ä  =  1  und  die  Electricitäts- 
menge  der  Collektorplatte 

Jg»       R      1 

^  4  a         71    A«  -  1  ' 

wo  X  aus  der  Gleichung 


a 
zu  bestimmen  ist. 
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Bestiimnuiig  der  Co  na  tauten.  ^' 


Bestimmung  der  Constanten.  von  welcher  die  Intensität 
indncirter  elektrischer  Ströme  abhängt.') 

Die  mathematischen  Gesetze  der  üiducirten  elektrischen 
Ströme  sind  von  Neiunniii]  und  Weber  aufgestellt  worden;  in 
dem  Ausdrucke,  den  beide  für  die  Intensität  eines  inducirten 
Stromes  gefunden  haben,  kommt  ausser  Grössen,  die  in  jedem 
gegebenen  Falle  gemessen  werden  müssen,  eine  Constante 
vor,  die  ein  für  allemal  durch  Versuche  ermittelt  werden 
muss,  und  die  Neuniann  durch  e  bezeichnet.  Diese  zu  be- 
stimmen, habe  ich  imtemommen. 

Wird  die  relative  Lage  eines  geschlossenen  Stromes  und 
eines  geschlossenen  Leiters  verändert,  so  wird  in  dem  letzteren 
ein  Strom  inducirt;  die  Intensität  des  inducii'ten  Integral- 
stroms, d.  h.  die  Elektricitätsmenge ,  die  während  der  Dauer 
der  Bewegung  diu:ch  einen  jeden  Querschnitt  getrieben  wird, 
ist  nach  Neumann  =  dem  Unterschiede  der  Potentiale  des 
Stroms  in  Beziehung  auf  den  Leiter,  diesen  von  der  Einheit 
des  Stroms  durchflössen  gedacht,  in  der  End-  und  Anfangs- 
lage, dieser  Unterschied  multiplicirt  mit  e,  cUvidii't  durch  den 
Widerstand  des  Leiters.  Das  Potential  zweier  Ströme  in 
Bezug  auf  einander,  ist  die  halbe  negative  Summe  der  Pro- 
dukte der  Bahnelemente  des  einen  Stroms  mit  den  Balm- 
elementen  des  anderen,  jedes  Produkt  zweier  Elemente  mit 
ihren  Intensitäten  und  dem  Cosinus  ihrer  Neigung  gegen  ein- 
ander multiplicirt  und  durch  ihre  Entfernung  diridirt.^ 

Um  e  als  Zahl  angeben  zu  könneu,  muss  mau  Einheiten 
für  die  Zeit,  den  Raum  und  den  Widerstand  oder  die  Lei- 
tungsfähigkeit einfUliren.  Als  Einheit  für  die  letztere  habe  ich 
die  Leitungsfähigkeit  eines  Kupferdi'ahtes,  den  ich  bei  meinen 
Vei-suchen  benutzte,  angenommen;  da  die  Leitungsfähigkeit 
des  Kupfers  zwischen  gewissen  Grtlnzen  variiit,  so  ist  daher 
bei  der  Angabe  des  Zahlenwerthes  von  t  nui'  eine  beschränkte 
Genauigkeit  von  Riteresse. 

')  Po^-  Ann.  Bd.  76.  184B. 

■)  Nenmann:  Ueber  eiu  tJIgeu 
Theorie  mducirt«r  elektriücher  Strüin 
Wiss.  1848. 


inea  Princip   der  inatbematiaclien 
Abbandl.  d.  Berliner  Acad.  der 
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Der  "Weg,  der  sich  am  natürlichsten 
E  mir  dai-zubieten  scheint,  ist  der,  dem  Leiter,  in  welchem  ein 
Strom  inducirt  werden  soll,  bo  wie  dem  Leiter  des  induciren- 
den  Stromes  Formen  zu  geben,  für  welche  man  das  Potential, 
welches  sie,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen,  auf- 
einander ausüben,  berechnen  kann,  die  Litensität  des  induci- 
renden  Stromes  durch  die  Ablenkung  zu  messen,  welche  er 
einer  Multiplicatomadel  ertheilt.  und  den  Ausschlag  zu  be- 
obachten, den  der  inducirte  Strom  bei  einer  zweiten  Multipli- 
catomadel her*-orbringt.  Diesen  Weg  habe  ich  eingeschlagen, 
mit  der  Modification  jedoch,  dasa  ich  mich  nui-  einer  Magnet- 
nadel bediente,  und  an  dieser  zugleich  die  Ablenkung  für  den 
ersten,  und  den  Ausschlag  für  den  zweiten  Strom  beobachtete. 
Ich  will  den  Gedanken  der  angewandten  Methode  zuerst 
auseinandersetzen.  Aus  den  Drähten  zweier  Drahtrollen,  Äj, 
R„,  die  in  einer  solchen  Nähe  sich  befinden,  dass  die  eine 
auf  die  andere  mducii'end  wii-ken  kaim,  einem  Multiplicator 
31  mid  einer  Kette  K  sei  eine  SchÜessung  gebildet,  und  zwei 
Prndite  dieser  Schliessung,  von  denen  der  eine  zwischen  den 
beiden  Rollen ,  der  andere  zwischen  Multiplicator  und  Kette 
liegt,  durch  einen  Draht  verbunden.  Nennen  wir  die  drei 
"Wege  zwischen  den  beiden  eben  bezeichneten  Punkten  1,  0,  2, 
wie  die  in  Figur  7  beigeschriebenen  . 

Zahlen  andeuten,  ihre  Wideretände 
«),,  »„,  ifj  und  die  Intensitäten  der 
Ströme,  welche  sie  in  den  durch 
Pfeile  bezeichneten  Bichtungen 
durchfliessen,  7,,  J^.  Jj,  die  elektro- 
motorische Ki'aft  der  Kette  end- 
lich £,  so  haben  wir: 

woraus  sich  ergiebt: 


: 


Wird  nun  die  eine  der  beiden  Rollen,  R^,  eine  gewisse  Strecke 
fortgeführt,  ao  werden  in  ihr  sowohl,  als  in  der  anderen 
Ströme   inducirt:   die   Summe  der   elektromotorischen  Exäfte, 
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die  in  jB^  inducirt  werden,  sei  e^,  die  Summe  der  in  iZg  indu- 
cirten  e^ ;  femer  seien  die  Elektricitätsmengen,  die  durch  diese 
Kräfte  durch  die  Wege  0,  1,  2  getrieben  werden,  d.  h.  die 
Intensitäten  der  in  diesen  Drähten  hervorgebrachten  Integral- 
ströme Iqj  ip  22'  dann  ist: 


woraus  man  findet: 


Nennen  wir  die  Summe  der  elektromotorischon  Kräfte, 
welche  in  R^  inducirt  worden  wären,  wenn  R^  von  der  Ein- 
heit des  Stromes  durchflössen  würde,  e,  so  ist  dieses  auch  die 
Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche  in  R^  inducirt 
worden  wären,  würde  jB^  von  der  Einheit  des  Stromes  durch- 
flössen; denn  bezeichnen  wir  das  Potential  der  beiden  Draht- 
rollen in  Bezug  auf  einander,  beide  von  der  Einheit  des  Stro- 
mes durchflössen  gedacht,  vor  der  Bewegung  von  R^  durch 
P,  nach  der  Bewegung  von  R^  durch  Q,  so  ist  jede  dieser 
beiden  Summen  =3  t{Q — P),  wo  e  die  Constante  ist,  die  wir 
bestinmien  wollen.  Durch  Einführung  der  Grösse  e  erhalten 
wir: 

und  durch  Benutzung  jener  Formel  für  -^ : 


H  _    e       (tcp  +  w^)  (fgp  +  fOg)  +  w, 


s 


0 


Bei  den  angestellten  Versuchen  war  %o^  verschwindend  klein 
gegen  w^  und  tr, ;  bei  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  wird 
die  gefundene  Gleichung: 

$2  e 

Setzen  wir  hierin  für  e  seinen  Werth  €  (Q  —  P)  und  drücken 
«  aus,  so  finden  wir: 


«=^- 


Wo 


Bei  den  angestellten  Versuchen    wurde   die   eine   Drahtrolle 
aus   der  Nähe   der  anderen  in  eine  Entfernung  fortgeführt. 
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die   als  unendlich    betrachtet  werden   konnte.     Es    ist  daher 
Q  =  0  und 

■ 

Berechnet  man   also  P  und  bestimmt  ~  ,  so  kann  man,  wenn 
man  w^  kennt,  den  Werth  von  c  ermitteln.    Aus  den  folgen- 

■ 

den  Betrachtungen  geht  hervor,  wie  sich  y-   experimentell  be- 

stimmen  lässt. 

Ich  nenne  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetis- 
mus H\  das  horizontale  magnetische  Moment  der  Multipli- 
catomadel  ju;  das  horizontale  Drehungsmoment,  welches  ein 
der  Einheit  gleicher  Strom  in  dem  Multiplicatordrahte  auf  die 
Nadel  ausübt,  wenn  diese  sich  im  magnetischen  Meridiane 
befindet,  M.  Wird  die  Kette  in  Wirksamkeit  gesetzt,  beginnt 
also  ein  Strom  von  der  Intensität  J^  durch  den  Multiplicator- 
draht  zu  fliessen,  so  wird  die  Gleichgewichtslage  des  Magnets 
um  einen  Winkel  a  abgelenkt,  der,  wenn  er  klein  genug  ist, 
durch  die  Gleichung: 

Hfia  +  J^M^O 
bestimmt  ist.  Um  diese  neue  Gleichgewichtslage  wird  der 
Magnet  Schwingungen  machen;  der  Winkel,  um  den  er  sich 
zur  Zeit  t  von  ihr  entfernt  hat,  sei  w,  sein  Trägheitsmoment  K, 
dann  gilt  für  w,  vorausgesetzt  dass  dieses  ebenfalls  sein*  klein 
ist,  die  Diflferentialgleichung: 

d^u  _  J3'ft{u  +  a)  +  MJi 

dt^  "  K  • 

Diese  wird,  wenn  man  die  Gleichung  für  a  berücksichtigt: 

ßechnen  wir  die  Zeit   von   einem  Augenblicke   an,   für   den 
M  ==  0  ist,  so  wird  das  Integral  derselben: 

w  =  ^  sin  ^  l/"jr  • 
Nun  nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  ^  die  eine  Rolle  sich  zu 
bewegen  anfange ;  zu  gleicher  Zeit  beginnt  der  inducirte  Strom 
in  dem  Multiplicatordrahte:  dieser  währe  bis  zur  Zeit  (9+t. 
Zwischen  den  Zeiten  ^  und  fi  +  r  gilt  dann  für  u  eine  andere 
Diflferentialgleichung,  nämlich  die  folgende: 


Beslimmiiag  der  Conslaiiten,  voii  welcher  die 


ff^.4-/« 


jdi 


wo  die  Bedeutung  der  neu  eingefülirteii  Zeiclien  diese  ist: 
du  ist  ein  ElemeDt  des  Multijilieatordrahtes,  J  die  Intensität 
des  inducirt«u  Stromes  in  ds  zui-  Zeit  t,  m  das  Drehungs- 
moment,  welches  d»,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen, 
auf  den  Majjnet  in  der  Lage  ausübt,  in  der  er  sich  zur  Zeit 
t  befindet.  Da  wir  anueknieu,  dass  der  Magnet  sich  nur  um 
sehr  kleine  Winkel  von  dem  magnetischen  Meridiane  entfernt. 
so  können  wir  m  auch  als  das  Drebungsmoment  definiren, 
das  ds,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen ,  auf  den 
Magnet  ausübt,  wenn  dieser  sich  im  magnetischen  Meridiane 
befindet  Die  Integration  nach  ds  endlich  ist  über  den  gan- 
zen Multiplicatoi-di-aht  auszudehnen.  Diese  Differentialgleichung 
niultipliciren  wir  mit  dt  und  integriren  sie  von  l  =  f  bis 
t  =  f  ■\-  T.     Dadurch  erhalten  wir: 


\Tl 


KS) 


-''if'""-if  I-J'^'"- 


WO  die  Indices  f  +  t  und  C  anzeigen,  dass  die  in  Parenthese 
stehende  Grösse  respective  füi'  t  =  f  +  t  und  t  =  f  genommen 
werden  soll.  Setzen  wir  r  als  sehr  klein  voraus,  d.  h.  nehmen 
wir  an,  dass  die  eine  Drahtrolle  mit  aehi'  gi-osser  üeschwin- 
digkeit  durch  eine  gewisse  endliche  Sti'ecke  bewegt  werde,  so 
verschwindet  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  unserer 
Gleichung,  doch  nicht  so  das  zweite,  weil  in  demselben  Masse 
wie  jene  Geschwindigkeit,  auch  ./  wächst.  Die  beiden  Integra- 
tionen des  zweiten  Integrals  lassen  sich  aber  ausfühi-en,  und 
es  wird  dasselbe  =  »j-S/;  es  ist  nämhch  m  imabhängig  von  /, 
das  Integral  von  Jdt,  zvriscben  den  Gränzen  ("  und  f  +  t  ge- 
nommen, ist  =  i'ä,  hat  also  denselben  Weiih  für  alle  Elemente 
ds,  und  nids,  über  den  ganzen  Multiplicatordraht  integrirt,  giebt , 
AI.    "Wir  haben  also: 


Xdf.) 


Ut) 


Unserer  Voraussetzimg  zufolge,  dass  r  als  unendhch  klein  be- 
trachtet werden  dürfe,  haben  wir  ferner: 
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(w)  ==  (m)  . 

Von  der  Zeit  ^^  +  r  an  gilt  für  u  wiederum  die  Differential- 
gleichung: 

d^u  Hu 

Das  Integi-al  derselben  ist  jetzt  aber  ein  anderes,  indem  die 
Constanten  der  Integration  jetzt  andere  Werthe,  als  fiiiher, 
erhalten  müssen.    Wir  setzen  das  Integral: 

M  =  ^'sin  t^|^^  +  B  cos  ^|/~^. 

IHe    Constanten    Ä   und    B    sind    so    zu    bestimmen,    dass 

l^j        und  (m)         die  eben  abgeleiteten  Werthe  annehmen, 

wenn  wir  in  diesen  für  f~]     und  (m)     die  Werthe  setzen,  die 

sich  aus  der  Gleichung  w  =  ^sin^|/:?^  ergeben.  Die  Glei- 
chungen für  Ä  und  B  sind  demnach,  wenn  wir  der  Kürze  halber 


/ 


*.. 


setzen,  und  wiederum  die  BQeinheit  von  t  berücksichtigen: 
Ä  sin  A^  +  J?  cos  Xe  =  ^  sin  If 


^'cos  X(^  —  ^  sin  Xf  —  A  cosA^  — 


hM 


XK' 

Nun  wollen  wir  uns  f  so  gewählt  denken,  dass  sin  A^  =  0, 
also  cos  A^  =  ±  1  ist,  d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  der  indu- 
cirte  Strom  in  einem  Augenblicke  hervorgebracht  werde, 
in  dem  der  Magnet  durch  seine  Gleichgewichtslage  geht.  Un- 
sere beiden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  -B'  =  0,  also 

u  =  Ä  sin  Xt 

und  Ä  cos  Xf  =  A  cos  Xfi  —  \^ 

wird.  Wir  wollen  den  Werth  ausdrücken,  den  u  am  Ende 
der  ersten  Schwingung,  nachdem  der  inducirte  Strom  gewirkt 

hat,  d.  h.  flir  ^  =  /^  +  ^  erhält;  dieser  Werth  sei  a ,  dann  ist: 

d  =  A  sin  (xf  +  ~\=^Ä  cos  Xf. 
Ist  femer  a  der  Werth  von  ?/,  welcher  am  Ende  derselben 
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Schwingung   stattgefunden  haben   würde,   wenn  der  inducirte 
Strom  nicht  entstanden  wäre,  so  ist: 

a=^AmiUfi  +|]  =  A  cos  )Lt9. 
Wir  haben  daher: 


i^M 


Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  die  oben  für  a  gefundene: 

^  Hfl' 

so  erhalten  wir: 

»8  OL  —  a  ,  /  K 

Führen  wir  die  Schwingungsdauer  der  Nadel,    T^ny  ^  ^ 

eiU;  so  wird  diese  Gleichung: 

*,  _  g'  —  g  T 

Beobachtet   man  also   die  Schwingungsdauer  T  und  die  drei 

• 

Winkel  ß',  a,  cz,  so  kann  man  ~  berechnen,  und  hieraus,  wie 

schon  oben  angegeben,  e  finden. 

Es  ist  dieses  der  Gedanke  der  angewandten  Methode,  der 
aber  einige  Veränderungen  erleiden  musste.   Ein  Umstand,  der 

bei  der  Bestimmung  Yon  y-  noch  zu  berücksichtigen  war,  ist 

der,  dass  durch  die  Bewegung  des  Magnets  in  dem  Multipli- 
catordrahte,  wenn  er  geschlossen  ist,  Ströme  inducirt  werden, 
welche  die  Schwingungen  dämpfen. 

Die  Intensität  des  Stromes,  der  in  jedem  Augenblicke  in 
dem  Multiplicatordrahte  inducirt  wird,  ist  proportional  mit  der 
jedesmaUgen  Geschwindigkeit  des  Magnets  und  mit  dem  nega- 
tiven Drehungsmomente,  welches  ein  der  Einheit  gleicher 
Strom  in  dem  Multiplicatordrahte   auf  den  Magnet  ausüben 

würde,  d.  h.  proportional  mit  —  ^^-^'t  ^^  Drehungsmoment, 
welches  dieser  Strom  auf  den  Magnet  ausübt,  ist  also  propor- 
tional mit  —  -^^*  "575  ™*  setzen  es  =s  —  ^ß  jj'  Die  Diffe- 
rentialgleichung, der  w  bis  ^  und  Yon  ^  +  r  an  genügt,  ist  also: 
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Rechnen  Tvir  t  von  einem  Augenblicke  an,  für  den  u  =  0  ist, 
und  setzen  der  Kürze  wegen: 

K       K^      ^     '     Kl        ^' 

so    ist   das  Integral    der   Gleichung,    welche    von    ^  =  0  bis 
/  =  ^  gut: 

w  =  ^.^■"''"sinA^, 

-wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.    Von 
^  +  T  an  gilt  ein  anderes  Integral,  nämlich: 

u  =  Äe-"^^'  sinA^+  jy  ^"^^'  cosA^. 
Die  Bedingungsgleichmigen: 

haben  unveränderte  Gültigkeit  behalten,  und  aus  diesen  findet 
man,  wenn  man  wiederum  sin  A^  =  0  annimmt: 

also  u  =  ^'^'"''^'sini^ 

und  A cos If  ^  AcosXf  -- ^^''^^ • 

Das   erste  Maximum   oder  IVIinimum  nach   der  Wirkung  des 
inducirten  Stromes  findet  statt 

fui'  Xt=kfi  +  arc  cotg  >; 
imd  in  demselben  AugenbUcke  würde  ein  Maximimi  oder  Mi- 
nimum stattgefunden  haben,  wäre  der  inducirte  Strom  nicht 
entstanden.  Nennen  wir  wiederum  das  Maximum  oder  Mini- 
mum, welches  wirklich  stattfindet  a,  dasjenige,  welches  ein- 
getreten wäre,  hätte  der  inducirte  Strom  nicht  gewirkt,  «,  so 
haben  wir: 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen,  in  Verbindung  mit   der  Glei- 
chung zwischen  A  und  Ä  ergiebt  sich: 
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/  ta  3f  1  —  n  arc  cotg  Ti 

a  —  a=^  —  -^^r      ,  e    '        ^  \ 

^^    yi  +  jy' 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  diejenige   für  a  und   be- 
nutzt den  Werth  Yon  A,  so  findet  man 


oder 


a  — a 
a 

_  H 

1/ 

K 

e 

f)  aro  cotg  tj 

• 

H  _ 

a  — 

■ 

a 

T 

n 

fjKtOOOtgf} 

^                          9 

WO  T  die  Schwingungsdauer  des  Magnets  bei  ungeschlossenem 
MultipUcatordrahte  bezeichnet  Um  tj  zu  bestimmen,  müssen 
Versuche  über  die  Abnahme  der  Schwingungen  des  Magnets 
bei  geschlossenem  MultipUcatordrahte  angestellt  werden;  aus 
diesen  ergiebt  sich  i/  leicht,  da  e^*?"  das  Verhältniss  zweier 
aufeinanderfolgenden  Schwingungsbögen  ist 

Ein  zweiter  Umstand,  welcher  eine  Complication  der  Be- 
obachtungen nöthig  machte,  war  die  Schwierigkeit  der  genauen 
Bestimmung  Yon  w^.  Ich  umging  diese  dadurch,  dass  ich  eine 
Einrichtung  traf,   yermöge   deren  ich  Wq  beliebig  verkleinern 

oder  vergrössem  konnte,   und  dann  ~  für  zwei  verschiedene 

Werihe  von  w^  beobachtete.    Es  sei 

dann  hat  man  die  Gleichungen: 
und  aus  diesen  folgt: 

«?o'— Wo"      1 


©■-©■"• 


Hiemach  hat  man  nur  nöthig,   die  Differenz  w'q  —  vd'q  anzu- 
geben, und  das  lässt  sich  leichter  thun. 
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'  £iiie  Veränderung  in  dieser  Forme!  filr  e  niUBste  endlich 
Docb  aus  folgendem  Grunde  vorgenommen  werden,  leb  Iiatte 
die  eine  Drahtrolle,  Äj,  aus  zweit-n  zusammengesetzt,  einer 
inneren  und  einer  äusseren,  zwischen  welche  ich  den  induci- 
renden  Strom  sich  theilen  Hess.  Ich  traf  diese  Anordnimg,  um 
bei  der  vorhandenen  Kette  einen  stärkeren  Induetionsstrom  zu 
erhalten,  An  die  Stelle  von  P  musste  daher  eine  andere 
Grösse  treten,  und  zwar,  wenn  man  P'  und  P"  die  Potentiale 
des  inneren  und  des  äusseren  Theües  von  Ä,  in  Bezug  auf 
R,  nennt,  tc^  und  iCj"  die  Widei-stände  des  inneren  und  des 
ätiBseren  Theiles  von  R^,  der  Ausdruck: 

P     "f   ..  +  P'     ."■'    ,. . 


Ich  wende  mich  jetzt  zur  Angabe  der  Versuche  selbst.  Die 
vorkommenden  Längenmaasse  gebe  ich  in  preussiscben  Zollen 
an.  Der  Ma^et,  dessen  Ablenkungen  ich  beobachtete,  hatte 
eine  Länge  von  4  Zoll,  eine  Breite  und  eiue  Dicke  von  ^  Z, 
Er  war  mit  einem  Spiegelapparate  versehen,  das  Femrohr 
und  die  Scale  waren  etwa  12  Fusa  von  dem  Spiegel  entfenit, 
ein  Scalentlieil  hatte  die  Länge  von  0,1  Z.;  war  demnach 
ein  Sealentheil  durch  den  Verticalfaden  des  Fernrohrs  ge- 
gangen, so  liattfi  sich  der  Magnet  ungefähr  um  1'  12"  gedreht. 
Der  Multiplicator  enthielt  ungefähr  200  Windungen  und  eine 
Drahtlänge  von  280  ll\ia3.  Der  zu  ihm  verwendete  Kupfer- 
drabt  hatte  einen  Durchmesser  von  ^  Z.  Gleicher  Draht 
war  zur  Ajifertigung  der  Hollen  benutzt;  der  Dralit  der  klei- 
neren Rolle,  R,,  erfüllte  einen  cylindriscben  Ring  von  1  Z, 
Höhe,  0,5  Z.  innerem,  1,155  Z.  äusserem  Radius;  von  den 
beiden  Drähten  der  grösseren  Bolle ,  Ä, ,  erfiillte  der  eine 
einen  cylindriscben  Ring  von  1  Z.  Höbe,  1,3  Z.  innerem, 
1,48  Z.  äusserem  Radius,  der  andere  einen  cylindriscben  Ring 
von  l  Z.  Höbe,  1,48  Z.  innerem,  1,66  Z,  äusserem  Radius. 
Bei  der  kleineren  Rolle  lagen  in  der  Richtung  der  Höbe  45, 
in  der  Richtung  des  Radius  28  "Windungen  neben  einander, 
bei  jedem  der  beiden  Tbeile  der  grösseren  Rolle  48  in  der 
Richtung  der  Höhe,  8  iji  der  Richtung  des  Radius,  Die  Ge- 
stelle  der  beiden  Drahtrollen   waren  \ 
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so  aufgestellt,  dass  ihi'e  Äxcn  in  dieselbe  Verticale,  ührS 
Gruridtlächen  iii  dieselben  horizoutaleii  Ebenen  fielen.  Die 
Liduction  wurde  dadurch  hervorgebracht,  dass  die  kleinere 
Drahtrolle  aus  dieser  Lage  in  die  Höhe  gezogen  wurde  ver- 
mittelst eines  Fadens,  der  in  dem  Mittelpunkte  ihrer  oberen 
Fläche  befestigt  und  über  eine  kleine  ßolle,  die  sich  über  ilir 
befand,  geführt  war.  Die  freien  Enden  des  Drahtes  der  be- 
weglichen Drahtrolle  waren  um  einander  gewunden,  dann  war 
aus  ihnen  eine  auaeinandergezogeue  Spirale  gebildet,  diese  nach 
obea  geführt,  hier  festgebunden,  und  nach  unten  zurückgeleitet 
In  Bezug  auf  den  Apparat  bemerke  ich  noch ,  dass  die 
Möglichkeit,  w^  nach  Beheben  zu  verändern,  erreicht  war 
durch  ein,  an  emem  ausgespannten  Drahte  verschiebbares 
Queckailbemäpfcben.  Beobachtungen  wurden  bei  zwei  ver- 
schiedenen Werthen  von  w,„  lu^^'  und  «■„",  also  bei  zwei  ver- 
schiedenen Stellungen  des  Quecksilbemäpfchens ,  angestellt; 
die  Differenz  w„'  —  w,,",  auf  deren  Kenntniss  es  ankam ,  war 
=  dem  Widerstände  eines  Kupferdrahtes  von  dem  Querschnitte 
des  ausgespannten  und  der  Länge  der  Strecke,  um  welche  das 
Quecksilbeniäpfchen  verschoben  worden  war.  Diese  Länge 
war  14,097  Z, ;  der  Querschnitt  des  ausgespannten  Kupfer- 
drahtes hatte  sich  aus  seinem  absoluten  und  seinem  specifi- 
achen  Gewichte  und  seiner  direkt  gemessenen  Länge  =  0,4061 
Quadratlinien  ergeben.  Setzt  man  die  Leitungsfahigkfit  dieses 
Drahtes  =  1,  so  wird  ip,,'  — »<","  =  dem  Quotienten  aus  die- 
sem Querschnitte  in  jene  Länge,  d.  h. 

=  5000  —  . 

Für  ir,/'  war  ein  so  kleiner  Werth  von  tr,,  gewählt,  als  es  die 
Vorrichtung  erlaubte;  dies<>r  war  etwa  der  20.  Theil  der 
Differenz  »"o' —  »' V-  -^'"^  Kette,  die  ich  anwandte,  bestand 
aus  6  kleinen  Daniell'schen  Bechern,  die  voltaisch  mit  einan- 
der verbunden  waren. 

Ich  gebe  jetzt  das  unmittelbare  Protokoll  eines  Satzes 
der  Beobachtungen  an,  die  angestellt  sind,  um  -.-  für  die  bei- 
den Wertlie  von  w^  zu  ermitteln.  Es  bezieht  sich  derselbe 
auf  den  grösseren  Werth  von  v^. 
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66,6 
67,5 


110,5 


15 
30,4 
15,8 
29,6 

Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  ist  die  folgende:  Es  wurde  die 
bewegliche  Bolle  in  die  Lage  gebracht,  dass  sie  mit  der  festen 
in  einer  Höhe  sich  befand;  dann  wurde  die  Kette  in  Wirk- 
samkeit gesetzt.  Hierdurch  erhielt  der  Magnet  eine  neue 
Gleichgewichtslage,  um  welche  er  Schwingungen  machte;  er 
wurde  so  weit  beruhigt,  indem  der  Strom  der  Kette  zu  passen- 
den Zeiten  unterbrochen  und  wiederhergestellt  wurde,  bis  der 
Vertikalfaden   scheinbar  nur  Yon  66,6  bis  67,5  ging;  als  er 

von  67,5  kommend,  in  ^-?^?-tJ!»?  d.  h.  in   67,05  sich  befand, 

wurde  die  bewegliche  Drahtrolle  schnell  in  die  Höhe  gezogen; 
der  Faden  des  Femrohrs  ging  bis  110,5.  Darauf  wurde  der 
Strom  der  Kette  unterbrochen,  zu  einem  Zeitpunkte,  der  so 
gewäMt  war,  dass  die  Schwingungen  des  Magnets  gedämpft 
wurden,  und  4  aufeinanderfolgende  Elongationen  beobachtet; 
es  sind  dieses  die  4  letzten  der  angegebenen  Zahlen.  Nimmt 
man  aus  diesen  die  arithmetischen  Mittel,  und  aus  diesen 
wiederum  die  Mittel,  so  erhält  man,  wie  bekannt,  den  Scalen- 
punkt,  der  dem  magnetischen  Meridiane  entspricht;  dieser  ist 
bei  der  angeführten  Beobachtungsreihe  22,9.  Das  Mittel  aus 
den  beiden  ersten  Zahlen,  d.  h.  67,05,  giebt  den  Scalenpunkt, 
welcher  der  Gleichgewichtslage  des  Magnets  unter  dem  Ein- 
flüsse des  galvanischen  Stroms  entspricht;  die  Differenz 
67,05  —  22,9,  d.  h.  44,15,  ist  also  der  oben  mit  u  bezeichnete 
Winkel.  Wäre  der  inducirte  Strom  nicht  entstanden,  so  hätte 
der  Magnet  statt  der  beobachteten  Elongation  110,5  die  Elon- 
gation  66,6  gehabt;  die  Differenz  110,5—66,6,  d  h.  43,9,  ist 
also  unser  a  —  a. 

Aus  Wiederholungen  desselben  Versuches,  theils  bei  un- 
veränderter Anordnung,  theils  nachdem  die  Sichtungen  des 
inducirenden  und   des  inducirten  Stromes  oder  die  Bichtung 

Kirch  ho  ff, 'Gesammelte  AbtaandlimgeD.  g 
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eines  dieser  beiden  durch  passend  angebrachte  Commutatoren 
umgekehrt  worden  waren,  ergaben  sich  folgende  Wertlie  für 
log  Brig.  -^ : 

9,9976.  9,9991.  9,9974.  0.0018.  0,0030.  0,0036.  9,9986. 
0,0019.  0,0036.  0,0038.  0.0043.  9,9964.  0,0001.  9,9997. 
0,0037.  0,0050.  0,0041.  0,0061.  0,0014.  9,9959.  0,0001. 
Ich  wandte  das  Mittel  aus  allen  diesen  Zahlen  an;  dieses  ist 
0,0013. 

Für  den  kleineren  Werth  von  ir,,  durfte nur  mit  ge- 
ringerer Genauigkeit  bestimmt  werden;  für  diesen  fand  ich 
aus  4  Beobachtungen  für  log  Brig:  '^—1^  die  Werthe:  ^ 

1,235.  1,250.  1,211.  1.232.  H 

Das  Mittel  hieraug  ist:  1,232.  ^B 

Aus  diesen  beiden  Zahlen  musste  (  .-]  und  |^]  berech- 
net werden.  Die  Schwingungsdauer  des  Magnets  bei  unge- 
acblosgenem  Multiphcatordrahte,  T,  hatte  sich  gefunden; 

=  7",  095  mitt.  Zeit 
und  Beobachtungen  über  die  Abnahme  der  Schwingungen,  die 
geschähe!!,  während  der  Multiplicatordraht  auf  dieselbe  Weise 
geschlossen  war,  wie  bei  den  eben  beschriebenen  Versuchen, 
hatten  das  iogarithmische  Decrement,  d.  h.  nach  imserer  Be- 
zeichnung log  Brig.  e^'    ergeben: 

=  0,0267. 
Hieraus  folgte: 


=  0,0132 


(^r 


=  0,4283^ 


=  0,0252  -i 


i 


Die  Potentiale  P'  und  P"  habe  ich  unter  der  Voraus- 
setzung berechnet,  dass  fUr  die  Windungen  einer  jeden  der 
Drahtrollen  Kreise  substituirt  werden  kömiten,  die  in  gleichen, 
als  unendlich  klein  zu  betrachtenden  Zwischenräumen  lägen. 
Durch  diese  Voraussetzung  wurde    das  Potential  je    zweier 
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Drahtrollen  ein  6faches  Integral;  zu  integrireu  war  nach  den 
Peripherien,  den  Höhen  und  den  Radien  der  beiden  Rollen. 
Die  4  ersten  Integrationen  liesaen  sich  analytisch  mit  Hülfe 
elliptischer  Transcendent«n  ausfiihren,  und  die  numerische  Be- 
rechnung der  Potentiale  hätte  keine  Schwierigkeit  gehabt, 
wenn  nicht  die  Integratiünea  nach  den  Radien  hinzugekommen 
wären;  um  diese  auszufulu'en ,  musste  ich  zu  mechanischen 
Quadraturen  meine  Zuflucht  nehmen ,  und  diese  erforderten 
eine  ziemlich  mühsame  Rechnung.     Das  Resultat  war 

P'  =  -2229000  Zoll 

P"  =  -2  519000  Zoll 
und  hieraus  ergab  sich: 

P  =.  p-  -^li-^,  jf  p"  ^^.  =  -2  383000  Z. 

w,  +»,  w,   +«>, 

Es  wird  hiemacii,  wenn  man  die  Leitnngsfähigkeit  des  Kupfers  < 
=  1  aetzt: 


I92QQadr8t2on. 
Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  folgendermassen  aussprechen: 
Es  ist  die  Constante  «  =  1,  wenn  man  als  Einheit  der 
Geschwindigkeit  die  Gieschwindigkeit  von  1000  Puss  in  der 
Sekunde,  als  Einheit  des  Widerstandes  den  Widerstand  eines 
Kupferdrahtea  von  einer  Quadratlinie  Querschnitt  mid  0,434  Z. 
Länge  annimmt. 
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Ich  habe  vei-sucht  eine  allgemeine  Theorie  der  Bewegung 
der  Elektricität  in  einem  unendlich  dünnen  Drahte  aufeu- 
stellen,  indem  ich  gewisse  Thatsaclien,  welche  bei  constanten 
elektrischen  Strömen  und  Strömen,  deren  Intensität  sich  nur 
langsam  ändert,  stattflnden,  als  .allgemein  geltend  angenommeD 
habe.  Ich  erlaube  mir  hier  diese  Theorie  zu  entwickeln,  und 
ihre  Anwendung  auf  einige  einfache  Fälle  auseinander  zu 
setzen. 


1 


')  Pogg.  Ann.  Bd.  100.  1857. 
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Ich  denke  mir  einen  homogenen  imd  überall  gleich  dicken 
Dralit  Ton  kreisförmigem  Querschnitt;  auf  der  Mittellinie  die- 
ses Drahtes  nehme  ich  einen  festen  und  einen  veränderlichen 
Punkt  an;  das  Stück  der  Mittellinie  zwischen  beiden  nenne 
ich  s;  durch  den  veränderlichen  Punkt  lege  ich  einen  Quer- 
schnitt und  bezeichne  die  Polareoordinaten  eines  Punktes  di^j- 
868  Querschnitts  in  Bezieliung  auf  ein  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist,  durch  p  und  yj.  Icli 
will  die  elektromotorische  Kraft  berechnen,  welche  die  beiden 
Elektricitäten  in  der  Nähe  des  dui'ch  s,  p  und  '//  bestimmten 
Punktes  nach  der  Längsrichtung  des  Dralites  zu  trennen  strebt. 
Diese  Kraft  rührt  her  zum  Theil  von  vorhandener  freier  Elek- 
tricität ,  zum  Theil  von  der  Liduction ,  die  in  Folge  der 
Aenderuiigen  der  Stromstärke  in  allen  Theilen  des  Drahtes  statt- 
findet. In  Beziehung  auf  den  ersten  Theil  kann  man  von  dem 
Coulomb'schen  elektrostaüschen  Gesetze  Gebrauch  machen. 
Es  bezeichne  V  die  Potentialfuiiction  der  freien  Elektricität 
in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt,  also  die  Summe  der 
einzelnen  freien  Elektricitätsmengen ,  eine  jede  dividirt  durch 
ihre  Entfemimg  von  dem  Punkte.  Die  Elektricitätsm engen 
sollen  hierbei  nach  mechanischem  Maasse  gemessen  sein,  d.  li. 
Einheit  der  Elektricitätsmenge  soll  diejenige  sein,  die  auf  eino 
gleiche  Menge  in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkend,  die 
Einheit  der  Kraft  ausübt.  Ueberhaupt  sollen  alle  Grössen, 
die  in  der  Betrachtung  vorkommen  werden,  Stromstärken, 
"Widerstände  u.  s.  w.  nach  mechanischem  Maasse  gemessen 
gedacht  werden  in  der  Weise,  wie  es  "Weber  mehrfach  in 
seinen  elektrodynamischen  Massbestimmungen  angegeben  hat. 
Es  ist  dann  — g-  die  Kraft ,  mit  der  die  freie  Elektricität 
die  Einheit  positiver  Elektricität  in  dem  betrachteten  Punkte 
nach  der  Richtung  zu  bewegen  sucht,  in  der  s  wächst.  Eben 
so  gross  ist  die  Kraft,  die  auf  die  negative  Elektricität  in 
entgegengesetzter  Richtung  wirkt.  Daher  ist  — 2-^  die  auf 
die  Einheit  der  Elektiucität«menge  bezogene,  in  dem  betrach- 
teten Punkte  wirksame  elekti'omotorische  Ki-aft,  die  von  der 
freien  Elektricität  herrührt. 


Ueber  lUe  B(^we°:uug  der  Elektricitüt  iu  Dräht«u. 

Bei  der  Entwickeluug  des  Werthea  yod  I'  werde  ich 
atmehmen,  dass  keine  andere  freie  Elektricität  auf  den  Draht 
wirkt  als  diejenige,  die  in  ihm  selbst  sich  befindet.  Die  Menge 
freier  Elektricität,  die  zui'  Zeit  (  in  dem  Elemente  des  Drah- 
tes enthalten  ist,  das  dem  Elemente  der  MittaUinje  ds  ent- 
spricht, werde  ich  dtu'ch  eds  bezeichnen;  es  aoll  ds  ein  zweites 
Element  der  Mitteilinie  sein,  und  eds  die  Elektricitätsmenge, 
die  in  dem  diesem  entsprechenden  Drahtelemente  verbanden  ist 
Ich  denke  mir  ein  Stück  des  Drahtes,  dessen  Mittelpunkt  in 
ds  liegt,  und  dessen  Länge  2 1  ist,  wo  s  eine  Grösse  bedeuten 
soll,  die  als  unendlich  klein  gegen  die  Länge  des  ganzen 
Drahtes,  aber  zugleich  als  unendlich  gross  gegen  den  Radius 
seines  Querschnittes  betrachtet  werden  darf.  Sobald  daa 
Drahtelement,  in  dem  die  Elektricitätsmenge  e'd»  sich  befindet, 
ausserhalb  dieses  StQckes  liegt,  kann  man  bei  der  Berechnung 
von  V  seine  Elektricität  in  der  Linie  ds  concentrirt  und  den 
Punkt,  auf  den  sich  V  bezieht,  in  der  Linie  ds  liegend  den- 
ken; es  ist  deshalb  der  Theil  von  V,  der  von  dem  ganzen 
Drahte  mit  Ausschluss  des  gedachten  Stückes  herrührt, 

wo  r  die  Entfernung  der  Elemente  dx  und  ds  bedeutet,  und 
wo  die  Integration  über  die  ganze  Mittellinie  mit  Ausschluss 
des  Stückes  von  der  Länge  2e  auszudehnen  ist  Was  den 
von  dem  abgesonderten  Stücke  herrührenden  Theil  von  V  &a.- 
betrifft,  so  kann  man  diesen  nur  berechnen,  wenn  man  die 
Vertheilung  der  freien  Elekricität  innerhalb  eines  Querschnitts 
kennt.  Ich  werde  annehmen,  dass  hier,  wie  bei  einem  con- 
stanten  Strome  und  bei  dem  elektrischen  Gleichgewicht,  sich 
freie  Elektricität  nur  an  der  Oberttäche  befindet,  und  über- 
dies, dass  ihre  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  der  Peripherie 
eines  Querschnitts  dieselbe  ist.  Bezeichnet  «  den  Radius  des 
Querschnitts,  so  ist  hiernach  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricität in  irgend  einem  Punkte  der  OberÜäche  des  gedachten 
Drahtstückes  =  ;~-\  es  ist  daher,  da  man  dasselbe  seiner  un- 
endhcb  kleinen  Länge  wegen  als  gerade  annelmien  darf,  der 
von  ihm  herrührende  Theil  von  V 
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2aJ  J   Vj'+o' 


i-e'-a, 


mCw— V) 


Es  ist  hier  x'  fiir  j'  —  s  geschrieben,  und  i//  bedeutet  den 
Winkel  zwischen  dem  nach  einem  Elemente  der  Drahtober- 
fläche gezogenen  Radius  und  der  Linie,  von  welcher  aus  der 
"Winkel  n-  gezählt  wird.  Führt  man  die  Integration  nach  j' 
aus,  und  benutzt,  dasa  t  gegen  a  und  gegen  g  unendlich  gross 
ist,  so  findet  man  diesen  Ausdruck 

=  -^/'/V'(lg2f-lgya=  +  p--2o;pcos{V''— V) 
d.  h. 

=  2e\\g2%  —  ~j'dxf'lgVa^  +  g^  —  2ctQC0S{xf>'—\f>) 
Setzt  man 

1  d  i/V  lg  Va'  +  e'— 2apcos(i^' — xp)  =  U, 
so  muBs  die  Differentialgleichung 

erflillt  werden,  weil  die  mit  rfi/''  unter  dem  Integralzeichen 
multiphcirt^  Grösse  für  jeden  Werth  von  1^1'  dieser  Gleichung 
genügt;  man  sieht  aber  leicht,  indem  man  als  Veränderliche, 
nach  der  zu  integriren  ist,  ip'^iij  an  Stelle  von  w'  einftihrt, 
dass  (7  von  i/r  unabhängig  ist;  es  muss  also 

sein;  hieraus  folgt  aber 

[/=C,lgy  +  ('„ 
wo  Cj  und  (7,  zwei  unbekannte   Constanten  bedeuten.     Diese 
lassen   sich   leicht   bestimiiien,    indem   man   p  unendlich  klein 
gegen   a   annimmt;   die   Ausführung   der   Integration   in   dem  ^ 
Ausdrucke  von  U  giebt  dann  M 

U=2nlga,  m 

woraus  folgt,  daas  Cj  =  0  ist,  und  U  iBr  alle  vorkommenden 
Wertbe  von  p  diesen  constanten  Werth  hat  Es  ist  mithin 
der  Theü  von   F,  der  von  dem  Drahtstücke  2£  henllhrt, 
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.2,lg^, 


und  also 

wobei  die  Integration  über  den  ganzen  Draht  mit  Ausnahme 
des  Stückes  2e  auszudehnen  ist. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Ausdruck  zu  bilden  für 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem  betrachteten  Punkte 
inducirt  wird  durch  die  Aenderungen  der  StromintensitÄt  in 
allen  Theilen  des  Drahtes, 

Wenn  in  einem  Leiterelemente,  dessen  Länge  t  ist,  die 
Stromintensität,  die  durch  t  bezeichnet  werden  soll,  sieb  än- 
dert, 50  wird  dadurcli  in  einem  zweiten  Leiterelemente  eine 
elektromotorische  Kraft  inducirt,  die  bezogen  auf  die  Einheit 
der  Elektricitätsmenge,  nach  Weber,') 

= i^  g7  ^  ^°^  ^ '  '^^^  ^ 

ist,  wo  6  und  ö'  die  Winkel  bezeichnen,  die  die  beiden  Ele- 
mente bilden  mit  der  ton  dem  ersten  nach  dem  zweiten  ge- 
zogenen Linie,  r  die  Länge  dieser  Linie  und  c  die  constante 
Geschwindigkeit,  mit  der  zwei  Elektricitätstheile  gegen  einan- 
der bewegt  werden  müssen,  damit  sie  keine  Kraft  auf  einan- 
der ausüben. 

Für  alle  Theile  des  Drahtes  mit  Ausnahme  des  schon 
vorher  betrachteten  Stückes  von  der  Länge  2  t  kann  man  die 
elektrischen  Ströme  in  der  Mittellinie  concentrirt  sich  denken; 
der  Theil  der  gesuchten  inducirten  elektromotorischen  Ki-aft, 
der  von  dem  Drahte  mit  Ausschluss  des  genaimten  Stackes 
herrührt,  ist  daher 


8    CB^d 
7'J  at   f 


wo  i"  die  Litensität  des  Stromes  bedeutet,  der  durch  den 
Querschnitt  des  Drahtes  an  dem  Orte  von  da  fljesst,  6  und  ö' 
die  Winkel,  die  die  Elemente  ds  und  ds'  mit  der  Linie  bilden, 
die  von  diesem   nach  jenem   gezogen   ist,  r  die  Länge   dieser 
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Linie,  iind  wo  die  Integration  über  den  ganzen  Draht  mit 
Ausschluss  des  bezeichneten  Stückes  auszudehnen  ist. 

In  diesem  Stücke  darf  man  die  Ströme  nicht  mehr  in 
einer  Linie  concentnrt  sich  denken,  dafür  darf  man  sie  aber 
als  gerade  und  parallel  mit  ds  betrachten.  Durch  den  Anfeings- 
punkt  von  da'  denke  man  sich  einen  Querschnitt  des  Drahtes 
gelegt,  ujid  bezeichne  durch  q,  tp'  die  Folarcoordinaten  eines 
Punktes  desselben  in  Beziehung  auf  ein  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist,  und  dessen  Axe 
parallel  der  Linie  ist,  von  der  aus  der  Winkel  ip  gerechnet 
wird;  bedeutet  dann  •/'  die  Stromdichtigkeit  in  dem  durch  q' 
und  yj'  bestimmten  Punkte,  so  erhält  man  für  den  Theil  der 
inducirten  elektromotorischen  Kraft,  der  von  dem  Drahtstücke 
2e  herrührt,  den  Ausdruck: 

a    in    +« 

Da  man  J'  als  unabhängig  von  x'  ansehen  kann,  so  lässt  sich 
die  Integration  nach  x'  leicht  ausführen;  benutzt  man,  dass  e 
unendlich  gross  ist  gegen  alle  Werthe  von  g  imd  g,  so  findet 
man  dadurch: 

a    2st 

-  S//  Vt  9dgd^'  [lg26—  1  -  lg  y  ^«+^'«-2^^'co8(v.'-v')]- 

0      0 

Da  aber 

c     2n 


I    \  J'  g  do'  dyj'  =  i 


0     0 


ist,  so  ist  dieser  Ausdruck 
=  -l|[(lg2e-l)|-; 


a    in 

0    0  -^ 

Es  wird  daher   die  ganze  inducirte   elektromotorische  Kraft 

—  _  8  dW 
""       c*   dt  ' 

wenn  man  setzt: 
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fV  ^^i'  ^  cos  Ö  cos  Ö'  +  2  i(lg  2  « — 1) 

0  0 

Bei  einem  stationären  elektrischen  Strome  ist  die  Strom- 
dichtigkeit gleich  dem  Froducte  aus  der,  auf  die  Einheit  der 
Elektricitätsmenge  bezogenen,  elektromotorischen  Kraft  in  die 
Leitungsfähigkeit;  ich  mache  die  Annahme,  dass  dasselbe  auch 
stattfindet,  wenn  der  Strom  kein  stationärer  ist  Diese  An- 
nahme wird  erfüllt  sein,  wenn  die  auf  die  Elektricitätstheilchen 
wirkenden  Ej*äfte,  welche  den  Widerstand  ausmachen,  so 
mächtig  sind,  dass  die  Zeit,  während  welcher  ein  Elektricitäts- 
theilchen noch  in  Bewegung  bleibt  nach  dem  Aufhören  von 
beschleunigenden  Kräften  in  Folge  der  Trägheit,  als  unendlich 
klein  angesehen  werden  darf  selbst  gegen  die  kleinen  Zeiträume, 
welche  bei  einem  nicht  stationären  elektrischen  Strome  in  Be- 
tracht kommen.  Nach  dieser  Annahme  hat  man,  wenn  k  die 
Leitungsfähigkeit  des  Drahtes,  J  die  Stromdichtigkeit  in  dem 
durch  die  Werthe  von  «,  q  und  \p  bestimmten  Punkte  zur 
Zeit  t  bedeutet,  die  Gleichung: 

Aus  diesem  Ausdruck  der  Stromdichtigkeit  J  leite  ich 
einen  Ausdruck  für  die  Stromstärke  i  ab,  indem  ich  jenen  mit 
gdgdyj  multiplicire  und  in  Bezug  auf  p  von  0  bis  a,  in  Be- 
zug auf  V)  von  0  bis  2;r  integrire;  da  V  von  q  und  \p  unab- 
hängig ist,  so  erhalte  ich,  wenn  ich 

•  a    in 

setze: 

(2)  ,-=-2.*«3(|r+±.^). 

Dabei  wird: 


=Jl'^COSÖCOSÖ  +  22(lg26  — 1) 


w 

a    2x 


—  :;;rir*jjjj^Q^9^^^ 


0    0    0    o 
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Das  Integral: 

in 


0 


ist  Yon  derselben  Form  wie  das  oben  betrachtete  und  mit  U 
bezeichnete:  aus  den  dort  angeführten  Schlüssen  folgt,  dass 
dasselbe  =  2;rlgp'  ist,  wenn  p  >  (>,  und  =  2;rlg(>,  wenn  q'<q. 
Mit  gdg  mulüplicirt  und  von  0  bis  u  integrirt  giebt  daher 
dieser  Ausdruck: 

Das  dritte  Glied  in  dem  Ausdruck  von  w  wird  also,  da 


«    2n 


I    j  J'  q'  dq  dyj'  =s  i 


0      0 

gesetzt  werden  darf: 

«     in 

=  -2i]ga+f  J'^j'e'de'dxf/] 

0     0 

es  ergiebt  sich  also: 

w  =  Ji'^cosöcosö'  +  2i  (lg  ~  l) 

et    in 

+  J  j  "^-^r-  J'  Q  dQ  ^ V'- 

0     0 

Das  übrig  gebliebene  Doppelintegral  kann  nicht  auf  eine 
einÜEU^he  Form  zurückgeführt  werden,  da  J'  eine  unbekannte 
Funktion  von  q  ist;  sein  Werth  aber  kann  vernachlässigt  werden 

gegen  das  Glied  2i  (lg  —  —  1 J,  und  für  dieses  darf  man  setzen 

2 1  lg  -^ ,  wenn  nur  die  Dicke  des  Drahtes  klein  genug  ist 

gegen   die  Dimensionen  der  Figur,  welche    seine  Mittellinie 

bildet;  denn  man  wird  dann   %  so  wählen  können,  dass  lg  — 

eine  unendlich  grosse  Zahl,  und  €  doch  noch  unendlich  klein 
gegen  die  Dimensionen  der  genannten  Figur  ist.  unter  dieser 
Voraussetzung  wird  also: 

(3)  IT  =  2 1  lg  ^  +  Jr  ^  cos  ö  cos  Ö', 
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en  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des 
E  auszudehnen  ist. 


wo  die  Integration  über  > 

Stückes  von  der  Länge  S 

Zu  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  zwischen  den  4GrÖBBen 
I,  c,   V,  w  lässt  sich  noch  eine  vierte  hinzufügen. 

Durch  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  von  d»  denke 
man  sich  zwei  Querschnitte  gelegt;  in  den  ei-sten  tritt  in  der 
Zeit  rf*  in  das  von  beiden  begrenzte  Drahtelement  die  Menge 
positiver  Elektricität  iiit,  durch  den  zweiten  tritt  in  derselben 
Zeit  aus  dem  Drahtelemente  die  Menge  positiver  Elektricität 

i '+  ^^A  <it',  das  Drahtelement  verliert  also  in  der  Zeit  dt 
an  positiver  Elektricität  .-  ds  dt;  die  negative  Elektricität 
strömt  in  gleichen  Mengen  durch  beide  Querschnitte  in  ent- 
gegengesetzter Richtung;  das  Drahtelement  gewinnt  also  in 
der  Zeit  dt  an  negativer  Elektricität  so  viel,  als  es  an  positiver 
verliert;  seme  freie  Elektricität,  d.  h.  der  Unterschied  seiner 
positiven  und  seiner  negativen,  verringert  sich  also  in  dem 
Zeitelemente  um  2=^  dsdl;  diese  freie  Elektricität  ist  aber 
edi,  und  daher  ist ') 

Die  in  den  vier,  mit  Zahlen  bezeichneten  Gleichungen 
enthaltene  Theorie  will  ich  jetzt  weiter  entwickeln  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Gestalt  der  Mittellinie  des  Drahtes 
der  Axt  ist,  dass  nie  die  Entfernung  zweier  Punkte  derselben, 
zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Drahtes  hegt,  unend- 
hch  klein  ist.  Es  wird  durch  diese  Voraussetzung  der  Fall 
ausgeschlossen,   dass  Inductionsrollen  sich  in  der  Leitung  be- 


')  Der  Ableitung  dieser  Gleichung  liegt  die  VorstelluDg  EU  Grande, 
daiB  auch  bei  Asnt  nicht  stationären  Strome  durch  jeden  Querscluiitt  des 
Leiters  gleichzeitig  gleiche  Mengen  der  beiden  ElektriciCäten  in  eut- 
gegengeselzter  füchtung  eich  bewegen.  Wollte  man  dieee  Voretellang 
nicht  feathaltCD,  so  würde  aber  die  Gleichung  doch  noch  gelten;  man 
mDaste  dann  nur  die  StrotninteiuiitSt  de&tiren  als  dos  arithmetische  Mit- 
tel aus  den  Mengen  beider  Elektricitäten,  webhe  in  der  Zeiteinheit  durch 
den  Qaersctmitt  des  Leiters  ia  entgegengesetüter  Richtung  gehen. 
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finden.    Durch  dieselbe  vereinfachen  sich  wesentlich  die  Glei- 
chungen (1)  und  (3). 

Bezeichnet  A  den  Ort  des  Elementes  ds  und  bezeichnen 
B  und  C  zwei  Punkte,  die  auf  den  beiden  Seiten  in  endlicher 
Entfemiing  von  A  auf  dem  Drathe  liegen,  so  ist  das  Integral 


/ 


ausgedehnt  über  den  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des  Stückes 

B  ACy  eine  endliche  Grösse,  also  unendlich  klein  gegen  2  elg  — ; 

es  darf  deshalb  in  der  Gleichung  (1)  dieses  Integral  nur 
ausgedehnt  werden  über  das  Stück  B  AC  mit  Ausschluss  des 
Theiles  2  b.  Bezeichnet  man  daher  durch  (t  den  Bogen  zwischen 
A  und  einem  variablen  Funkte  des  Drahtes,  so  darf  das  ge- 
nannte Integral  gesetzt  werden: 

AB  ÄO 

da 


/edtr    ,     Ce 


Die  Grösse  —  ist  eine  Punktion  von  a,  die  sich  dem  Werthe 
—  nähert,  wenn  a  sich  der  0' nähert;  die  Integrale 

AB  ÄO 

haben  daher  endliche  Werthe,  denn  die  zu  integrirende  Funk- 
tion wird  nie  unendlich  gross;  man  darf  deshalb  ftU*  das  in 
der  Gleichung  (1)  vorkommende  Integral  auch  setzen: 

AB  AO 

eda 


S'-^*f 


d.  h.     elg-j-  +  elg-j-. 

Die  Wahl  der  Längen  A  B  und  ^  C  ist  willkürlich,  nur 
müssen  dieselben  endlich  sein  gegen  die  Länge  des  Drahtes: 
man  wird  für  beide  die  Hälfte  dieser  Länge  setzen  dürfen; 
ßezeichnet  man  die  ganze  Länge  durch  /,  so  wird  also  die 
Gleichung  (1): 
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d.  h. 

r=2cig-. 

Durch  Betrachtungen  ganz  derselben  Art  sieht  man  ein^  dass 
die  Gleichung  (3)  eine  ähnliche  Form  erhält;  sie  wird: 

M?  =  2ilg  — . 

^  a 

Diese  Werthe   von    V  und  w  sind  in  Gleichxmg  (2)  zu  sub- 
stituiren;  thut  man  dieses,  setzt  der  Kürze  wegen 

und  bezeichnet  den  Widerstand  des  ganzen  Drahtes,  d.  h.  die 

Grösse 

l 

Jen  a^ 

durch  r,  so  erhält  man: 

.      l  (de    ,    4  di\ 

Aus  dieser  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (4) 

nämlich 

o  ö» de 

sind  i  und  e  als  Funktionen  von  s  und  t  zu  bestimmen. 

Eine    partikuläre    Lösung    dieser    Differentialgleichungen 

findet  man,  indem  man 

e  =  A'sin  n  s 

i  =  Fcosn* 

setzt,  wo  n  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  und  X  und 

y  unbekannte  Funktionen  von  t  bedeuten.    Die  Gleichungen 

werden  hierdurch: 


^'=-4y-r(«^+y.^) 


2«  ^=^7- 
Durch  Elimination  von  Y  ergiebt  sich  hieraus: 

dt^    "^  Ufl  dt    "^     2  ' 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 

X=Cie-^«+  C^e-^'S 
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WO    fj    und  Cj    zwei   willkürliche  Conatanten    bedeuten,  « 
Basis   der    natürlichen  Logarithmen    ist,    mid   l^    und   l^    die 
"Wurzeln  der  quadratischen  CJ-leichung  sind; 


Die  Werthe  von  )., 


32  r  i 


nd  Aj  sind  demzufolge: 


'  _S2y 


um  ein  Urtheil  daiüber  zu  gewinnen,  ob  diese  Wurzeln  reell 
oder  imaginär  sind,  soll  ein  specieller  Fall  betrachtet  werden. 
Es  sei  der  Draht  der  Jacohi'sche  Widerstandsetalon,  dessen 
Widerstand  Weber  gemessen  hat.  Dieser  Draht  ist  ein 
Kupferdi-aht  von  7", 620  Länge  und  0"".333  Radius.  Der 
"Werth  von  j-  ist  hiernach  sehr  nahe  =  10.  Den  Widerstand 
desselben    nach    elektromagnetischem   Maasse    hat   Weber') 

=  598 . 10' 
gefunden  bei  Zugrundelegung  von  Millimeter  und  Sekunde  als 
Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit.  Um  den  Widerstand  nach 
mechanischem  Maasse,  also  den  Werth  von  r,  zu  finden,  hat 
man  diesen  Werth  mit  -^  zu  multiphciren.  Da  nun,  bei  Be- 
nutzung derselben  Eiuheiten*), 

c  =  4,39.10" 
ist,  30  ergiebt  sich 

r  =  2,482. 10-» 
Es  folgt  hieraus 

J%  =  »™-  

Die  Grrösse  n,  welche  noch  unbestimmt  gelassen  ist,  soll  später 
so  gewälJt  werden,  dass  nl  ein  Vielfaches  von  n  ist.  Es  wird 
dann  das  negative  Ghed  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den 
Ausdrücken  von  }.^  und  A,  so  gross  ^ein  gegen  1,  dass  es  als 
unendlich  gross  wird  betrachtet  werden  dürfen.  Dieser  Um- 
stand bringt  eine  bedeutende  Vereinfachung  der  Aufgabe  hervor. 
Es  soll  im  Folgenden  nur  der  Fall  untersucht  werden,  dass 
derselbe  Umstand  stattfindet,  d.  h.  dass 

'}  Elektrodjnamisclie  KlHassbesCimmungeu  1850,  S.  252. 
')  Elektrodj-namiBcheMaasflbestiminuugenlTFpber  und  Kohlrausch) 
1SS6,  S.  264. 
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82  y 
rc}r2 

als  unendlich  gross  gegen  1  angesehen  werden  kann;  es  wird 
diese  Voraussetzung  um  so  näher  erfüllt  sein,  je  kleiner  der 
Widerstand  des  Drahtes  bei  gleichbleibendem  Verhältniss 
zwischen  Länge  und  Badius  ist;  es  wird  aber  dieser  Wider- 
stand noch  beträchtlich  grösser  als  der  des  Ja c ob i' sehen 
Drahtes  sein  dürfen,  ohne  dass  die- Resultate,  zu  denen  wir 
gelangen  werden,  aufhören  Gültigkeit  zu  besitzen. 

Unter  den  gemachten  Yoraussetzimgen  werden  die  Werthe 
von  Aj  und  X^ 

wo  der  Kürze  wegen 


gesetzt  ist  Durch  Einführung  neuer  Constanten  an  Stelle  von 
Cj  und  C^  kann  man  dann  den  Ausdruck  von  X  auf  die  Form 
bringen: 

X^  e-^'  f  ^cos^  +  5  sin  '-"ß^ . 
Dabei  ergiebt  sich 

2    \^»         |/2     ;       V2 

Ich  werde  voraussetzen,  dass  für  ^  =  0,  i  =  0,  also  auch  Y^O 
'   ist;  diese  Bedingung  giebt: 

ne   ' 

ÄyT 

die  Grösse  n  soll,  wie  oben  schon  bemerkt  wurde,  einem  Viel- 
fachen von  y  gleichgesetzt  werden;  es  wird  deshalb  der  Nenner 
des  Ausdrucks  von  B  gleich  einem  Vielfetchen  von 


n 


hlV2 
sein;  die  hier  mit  n  multiplicirte  Grösse  ist  aber 

^     82y 
rcV2 
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d.  h.  gerade  die,  von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sie  tmeD 
lieh  groKH  wäre;  es  wird  deshalb  B  unendlich  klein  gegen 
Hein,  und  man  wird  setzen  können: 

r=-     ^-_^e-*Sin-^ 

21/2  V2  • 

Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  resp.  mit  sinn«  und  cos 
und  Hetzt  die  Produkte  den  Grössen  e  und  i  gleich,  so  i 
hält  man  eine  partikuläre  Lösung  der  iiir  e  und  i  geltend 
Differentialgleichungen.  Diese  Lösung  lässt  sich  dadurch  y< 
allgemeinem,  dass  man  in  ihr  zu  5  eine  willkürliche  Constai 
addirt;  dadurch  erhält  man: 

e  =  e  ^**  cos    -*!_-  (A  sin  ns  +  A  cos  ns) 

V2  ^  ^ 

i  = -■=.  0  ■"**  sin  —^  [A  cos  ns  —  -4'  sin  n«) . 

2V2  V2  ^  ^ 

Kino  partikuläre  Lösung  von  anderer  Form,  die  ebenfalls  d 
Btulingung  genügt,  dass  i  fUr  ^  =  0  verschwindet,  ist: 

.•==_^_^i(l_e-"«), 

WO  a  und  h  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Ds 
den  bt^i(U»n  Differentialgleichungen  hierdurch  genügt  wird,  d 
von  über/.ougt  man  sich  leicht,  wenn  man  benutzt,  dass  c 
eine   durch   die  Einftihining   der  Grösse   h  die  Gestalt  eriiä 

-'"  \Ads^  dt)' 

MiUi  erhält  eine  Lösung,  die  man  den  anderweitigen  £ 
dingungen  der  Aufgabe  anpassen  kann,  wenn  man  e  und 
gleich  Summen  von  paiiikulären  Lösungen  der  angegeben 
Können  setzt* 

Gs  soll  nun  der  FsUl  nälier  betrachtet  werden,  dass  d 
l)n\ht  ein  in  sich  zurückkelirender  ist.  Li  diesem  Falle  müss 
f  und  i  gleiche  Wenhe  erhalten  lur  *  =  0  und  för  t  ^  L  n 
:'.war  muss  dieses  siatttinder«.  welches  auch  der  .Anfangspar 
von  je  sein  moce:  das  oruvAiort*  iias<  f  und  i  Funktionen  tob 
sind,  die  perioiiisoh  sind  um  /;  hierzu  ist  nothig,  dass 
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b  =Oimdn  =  m-~ 

ist,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet  Man  bat  daber  für  e  und 
/  die  folgenden  Ausdrücke: 

^  l   y2  ^ 

2v2         ^  i  y2  ^ 

H =e--**  >«  ^l«  sinm-^ — =r^.smm  -y-Ä 

2V2  ^  l  y2  l 

Die  Constanten  a,  ^,  ^4'  lassen  sieb  nacb  dem  Fourier'scben 
Satze  bestimmen^  wenn  «für  ^  =  0  als  Funktion  von  s  gegeben 
ist.  Die  Lösung  lässt  sieb  aber  nocb  auf  eine  andere  Form 
bringen,  welcbe  deutlicher  das  Cbarakteristiscbe  derselben  zeigt. 
Es  sei  für  ^  =  0 

die  Ausdrücke  unter  den  Summenzeicben  in  e  und  i  forme 
man  um  nacb  den  Gleichungen 

cos x^y  ^  Jsin(y  +  ar)  +  Jsin(y  —  x) 
cos^cosy  =  icos(y  +  x)  +  |cos(y  —  x) 
sin  ar  siny  =  —  \  cos(y  +  ar)  +  J  cos(y  —  x)\ 

wenn  man  dann  erwägt,  dass  die  Funktion  /  notbwendig  um  / 
periodisch  ist,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Ausdrücke  von  e 
und  2  folgendermassen  sich  schreiben  lassen: 

Die  Grösse  a  ist  dabei  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

i 

a=yj   f{s)ds', 

0 

d.  b.  la  ist  die  Menge  freier  Elektricität,  die  der  ganze  Draht 
enthält. 

Kircbboff,  Geuunmtite  AbluuidlaDgsn.  10 
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Der  Aiisdnick  von  e  zeigt  eine  seiir  merkwürdige  Anif 
logie  zwischen  der  Fortpflanzung  der  Elektricitat  in  dem  Drahte 
und  der  Fortpflanzung  einer  Welle  in  einer  gespannten  Seite 
oder  einem  longitudinal  schwingenden  elastischen  Stabe.  Wenn 
a  =  0,  d.  h.  die  Gesammtmenge  der  freien  Elektricität  gleich 
0  ist,  so  zerfällt,  wie  ich  mich  ausdrücken  will,  die  Elektricität 
in  zwei  Wellen  von  gleicher  Stärke,  die  in  entgegengesetzten 

Bichtungen  mit  der  GeschwindigkeitT;^  durch  den  Draht  lau- 
fen. Dabei  nimmt  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  überall  pro- 
portional mit  e-*'  ab.  Diese  Abnahme  ist  aber  im  Vergleich 
mit  der  Geschwindigkeit  der  Wellen  eine  sehr  langsame.  Die 
Zeit   nämlich,   welche   eine  jede  von  beiden  Wellen  zu  einem 

Umlaufe  gebraucht,  ist  =  — - — ,  und  daher  das  Verhältniss  der 
Dichtigkeiten  der  Elektricität  an  einem  Punkte  vor  und  nach 
einem  Umlaufe  das  von 

dieses  Verhältniss  ist  aber  unendlich  wenig  von  1  verscliieden, 
da  der  flsponent  von  e  der  gemachten  Voraussetzung  gemäss 
unendlich  klein  ist.  Im  Vergleich  mit  Geschwindigkeiten, 
welche  unserer  Anschauung  zugänglich  Hind.  wird  fi'eihch  die 
Abnahme  der  elektrischen  Dichtigkeit  immer  eine  sehr  sclmelle 
sein.  Wäre  der  Draht  der  Jacobi'sche  Widerstands-Etalon, 
80  wäre  -r-  sehr  nahe  gleich  dem  2000  sten  Theüe  einer  Se- 
kunde: es  würde  mithin  in  diesem  kurzen  Zeiti'aurae  die  elek- 
trische Dichtigkeit  in  dem  Verhältniss  von  e:l,  d.  h.  von 
2,7 : 1  abnehmen. 

Wenn  a  nicht  gleich  0  ist,  oder  die  mittlere  Dichtigkeit 
der  Elektricität  nicht  gleich  0  ist,  ao  ändert  sich,  wie  der 
Ausdruck  von  c  zeigt,  der  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  über 
die  mittlere  Dichtigkeit  gerade  so,  als  ob  die  letztere  gleich 
0  wäre. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  elektrischen  Welle 

hat  sich  hier  =77^  ei^eben,  also  als  unabhängig  sowohl  von 
dem  Querschnitt,  als  von  der  Leitungsfähigkeit  des  Drahtes, 
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als  endlich  von  der  Dichtigkeit  der  Elektricität;  ihr  Wertii 
ist  der  von  41950  Meilen  in  einer  Sekunde,  also  aehr  nahe 
gleich  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Räume. 

Wenn  der  Draht  nicht  ein  in  sich  zurückkehrender  ist, 
80  darf  die  Grösse  b  nicht  gleich  Ü  sein,  und  die  Grössen  n 
können  andere  Werthe  als  in  dem  betiachteten  Falle  haben; 
dafür  sind  filr  die  Enden  des  Drahtes  gewisse  Gleichungen  zu 
erfüllen,  je  nach  den  Bedingungen,  denen  die  Enden  unter- 
worfen sind,  l&i  ein  Ende  isoUrt,  so  muss  au  diesem  immer 
(  =  0  sein;  ist  dasselbe  mit  der  Erde  in  vollkommne  Verbin- 
dung gesetzt,  so  muss  hier  das  Potential  V.  also  auch  e  für 
alle  Werthe  Yon  t  Tersehwindeu.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
die  Ausdrucke  filr  e  und  i  zu  bilden  tiir  die  Fälle,  dass  beide 
Enden  isoliil,  beide  mit  der  Erde  verbunden  sind,  oder  das 
eine  isolirt,  das  andere  mit  der  Erde  iu  Verbindung  gesetzt 
ist.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  an  einem  Ende  immer  eine 
Reflexion  der  Welle,  die  es  trifft,  stattfindet;  ist  das  Ende 
zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  mit  der  Reflexion  eine  ümkehrung 
der  Welle  vcrbundeD,  d.  h.  es  geht  uegative  Elektricität  von 
demselben  aus,  wenn  es  von  positiver  getroffen  wurde;  an 
einem  isolirten  Ende  findet  die  Reflexion  ohne  TJmkehnmg 
statt.  Es  entspricht  also  in  gewisser  Hinsicht  das  abgeleitete 
Ende  dem  festen  Ende  eines  lougitudiiial  schwingenden  Stabes, 
das  insolirte  dem  ^eien  Ende  des  Stabes. 

Es  soll  i^er  ein  anderer  hierher  gehöriger  Fall  betrachtet 
werden.  Es  soll  nämlich  untersucht  werden,  wie  sich  die  Elek- 
tricität in  dem  Schüessungsdrahte  einer  galvanischen  Kette 
bewegt,  bevor  der  Strom  ein  stationärer  geworden  ist.  Ich 
werde  dabei  voraussetzen,  dass  der  Widerstand  der  Kette 
anendlich  klein  gegen  den  des  Schliessungsdrahtes,  und  dass 
der  eine  Pol  derselben  vollkommen  zur  Erde  abgeleitet  ist. 
Mit  diesem  soll  der  Anfang  des  Drahtes  verbunden  sein,  mit 
dem  andern  das  Ende  desselben  zur  Zeit  ( =  0  in  Verbindung 
gesetzt  werden.  Man  wird  dann  annehmen  dürfen,  dass  im 
Anfange  des  Drahtes,  oder  fUr  «  =  0,  das  Potential  immer 
gleich  0  ist,  und  im  Ende,  oder  filr  x  =  1,  immer  einen  con- 
Htanten,  von  der  elekü'omotorischen  Ki-aft  der  Kette  abhängigen 
Werth  hat.    Dieser  Werth  muss,  wenn  Ädie  elektromotorische 


: 


V 

148  Ueber  die  Bew^gting  der  Elektridtät  in  DrfihteiL 

Kraft  bedeutet,  IK  sein.    Die  Bedingungen,  denen  die  Aus- 
drücke von  €  und  t  genügen  müssen,  sind  daher  die  folgenden: 

Es  muss  für 

4y 

t^Q         e  =  0 
sein. 

Der  ersten  Bedingung  wegen  müssen  die  Grössen  Ä  ^0 
sein,  und  es  muss  auch  a  =  0  sein.  Da  e  für  «  =  /  unabhängig 
Yon  t  sein  soll,  so  müssen  die  Grössen  n  der  Bedingung  ge- 
nügen. 

sin  «/  =  0, 
d.  h.  es  muss 

n 

sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet    Damit  überdiess  e  für 
s  =z  l  den  angegebenen  Werth  annehme,  muss 

gemacht  werden.  ' 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

n     c 


und 


^=r 


n 


SO  hat  man  hiemach  fiir  e  die  Gleichimg: 


OD 


e  =  -j-r  s  +  er^^  x**  ^m cos m  r  sin  m  y. 

1 

• 

Die  Constanten  A  bestimmen  sich  durch  die  letzte  Be- 
dingung; nach  dieser  muss  für  alle  Werthe  von  (f  zwischen  0 
und  n 

sein;  aber  nach  dem  Fourier 'sehen  Satze  gilt  zwischen  den- 
selben Grenzen  die  Gleichung: 
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OD 


man  hat  daher  zu  setzen: 


^  4r7t 


m 

Man  erhält  dadurch: 

Bildet  man  den  entsprechenden  Ausdruck  von  t  und  erinnert 
sich  dabei  an  die  Gleichung,  durch  welche  h  definirt  worden 
ist,  so  findet  man: 

OD 

I  = (1  — e—^'^') i-4= e^^^x!^  ^^^^-^sinrnrcosmop. 

Es  soll  nun  die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  entwickelt  werden; 
zunächst  die  des  Ausdruckes  von  i.  Es  kommt  dabei  vor- 
nehmlich darauf  an,  den  Werth  der  in  demselben  vorkommenden 
Summe  zu  finden.  In  derselben  soll  9p  als  eine  Constante  an- 
gesehen, und  sie  als  eine  Punktion  von  t  betrachtet  werden. 
Diese  Funktion  ist  periodisch  um  2;r;  sie  hat  femer  entgegen- 
gesetzte Werthe  fiir  r  und  2;r — r;  es  gentigt  also  die  Werthe 
zu  ermitteln,  die  sie  durchläuft,  wenn  r  zwischen  0  und  n 
liegt.    Es  ist 

•*  —  sm  »w  T  cos  m  y  =  J  2^  ~ — ^  sm  m  (r  +  y) 

Es  ist  aber  die  Summe: 

2m  ^^^^**  sin  mxj 

1 
wenn  x  zwischen  —  n  und  +  n  liegt,  =  —  ^,  und,  weil  sie 
periodisch  um  2^7  ist,  daher  scllgemein 

=  —  I  (o:  —  2;?;r), 

wo  f  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet,  für  welche  x  —  2/?;r  zwi- 
schen —  71  und  +  n  liegt.  Bei  den  Gränzen,  welche  f&r  r 
angenommen  sind,  liegt  r  —  9?  immer  zwischen  —  n  imd  +  n^ 
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da    <j^    f&r  aUe  Pankt'j   des  Drahtes  einen  Werth  zwinlieD 

0  und  :f  hat    Es  ist  deshalb: 

— ^  - .  sm  «  'r  —  ?;  = ^. 

Was  den  Werth  von  r  ^  ff  anbetrifft,  so  kann  dieser  Ueiner 
oder  grosser  als  n  sein.    Es  wird 

-^  -  san  m  ^T  -r  »i*;  = ^- .  wenn  ff  <  m  —  r 

=  —  ^-^  T^         -     qp>if  —  r. 
Es  folgt  daraas: 

^  — —  COS  ifiT  COS  my  =  —  j,  wenn  f;  <  x  —  r 

r         n 
=  —9+0  •'       9>>*  —  T. 

Hierbei  ist  Toraosgesetzt  dass  r  zwischen  0  und  m  liegt^  li^ 
es  zwischen  n  und  2;r,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Summe 

und 

=  '2  —  2 '       "      ^  >  r  —  ff. 

Um  für  grössere  Werthe  von  r  die  Summe  zu  finden,  hat  man 
sich  daran  zu  erinnern,  dass  dieselbe  periodisch  um  2;i  ist. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  es  in  jedem  Augenblicke  in 
dem  Drahte  einen  Punkt  giebt,  in  welchem  die  Strominten- 
sität einen  Sprung  erleidet  Dieser  Punkt  liegt  zur  Zeit 
/  =  0  am  Ende  des  Drahtes,   schreitet  von  hier  mit  der  6e- 

schwindigkeit  ---  gegen  den  Anfang  vor,  geht,  sobald  er  die- 
sen erreicht  hat,  mit  derselben  Geschwindigkeit  gegen  das  Ende 
hin,  kehrt  hier  wieder  um  und  durchläuft  so  fortwährend  die 
Länge  des  Drahtes  mit  derselben  Geschwindigkeit  hin-  und 
hergehend.  In  jedem  von  den 'beiden  Theilen,  in  welche  der 
Draht  in  einem  Augenblicke  durch  diesen  Punkt  getheilt  wird, 
findet  dabei  in  diesem  Augenblicke  überall  dieselbe  Stromin- 
tensität statt,  so  dass,  wenn  s  und  i  zu  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  gemacht  werden,  eine  Linie  entsteht  von 
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der  Form  der  Fig.  8  <-— 

gezeichneten.    Die        

Stromintensität  ist  vor     

dem  Punkte,   in  dem    **  '^  i 

der  Sprung  stattfindet,  ^*«-  ^ 

abgesehen  vom  Vorzeichen,  immer  die  kleinere,  hinter  ihm  die 
grössere,  die  Worte  vor  und  hinter  dabei  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Punktes  gebraucht;  die  ilg.  8  gilt  daher  nur  fiir 
einen  Augenblick,  in  dem  dieser  Punkt  vom  Ende  des  Drahtes 
nach  dem  Anfange  läuft ; 


auf  einen  Augenblick, 
in  dem  das  Entgegen- 
gesetzte stattfindet,  be- ^ 

zieht  sich  Fig.  9.    Die 

Grösse  des  Sprunges  ist  ^-  *• 

oder  wenn  man  durch  J  den  Werth  bezeichnet,  dem  i  bei 
wachsender  Zeit  sich  mehr  imd  mehr  nähert,  d.  L  den  Werth 

K 

von  -, 

=  J.  -— ^  e     '^'. 

Diese  Grösse  hat  ihren  grössten  Werth  für  f  =  0;  aber  auch 
dieser  ist  in  Folge  einer  Voraussetzung,  die  gemacht  ist,  un- 
endlich klein  gegen  J.  Etwas  kürzer  lässt  sich  der  Ausdruck 
für  die  Grösse  des  Sprunges  schreiben,  wenn  man  die  Zeit 
einfllhrt,  die  der  Punkt,  an  dem  er  stattfindet,  oder  eine  elek- 
trische Welle  gebraucht,  um  sich  durch  die  Länge  des  Drah- 
tes fortzupflanzen.  Bezeichnet  man  diese  Zeit  durch  T,  d.  k 
setzt  man 

rp   iy2 

so  findet  man  leicht,  dass  jener  Ausdruck 

=  J.'2ATe-*« 

ist.  Bei  wachsender  Zeit  nimmt  die  Grösse  des  Sprunges  ab, 
aber  so  langsam,  dass  während  der  Zeit  T  nur  eine  unendlich 
kleine  Abnahme  stattfindet. 
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um  den  Vorgang  vollständig  zu  fLbersehen,  ist  es  jetzt 
nur  noch  nöthig,  die  Aendemngen  der  Stroms(&^  am  An- 
fange des  Drahtes  zu  Untersachen.  Es  sei  diese,  also  der 
Werth  von  i  f&r  «  =  0,  i^;  dann  findet  man  bei  Benutzung  der 
neu  eingeführten  Zeichen  J  und  T: 


t,  =  J(l-e-"0  +  ^e-**2' 


—  2»nj o  —  Ä<  >«^ — 1    smmr. 


Setzt  man  f&r  die  Summe  ihren  Werth,  und  bedenkt,  dass 

1  —  1 

ist,  so  ergiebt  sich: 

i^  =  J(l  —  e-"0  +  ^2Ae-*'{2;?T—  0, 
wo  p  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet,  für  welche 

t  —  ZpT 

T 

ein  ächter,  positiver  oder  negativer  Bruch  ist  Es  lässt  sich 
p  auch  definiren  als  die  grösste  ganze  Zahl,  die  in  dem  Bruche 

t'\-  T 
2T 

enthalten  ist. 

Für  Werthe  von  ^,  für  welche  die  Zahl  p  keine  sehr 
grosse  ist,  lässt  der  Ausdruck  von  i^  noch  eine  wesentliche 
Yereinüachung  zu.  Es  ist  nämlich  fOr  solche  die  Grösse  ht 
unendlich  klein,  und  man  kann  bei  Vernachlässigung  von  Grlie- 
dem  höherer  Ordnung  die  Gleichung  fiir  i^  schreiben: 

i^  =  J.  2kt  +  J2h  {2pT—t) 
d.  h. 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  die  Stromintensität  am  Anfange 
des  Drahtes  0  ist  bis  zur  Zeit  t  =  T;  hier  und  in  den  Zeit- 
punkten t=^STf  t=5T  u.  8.  f.  ändert  sich  dieselbe  sprung- 
weise, und  zwar  ist  der  Sprung  doppelt  so  gross,  ab  in 
andern  Punkten  des  Drathes.  In  den  Zwischenzeiten  ist  sie 
constant 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  e  dis- 
cutiren.    Es  ist 
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(-  1)*  .^« «; I  ^>  (-  1)" 


-  COS  mr  Sin  mq>  =  |  ^«  ^ —  sin  m  (r  +  qp) 


1  1 

00 


—  i  2**  -"m^-  sin  iii(t  — <p) 

oder,  sobald  r  zwischen  0  und  n  liegt: 

=  —  ^,  wenn  (p  <n  —  r 

=  —  I  +  f ,   wenn  tp  >  ;r  — t; 

liegt  r  zwischen  ;r  und  2;r,  so  ist  dieselbe  Summe: 

=  —  ^,  wenn<p<T  —  n 

=  ~f  +  I>   wenny>T  — ;r. 

Die  zweite  Thatsache  folgt  aus  der  ersten,  wenn  man  erwagt, 
dass  die  Summe  gleiche  Werthe  hat  für  t  und  2;r  —  r.  Man 
findet  flir  grössere  Werthe  von  t  den  Werth  der  Summe,  wenn 
man  bedenkt,  dass  sie  um  2;r  periodisch  ist. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  in  jedem  Augenblicke  an 
einem  Punkte  des  Drahtes  auch  e  einen  Sprung  erleidet;  die- 
ser Punkt  fallt  immer  mit  demjenigen  zusammen,  in  welchem 
der  Sprung  von  i  stattfindet  Grösser  ist  e  immer  auf  der 
Seite  dieses  Punktes,  auf  der  das  Ende  des  Drahtes  liegt,  kleiner 
auf  der  Seite  des  AnÜEuigs.    Die  Grösse  des  Sprunges  ist 


—  _—  cx  —  ht 


oder,   wenn  man  durch  E  den  constanten  Werth  von  e  am 
Ende  des  Drahtes  bezeichnet: 

=  J5e-'^'. 

Auf  der  Seite  des  Punktes,  in  dem  der  Sprung  stattfindet,  auf 
welcher  der  Anfang  des  Drahtes  liegt,  ist 

e  =  ^.  l(l-e-n 
und  auf  der  Seite  des  Sudes 

e=  £{i-(l  — e-*«)  +  e-**). 


UM 


fS«,   'JL 


9 


ÜAciKt  BkAn  «  and  9  m 
redisirink&eEzi    Coordi'- 


119.12. 


;     SEtsticilt  dAh9'  for  6IOe!D 

ge«is0i  Weitfa  tod  i 
eine  Linie  Ttm  der  Form 
10;  wenn  /  ein 
misages  YieI£M!hes  Ton 
T  nidit  übenchreitely 
so  hat  die  Linie  die  Ge- 
stalt Ton  Kg.  11;  sie 
nähert  sich  der  geraden 
Linie  Fig.  12,  je  weiter 
/  wächst 
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Li  einer  froheren  Abhandlnng')  habe  ich  eine  Theorie  der 
Bewegung  der  Elektricität  in  linearen  Leitern  angestellt;  ich 
will  jetzt  zeigen,  wie  die  dort  durchgeführten  Betrachtungen 
fdch  80  Terallgemeinem  lassen ,  dass  sie  auf  Leiter  jeder  Gre- 
stalt  anwendbar  werden. 

L^h  bezeichne  durch  Xy  y^  z  die  recht¥dnkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  des  Leiters;  den  Strom,  der  zur  Zeit  /  in  die- 
sem Punkte  fliesst,  zerlege  ich  nach  den  drei  Coordinatenaxen 
und  nenne  11,  r,  tr  die  Stromdichtigkeiten  der  CSomponenten; 
diese  Stromdichtigkeiten  werden  gleich  sein  müssen  den  Pro- 
dukten aus  den  Componenten  der  im  Punkte  {x^  y,  z)  wirk- 
samen, auf  die  Einheit  der  Elektricitätsmenge  bezogenen,  elek- 
tromotorischen Kraft  in  die  Leitungsfahigkeit  Diese  elektro- 
motorische Kraft  rührt  her  zum  Theil  von  vorhandener  freier 


1)  Pogg.  Annal.    Bd.  102.    1857. 

2)  8.  oben  p.  181. 
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Elektricität ,  zum  Theil  von  der  Iniluction,  die  in  Folge  der 
AenderuDgen  der  Stromstärke  in  allen  Theilen  des  Leiters 
stattfindet.  Bezeichnet  ii  die  Potentialfunktion  der  freien  Elek- 
tricität in  Bezug  auf  den  Punkt  {j",  y,  z),  so  sind  die  Compo- 
nenten  des  ersten  Theiles  der  elektromotischen  Kraft 


.dSi 


,  8Si 


dSi 


2°:^    2 -— 


Um  die  Componenten  des  zweiten  Theilea  angeben  zn 
können,  bezeichne  ich  durch  f,  y,  z  die  Coordinaten  eines 
zweiten  Punktes  des  Leiters,  durch  v',  o',  w  die  Werthe  von 
w,  V,  w  fiir  diesen  Punkt,  durch  r  die  Entfemiing  der  Punkte 

{r,  y,  z)  und  (j',  y,  z),  und  setze: 

v-ns'-^^  !'-'■)  [«■(■'-'■) + "■  <»-»■> + »■  ('-'■)] 

WO  die  Integrationen  über  das  ganze  Volumen  dea  Leiters  aus- 
gedehnt gedacht  sind.  Nach  dem  Weber'schen  Gesetze  der 
Indaction  sind  dann  die  Componenten  des  zweiten  Theiles  der 
betrachteten  elektromotorischen  Kraft: 

8  SC  B   ar         8   SIT 


"•  öi' 


'  dt' 


'  dt' 


WO  c  diejenige  constante  Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  der 
zwei  Elektricitätstheüe  gegen  einander  bewegt  werden  müssen, 
damit  sie  keine  Kraft  auf  einander  ausüben.     Ist  daher  k  die 

Leitungsfähigkeit  des  Leiters,  so  hat  man: 


(1) 
(2) 
(S) 


-2Ä 


an  , 


^'81  } 


Dass  die  &eie  Elektricität  auf  die  Oberßächß  des  Leiters  be- 
schränkt ist,  wie  beim  Gleichgewicht  oder  bei  conatanten  Strö- 
men, darf  man  hier  nicht  annehmen;  es  ^^■i^d  sich  in  der  That 
zeigen,  dass  im  Allgemeinen  das  Gegentbeil  stattBndet.  Ich 
bezeichne  durch  e  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  im 
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Punkte  [x,  y,   z),   durch   e'   die   im  Punkte  [x,  y',  z),  durdi  e 

ihre   Dichtigkeit   in   einem   Elemente   der  Oberfläche  dS   und 

durch  e  dieselbe  für  ein  zweites  Element  der  Oberfläche  dS, 

dann  ist: 

,4)  n-^'-^'^i+J'-^e, 

WO  die  erste  Integration  über  das  ganze  Volumen,  die  zwrät^ 

über  die  ganze  Oberfläche  des  Leiters  auszudehnen  ist. 

Zu  diesen  Gleichungen  lassen  sich  noch  zwei  hinzuiiigeii, 
die  sich  auf  die  mit  der  Zeit  stattfindenden  Aenderungen  der 
Dichtigkeiten  der  freien  Elektricität  beziehen.  Für  jeden  Punkt 
im  Innern  des  Leiters  ist  nämlich: 


(5) 


;,  +  7 


2  "sc 


und,  bezeichnet  man  durch  JV  die  nach  dem  Innern  des  Lei- 
ters gerichtete  Normale  des  Elementes  dS  seiner  Oberfläche, 
so  ist  femer  für  jeden  Punkt  dieser  Oberfläche: 

(6)     w  cos  {N,x)  +  V  cos  {Njj)  +  K  cos  {N.z)  =-\% 


Aus  den  aufgestellten  Gleicbungeu  lässt  sich  eine  merk- 
würdige Relation  zwischen  &  und  il  herleiten.   Substituirt  man 

nämlich  die  Werthe  von  a,   v,   w  aus  (1),  (2),  (3)  in  (5),  und 
benutzt,  dass: 

ist,  80  findet  man: 

St  =  -  lö*  r *  -  c'  hl  löT  +  3T  +  -e^JJ  ■ 

Da  die  Gleichung  für  U  sich  schreiben  lässt: 


öi 


U=  -fdydy'd,'  -£lu'[^-y)  +  v'iy-y)  +  w'[z-z)'], 


r 

—Jdx'dy'dz 
—  jdj-'  dy'  dz'  ■ 


A 


r  [«■(j-y)  +  o'{y-j-)  +  »  [!-,')}. 
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ergiebt  sich; 

eu     qr     dw 

«I  "•"  äj  +  "8." 


filr  alle  Punkte  (x',  y,  2'),  die  nicht  mit  dem  Pnnkte  (x,  y,  z) 
zusammenfallen;  und  ausgedehnt  Über  einen  unendlich  kleinen 
Kanm,  in  dem  der  Punkt  [x,  y,  z)  liegt,  sind  die  lutegrali', 
welche  die  zweiten  Theile  von  -.-,  -,— ,  -^^  bilden,  unendlich 
klein.  Von  der  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  überzeugt 
man  eich  leicht  durch  dasselbe  Verfahren,  durch  welches 
Gauss  nachgewiesen  hat,  dasa  zu  dem  Potentiale  von  Massen, 
die  continuirlich  einen  Baum  ei-filllen,  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt  in  diesem  Haumc  die  Massen,  die  dem  Punkte  unend- 
lich naJie  liegen,  nur  unendlich  wenig  beitragen.')  Ersetzt  man 
in  dem  Integrale,  welches  die  rechte  Seite  der  gefundenen 
Gleichung  bildet,  die  nach  j.-,  y,  z  genommenen  Differential- 
iiuotienten  durch  die  negativen  nach  /,  y,  z  genommenen, 
zerlegt  dasselbe  in  drei  Theile  und  integrirt  den  ersten  partiell 
nach  X,  den  zweiten  nach  y,  den  di-itten  nach  z,  90  erhält  man: 


SU  .  ar  , 


dW 


dy  ^  dz 
f  \u  cos  (iV,  x)  +  X. 


cos  {N\y)  +  H 


sWr)] 


WO  N'  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  des  Oberflächen- 
elementes dS  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(6),  (5)  und  (4)  lässt  sich  diese  Gleichung  aber  schreiben: 


0  Beeoltate    aus    den    Beobachtungeu 
1889,  8.  7. 
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du      dV      bW  _  1  bSl 

dx  ■*"  öy  ■*"  ör   ""  2    ar 

Hieraus  folgt: 

(„  |f_-8»(2,.-i/^). 

Man  ersieht  ans  dieser  GleichuBg  sehr  deutlich,  dass  nur  aus- 
nahmsweise t  =  0  sein  kann,  dass  also  im  Allgemeinen  auch 
im  Innern  des  Leiters  sich  fireie  Elektricität  befindet  Es  ist 
wohl  wahrscheinlich,  dass  bei  den  sogenannten  mechanischen 
Wirkungen  des  Entladungsstromes  eines  Leydener  Flasche,  z.  B. 
dem  Zenrtäuben  eines  feinen  Drahtes,  diese  im  Innern  befind- 
liche freie  Elektricität  eine  wesentliche  Bolle  spielt 


Ich  will  die  hier  entwickelte  Theorie  jetzt  auf  den  Fall 
anwenden,  den  ich  in  der  im  Eingange  angeführten  Abhand- 
lung betrachtet  habe,  auf  den  Fall  nämlich,  dass  der  Leiter 
ein  imendlich  dünner  Draht  ist,  in  dessen  Nähe  keine  andere 
elektrische  Körper  vorhanden  sind.  Ich  will  nachweisen,  dass 
diese  allgemeinere  Theorie  dieselben  Resultate  liefert,  die  ich 
dort  hergeleitet  habe,  ausserdem  aber  noch  gewisse  Fragen 
beantwortet,  die  dort  unbeantwortet  geblieben  sind. 

Ich  werde  die  allgemeinen  Gleichungen  zunächst  verein- 
fachen durch  die  Einfuhrung  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leiter  ein  Cylinder  von  kreisförmigem  Querschnitt  ist,  und 
dass  die  Strömungen,  sowie  die  Vertheilung  der  freien  Elektri- 
cität, symmetrisch  zur  Axe  süid.  Ich  nehme  die  Axe  zur 
^-Axe;  für  y  und  z  führe  ich  neue  Coordinaten  q  und  (p  ein, 
so,  dass 

y  =  Q  cos  (fy     z  a  ()  sin  ^ 

ist;  entsprechend  setze  ich: 

y  =  Q  cos  (p\    /  =  o'  sin  qp'. 
Ich  bezeichne  femer  die  Stromdichtigkeit  der  auf  der  Axe  des 
Oylinders  senkrechten  Componente  des  Stromes  —  positiv  ge- 
rechnet in  der  von  der  Ajce  fortgehenden  Sichtung  —  für  den 
Punkt  {xj  Qy  (f)  durch  a  und  für  den  Punkt  {x,  g   y')  durch  a. 

Es  ist  dann: 

V  =  (T  cos  y,     tt?  =  ö"  sin  (p, 

v'  =  (/  cos  (p%    w  =  G  sin  (p. 
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Man  hat  daher: 

,Qx  Ol  (^^   I    4  dü\ 

wo 

(9)  U  =  ^l^JMM.  (:,  «  :p')  [^' (^  ^  ^')  +  ^(p  cos  (y -  y')  -  pO]. 

Vernachlässigt  man  die  Wirkung  der  auf  den  Grundflächen 
des  Cylinders  befindlichen  freien  Elektricität ,  so  lässt  sich, 
wenn  a  den  Radius  des  Cylinders  bezeichnet,  die  Gleichung  (4) 
schreiben: 

(10)  Sl  =^^'  f'  y  ^'  e'  +  a  f^^LiüL  e'. 
Die  Gleichung  (5)  wird: 

(")  r.  +  jt-'ir,-' 

und  die  Gleichung  (6),  die  sich  auf  die  Oberfläche  bezieht: 

(12)  <^  =  J  If 

Die  Ausdrücke  von  Sl  und  U  nehmen  eine  wesentlich  ein- 
fachere Gestalt  an,  wenn  man  die  Voraussetzung  einführt,  dass 
der  Querschnitt  des  Cylinders  unendlich  klein  ist,  während 
seine  Länge  eine  endliche  ist.  Ich  nenne  /  diese  Länge,  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  lege  ich  in  den  Mittelpunkt  des 

Cylinders,  die  Litegrationen  nach  x'  sind  dann  von  —  ^^  bis 
+  -  auszudehnen.    Der  Kürze  wegen  setze  ich 

für  dx  kann  dann  in  den  Litegralen  d^  geschrieben  werden; 
die  Litegrationen  nach  |  sind  zwischen  den  Gränzen  —  0^  --  * 

und  -  —  a-  zu  nehmen,  von  denen  die  erste  stets  negativ,  die 

zweite  «tets  positiv  ist.  Die  in  den  Litegralen  vorkommende 
Grösse  r  ist  bestimmt  durch  die  Gleichimg 

r'  =  t*  +  ß*> 

WO 

ßi=.Qi  +  Q'i^  2qq'  cos  {(p  -  (py 

um  mit  der  Umformung  des  zweiten  Theiles  von  ii  zu  be- 
ginnen, denke  ich  mir  in  dem  Litegrale 


4jO  V-mr  dit  IkPtfciAJLir  Q*r 


.'^         rf£* 


•'     1  r«  -  r 

s 

_     6f  ^ r^t  £^    

i^«iL  lift»!^  ^dziG  TfjsL  der  Fonn: 

1        ^  .^    f*rf£ 

iSft  M  aller: 

dB 


J  )  dr*  ^  £*         ^  *  * 


UrVuA  j"?  uueudlich  klein  ist  was  stattfindet  wenn  a  imeDdliGh 
ki^ifi  iift,  M>  wird  hiemach  der  erste,  imd  nur  der  erste,  jener 
Tb^il«  unendlich  gross.  Man  darf  daher  alle  folgenden  llieile 
m^i^Hu  den  ersten  remachlässigen,  also  setzen: 


^d^  Ol       V/*-4x* 


r-^.ii.=  2.log 


</der   aiich^    indem   man  wieder  Endliches    gegen    unendlich 
(imm^^  vernachlässigt: 


=  2elog|. 


W4fiUfr  i«t  nun: 

u 
flogßdtp'  =  2^1og(>',  wenn  p'  >  (>. 

0 

In  dem  zweiten  Theile  von  ü  ist  g  =^  a  za  setzen;  es  ist  da- 
her dieser  zweite  Theil,  nämlich 
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/dx' dcp'    , 

=  47iae\og—  . 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  in  Beziehung  auf  den 
ersten  Theil  von  ii  anstellen.  Bezeichnet  man  den  Werth, 
den  e  in  dem  Punkte  {x,  o,  cp')  hat,  durch  Sq,  so  findet  man 
durch  dieselben,  dass 

J-^^'=2.'„logl 

gesetzt  werden  darf;  weiter  ist: 

C\ogßd(p'  =  2n\ogQ\    wenn  g  >  q 
und  =2;rlog(>,     wenn  q  >q: 

für  den  einen,  wie  für  den  andern  dieser  beiden  Ausdrucke 
kann  man  aber  2  ti  log  a  schreiben,  wenn  man  Endliches  gegen 
unendlich  Grosses  vernachlässigt;  es  wird  deshalb 

p^:^iJ3L  ,'=4^  log  1  jV  dQ  e\ . 

0 

Setzt  man 

a 

2na€  +  2n\  g  do  Bq  =  £", 

0 

d.  h.  bezeichnet  man  durch  Edx  die  Menge  freier  Elektrici- 
tät, die  in  dem  dem  Elemente  dx  entsprechenden  Theile  des 
Drahtes  enthalten  ist^),  so  ergiebt  sich  also: 

(13)  fl  =  2jElog-^. 

Id  derselben  Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  Ü  in  der 
Gleichung  (9)  behandeln.  In  demselben  denke  ich  mir  v  und 
G  nach  Potenzen  von  |  entwickelt,  und  dabei  die  Werthe  von 
M  und  o  för  den  Punkt  {x,  g\  qp')  durch  u^  und  a^  bezeichnet 
In  den  Theilen,  in  welche  der  Ausdruck  sich  dann  zerlegen 
lässt,  kommen  Integrale  vor  von  der  Form: 


/, 


(/?»+n^" 


0  Es  ist  £  hier   dieselbe  Grösse,   die  ich  in   der  oben  angeführten 

Abhandlang  e  genannt  habe. 

Kirehhoff,  Q«Muimiel(e  Abhandlangen.  11 


/; 


/, 
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Es  ist: 

J(ß'  +  ^^^        n-2y^+"^       n-2^  Jo?«  +  €«)l' 

^d^  1 

Von  den  Integralen  der  betrachteten  Form,  wenn  sie  genom- 
men werden  von  einer  negativen  bis  zu  einer  positiren  end- 
lichen Gränze,  ist  daher  dasjenige,  für  welches  n  =  2  ist,  und 
nur  dieses,  unendlich  gross ,  faUs  ß  unendlich  klein  ist.  Alle 
übrigen  Integrale  lassen  sich  daher  gegen  dieses  yemachl&ssi- 
gen  und  in  ihm  kann  der  endliche  Theil  auch  fortgelassen 
werden.    Als  Faktor  kommt  in  demselben  die  Grösse 

m'o  -  -^  (p  cos  (qp-qp')  -  g") 

vor;  wegen  der  Kleinheit  von  g  und  g'  kann  aber  hieif&r  u\ 
gesetzt  werden.  Hiemach  erhält  man  durch  eine  Sedmunj^ 
die  derjenigen  gleich  ist,  welche  oben  in  Bezug  auf  .ß  ange- 
stellt ist: 

U==47tlog—JgdguQ. 

Bezeichnet  man  die  Elektricitätsmenge,  welche  in  der  Zeitein- 
heit durch  den  Querschnitt  des  Drahtes  fliesst,  also  die  Inten- 
sität des  Stromes,  durch  z,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  ein« 
flacher  schreiben: 

C7=2ilog-. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  U  und  den  Werth  youQ 
aus  (13)  in  die  Gleichung  (8),  so  erhält  man: 


«.-..»gi*(if+i,ij) 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  unabhängig  von  g^  es 
ist  also  auch  u  von  g  unabhängig  und  daher 


i  =  na^u: 


mithin  ist  auch: 

(14)  ,=  _4„««Älogl(|f+^|j} 

Eine  zweite  Gleichung  zwischen  den  Grössen  E  und  i  erhBlt 
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man  aus  den  Grleichimg(?ii  (11)  uud  (12).  MultipÜcirt  man 
nämlich  die  erste  von  diesen  mit  prfprfy,  integrirt  sie  über 
den  Qiiersclmitt  des  Drahtes  und  zieht  von  ihr  die  zweite  ab, 
nachdem  diese  mit  2ra«  multiplicirt  ist,  so  erhält  man: 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  ist  voraus- 
gesetzt, dass  der  Draht  gerade  ist.  Da  dieselben  aber  zeigen, 
das3  auf  den  elektrischen  Zustand  an  einer  Stelle  des  Drahtes 
die  elektrischen  Zustände  aller  Punkte,  die  in  endUcher  Ent- 
fernung von  dieser  liegen,  von  keinem  Einfluss  sind,  so  wer- 
den sie  auch  gehen,  weno  der  Draht  gekrümmt  ist,  sobald 
nur  der  Radius  der  Krümmung  überall  endlich  ist  und  nicht 
Punkte  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  zwischen  denen  ein 
eodliches  Stück  des  Drahtes  sich  befindet.  Die  Grleichungen 
(14)  und  (15)  sind  aber  dieselben  wie  diejenigen,  zu  denen  ich 
&r  denselben  Fall  In  der  oben  angeführten  Abhandlung  ge- 
kommen bin.  Die  hier  entwickelte  allgemeinere  Theorie  führt 
also  zu  denselben  Residtaten,  wie  die  dort  auseinander  gesetzte; 
sie  führt  aber  auch  noch  zu  weiteren.  Hat  man  nämlich  aus 
(14)  und  (15)  E  bestimmt,  dann  aus  (13)  Q,  so  kann  man  durch 
Integration  von  (7)  e,  oder  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricität  im  Innern  des  Drahtes,  finden,  sobald  nur  fili'  den  An- 
fangspunkt der  Zeit  t  gegeben  ist  Ist  der  Anfangswerth  von 
c  unabhängig  von  f,  so  ist  immer  e  hiervon  unabhängig,  d.  h. 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  in  allen  Punkten  eines 
Querschnitts  ist  dieselbe;  denn  nach  (13)  ist  .Q  unabhängig 
von  p,  und  in  der  Gleichung  (7)  konunt  p  nicht  vor.  Kach 
der  Bestimmung  von  i  kann  man  weiter  e  finden;  wenn  der 
Anfangswerth  von  t  unabhängig  von  p  ist,  was  vorausgesetzt 
werden  soll,  so  dient  hierzu  die  Gleichung: 

Unter  derselben  Voraussetzung  ist  es  eudhch  leicht  a  aus  c 
zu  berechnen ;  es  ist  nämlich : 

^        2  «  5/ 
Da88  diese  Gleichung  fiir  p  =  a  richtig  ist,  lehrt  die  Gleichung 
(12),   und   dasa  a  proportional  mit  g  ist,   die  Gleichung   (11); 
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oialtiplicirt  man  nämlich  diese  mit  gdp  und  integrirt  sie,  in*  1 
dem   man    benutzt,   dsss  u  und  t  imabhäDgig   von  o  sind,   so 
findet  man  aus  ihr: 

Die  Coiutante  der  Integration  moss  aber  gleich  0  sein,  dem 
für  p  =  0  durf  <r  nicht  unendlich  werden,  sondern  es  moss  im 
Gegentheil  verschwinden ,  weil  in  der  Aie  des  Drahtes  die 
Strömungen  die  Richtung  der  Axe  haben  müssen. 


Ich  habe  die  Lösung  der  Gteicliungeu  (14)  und  (15}  an 
dem  mehrfach  erwähnten  Orte  für  einen  Fall  disimtirt,  dem 
man  sich  um  so  mehr  nähert,  je  kleiner  man  den  Widerstand 
des  Drahtes  macht,  und  habe  nachgewiesen,  dass  in  diesem 
Falle  sich  die  Elektricität  in  dem  Drahte  ähnlich  fortpflanzt, 
wie  eine  Welle  in  einer  gespannten  Saite,  und  zwar  mit  der 
Geschwindigkeit,  die  das  Licht  im  leeren  Eaume  bat.  Es  ist 
von  Interesse  auch  den  entgegengesetzten  Fall  zu  untersuchen, 
den  nämlich,  dem  man  sich  um  so  mehr  nähert,  je  grösser 
der  Widerstand  des  Drahtes  wird.  Ich  will  dieses  hier  thun 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Enden  des  Drahtes 
mit  einander  verbunden  sind. 

Ich  bezeichne  wieder,  wie  in  der  früheren  Abhandlung, 
den  Widerstand  des  Drahtes  durch  r,  und  setze 


log 


dann  ist  die  Lösung  der  DifTerentialgleicbungen  (14)  und  (15), 
welches  auch  der  Werth  von  r  sein  möge,  die  folgende: 

£:  =  ^(Ci-^^.'+C,r-M)8in«:r  +  (C,'e-^'+C;e-'^)cos«T, 

'-  bezeichnet,  Aj  und  i,  die  Werthe : 


wo  n  ein  Vielfaches  ^ 


^/-l^-')'] 
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haben,  Cj,  Q,  C/,  C^  willkürliche  Constanten  sind,  und  die 
Summation  über  alle  Werthe  von  n  auszudehnen  ist.  Die 
Constanten  C  bestimmen  sich  leicht,  sobald  E  und  i  für  ^  =  0 
gegeben  sind;  hat  man  nämlich  die  Funktionen  von  ^,  in 
welche  E  und  i  für  ^  =  0  übergehen  sollen,  dargestellt  in  der 

Form: 

2(En  sin  nx  +  E'n  cos  nx) 
und 

-2'(—  in  COS  nx  +  i'n  sin  nx) , 

so  hat  man  die  Gleichungen: 

£„  =  Cj  +  Cg 

'■«  =  ^  (i)  c-i  +  ^  Ci) 

und 

E\  ==  Ci  +  C^' 

i'n  =  2^  (/'i  C/  +  /^  Cj'); 
die  Auflösungen  dieser  sind: 

•7    Aj  -ßn  —  2 « In 

>nr  /  ij  Jt  n  —  2«t  n 

^'  -      h-x,        • 

In  der  früheren  Abhandlung  ist  der  Fall  untersucht,  dass 

32  y 


erY2 

als  unendlich  gross  betrachtet  werden  kann;  es  soll  nun  an- 
genommen werden,  dass  diese  Grösse  unendlich  klein  ist  Es 
sind  dann  die  beiden  Wurzeln  X^  und  A,  reell;  ist  Aj  ^® 
grössere  von  beiden,  so  ist  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern 
niederer  Ordnung: 

Hieraus  folgt: 

^i       \erV2      I  ' 

dieser  Ausdruck  ist  unendlich  klein,  da  n/  ein  Vielfaches  von 
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2ny  also  endlich  ist  Die  Ausdrücke  der  Grössen  C  lassen  sich 
hiemach  schreiben: 

Cr   jp  2n  .  >nr '  jp  f        2«./ 

1  —  J^n  —  TT  ^'  ^   —     **  —  X  ^  * 

Cr  ^ir_i«^*f     r" ^fr'-L^**»' 

Der  CoefiGcient  von  sin  n^  in  dem  Ausdrucke  von  E  wird 
daher: 


oder 


^ne-^^'-^-^inie-'^'-e-^^ 


und  der  Co&fiGcient  von  —  cos  nor  in  dem  Ausdrucke  von  i: 

Man  erhält  hieraus  die  Coefficienten  von  cos  na:  in  f  und 
von  sin  nor  in  t,  wenn  man  für  £«  und  4  setzt  En  nnd  t»^ 
Schliesst  man  den  Fall  aus,  dass  der  Anfangswerth  von  i  un- 
endlich gross  ist  gegen  die  Werthe,  die  i  bei  ungeändertem 
Anfangswerthe  von  E  erhält,  wenn  der  An£emgswerth  von 
I  =s  0  ist,  so  vereinfachen  sich  diese  Ausdrücke.  Es  ist  näm- 
lich  aus  ihnen  ersichtUch,  dass,  wenn  z  =  OfÜr/  =  0,  d.L 

wenn  i„  =  0  ist,  i  von  der  Ordnung  von  E^  ist;  es  ist  also 

bei  der  ausgesprochenen  Beschränkung  in  von  der  Ordnung 

En^^y  und  es  werden  sich  die  Coefficienten  von  sin  nor  in  £ 

und  von  —  cos  nx  in  i  schreiben  lassen: 

Ene-^^' 
und 


^-2^«-^'  +  (^-^2-n)«-^'- 


Schliesst  man  femer  von  der  Betrachtung  diejenigen  Werthe 
von  t  aus,  die  so  klein  sind,  dass  k^  t  unendlich  klein  ist,  so  ist 
X^t  unendlich  gross,  und  daher  der  zweite  Term  in  dem  zwei- 
ten dieser  Ausdrücke  gegen  den  ersten  zu  vernachlässigen. 
Da  dieselben  Betrachtungen  auch  in  Bezug  auf  die  Coefficien- 
ten von  cos  nx  und  von  sin  n^  in  den  Ausdrücken  von  JSund 
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i  gelten,   so  werden  diese  Ausdrücke,   we 
den  oben  aufgestellten  "Werth  substitiiirt: 


1  man  noch  fiir  A, 


(16) 
(17) 


E  =  2  \E^  sin  nx  +  E^  cos  nx)  e 
=  *-^2n{-E„co&nx+E„w:\nx)e 


Diese  Ausdrücke  sind  unabhängig  von  c;  es  sind  die  Lösungen 
der  Differentialgleichungen,  die  aus  (14)  und  (15)  entstehen, 
wenn  man  c  unendlich  gross  setzt,  nämlich  der  Differential- 
gleichungen : 

^^rl^E 

di         leE 


dt  r     dx" 

welche  Gleichung  von  derselben  Form  wie  diejenige  ist,  welche 
die  Fortpflanzung  der  geleiteten  Wärme  bestimmt.  In  dem 
betrachteten  Falle  pflanzt  sich  also  die  Elektricität  ähnlich 
wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Dass  hei  der  über  den  Widerstand  r  gemachten  Voraus- 
setzung die  Gleichungen  (16)  und  (17)  wii-klich  Lösungen  der 
Gleichungen  (14)  und  (15)  sind,  lässt  sich  auch  leicht  a  poste- 
riori nachweisen.  Man  Überzeugt  sich  nämlich  ohne  Schwie- 
r^eit,  dass  bei  jener  Voraussetzung  -j.|  unendlich  klein 
gegen  -3-  ist,  wenn  filr  1  und  E  ihre  Werthe  aus  (17)  und  (16) 
gesetzt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  der  Fall,  dass  der  Draht 
ein  in  sich  zurückkehrender  ist,  hier  behandelt  ist,  lässt  sich 
«ich  der  Fall  behajideln,  dass  die  Enden  des  Drahtes  getrennt 
sind  und  in  ihnen  das  Potential  zwei  constante  Werthe  hat 
Man  findet  iiir  diesen  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Wider- 
stand des  Drahtes  gross  genug  ist,  dieselbe  Analogie  zwischen 
der  Fortpflanzung  der  Elektricität  und  der  der  geleiteter 
Wärme,  die  sich  hier  gezeigt  hat. 
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Bei  dem  Jacobi'schen  WiderstandBetalon,  einem  Kv^ 
drahte  von  7".62  Länge  und  0™°.333  Radius  ist,  wie  an  dem 
mehrfach  erwähnten  Orte  gezeigt  ist, 
^^-J-  =  2070; 

bei  einem  Drahte  von  demselben  Material,  demselben  Qu^- 
Bchnitt  und  einer  Länge  von  1000  Kilometer  ist  dieselbe  Grösse 
=  0,034;  sie  kann  bei  jenem  näherui^sweiae  als  unendlich 
gross,  bei  diesem  als  unendlich  klein  betrachtet  werden;  ea 
pflanzt  sich  bei  jenem  die  Elektricität  ähnlich  wie  eine  Welle 
in  einer  Saite,  bei  diesem  wie  die  geleitete  Wärme  fort. 

Thomson')  hat  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem 
unterseeischen  Telegraphendrahte  mitei-aucht;  er  bat  dabei  die 
Annahme  gemacht,  ohne  die  Zulässigkeit  derselben  zu  prüfen, 
dass  die  Inductiou  keinen  merklichen  Einüuss  ausübt,  und  hat 
gezeigt,  dass  dann  die  Elektricität  sich  vie  die  geleitete  Wärme 
bewegt  Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  beweisen, 
dass  jene  Annahme  schon  bei  einem  einfachen  Drahte  ertUllt 
ist,  wenn  die  Länge  desselben  nur  gross  genug  ist;  sie  wird 
um  so  mehr  richtig  sein  bei  einem  unterseeischen  Telegraphen- 
drahte, bei  dem  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Folge  der 
im  Meereswasser  stattfindenden  Leitung  erheblich  verlang- 
samt wird. 


Zur  Theorie  der  EuÜadang  einer  Leydener  Flascle.*) 

Bei  seinen  schönen  Vcr^suchen  über  die  elektrische  Flaschen- 
entladung*) ist  Hr.  Feddersen  zu  dem  Sclüusse  gefiÜirt.  dass 
unter  gewissen  Umständen  der  Entladungsstrom  einer  Leydener 
Flasche  aus  aufeinanderfolgenden  Strömen  von  abwechselnder 
Richtung  zusammengesetzt  ist,  einem  Schlüsse,  der  von  ande- 
ren Seiten  mannigfache  Bestätigungen  erfahren  hat,  und  dessen 
Richtigkeit   durch   die  Beobachtung   des  Hm.  v.  Oettingen, 


')  Phil.  Mag.  8er.  IV,  Vol.  II,  p.  157. 

')  Pogg.  Aniial.     Bd.   121.     1864. 

■l  Pü^.  Anna!.     Bd.  113,  S.  43  und  I 
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nach  der  eine  positiv  geladene  Flasche  oft  einen  negativen 
Bückstand  zeigt,')  niii-  über  jeden  Zweifel  erhoben  zu  sein 
scheint  Hr.  Feddersen  hat  weiter  gefunden,  dass  die  Dauei- 
der  einzelnen,  bei  einer  Entladung  aufeinanderfolgenden  Ströme 
dieselbe  ist,  aber  abhängt  von  der  Natui'  der  Flasche  und  des 
Schliesäuiigsbogens;  er  hat  sie  unter  mannigfach  abgeänderten 
Umständen  geraessen  und  mehrere  einfache  Sätze  über  sie 
aufgestellt. 

In  Etoinen  Abhandlungen  hat  Hr.  Feddersen  meluiach 
auf  eine  Theorie  hingewiesen,  welche  einen  ähnlichen  Verlauf 
des  EntladungHstronies  einer  Leydener  Flasche  ergiebt.  wie 
seine  Messungen  ihn  gezeigt  haben;  olme  indessen  näher  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  mit  diesen  Messungen 
im  Einklänge  ist.  Weimgleicb  sich  von  dieser  Theorie  vor- 
ansschen  läfist,  dass  sie  nicht  in  vollständiger  Uebereinstim- 
mung  mit  der  Erfahrung  sein  kann,  so  scheint  es  doch  von 
Literesse,  sie  mit  den  Besultateii  der  Versuche  des  Hru. 
Feddersen  zu  vergleichen.  Diese  Vergleichung  durchzuflÜi- 
ren  ist  hier  meine  Absicht. 

Ein  wesentliches  Hindemiss,  welches  sich  der  Aufstellung 
einer  strengen  Theorie  des  Entladungsstromes  einer  Leydener 
Flasche  entgegensetzt,  ist  die  mangelliafte  Kenntniss,  welche 
man  von  den  Bedingungen  besitzt,  unter  denen  der  elektrische 
Funke  zn  Stande  kommt  und  fortbesteht.  Es  soll  hier  an- 
genommen werden,  dass,  so  lange  die  Entladung  dauert,  das 
Potential  der  vorhandenen  freien  Elektricität  in  den  beiden 
Körpern,  zwischen  denen  der  Funke  übergeht,  denselben  Werth 
hat-  Eine  zweite  Voraussetzung,  die  gemacht  werden  soll, 
und  die  der  Wii-klichkeit  eben  so  wenig  genau  entsprechen 
wird,  wie  jene,  ist  die ,  dass  zwischen  den  Elektricitätsmengen. 
die  die  beiden  Belegungen  der  Flasche  enthalten,  und  den 
Potentialwerthen  in  diesen  in  jedem  Augenblicke  der  Ent- 
ladung dieselben  Beriehungen  besteben ,  wie  wenn  die  Elek- 
tricitäten  sich  im  Gleichgewichte  befänden.  Drittens  soll  die 
Voraussetzung  gemacht  werden ,  dass  gleichzeitig  in  allen 
Theileu  des  Schliessungsbogens  die  gleiche  Stromstärke   statt- 


fiadct;  «De  YmuumtUmMy  doco  ZJtm^ät  »fMei  aha  s»- 
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ZA 
die  poNttre  Ekktndtit  vm  der 
Seatt,  mi  gtmuma  nadi  dv 
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&Mi  ^  <fa  ftiiiiMHilu  in  Sek 


vm  Weber  wifti  iiwli  ii  Beehaiiiseken 
die  Ma^  penlmr  HeÜridttt,  die  in  dts-  ZotenAek  ds 
imereB  BebfOBg  eobog^en,  der  iiiawuii  n^eftkrt  wird,  tmi 
0iädaä»ig  die  Menge  negatmr  Ekitiiolät,  die  in  da-  ZöU 
ciniMit  da-  boMsee  Bek^nng  xnge&btt  und  da-  iMBnit«  at- 
legm  wird.  Bewirimiii  «  imd  Q.  die  Befaiicailiiiiiniyiii 
der  beides  Belegimgen  zor  Zeit  /.  so  ist  daher: 


(I) 


JQi  _  <fQ,  _ 


Bedeutet  fenter  »  den  Widerstand  des  SchHeasm^dMieeiB  naci 
Haaase,  so  ist  das  Produkt  wi  fßädi  der,  nadk 
meweiDeB  elektroDiotorisdieD  Kraft,  die 
ast  des  SchHeoningsbogeQ    «irirt.     Diese    elektromotorische 

Kraft  rObrt  zam  Tfaeil  von  der  Verechiedenheit  der  Potential- 
wertbe  in  den  Enden  des  Drahtes  —  oder,  was  dasselbe  ist, 
in  den  beiden  Belegongen  —  her,  zum  Theil  tqd  der  In- 
doction,  die  in  Folge  der  Aendenmg  der  Stromstärke  in  dem 
HcblieMUiigsbogen  eintritt  Sind  Vi  und  V^.  die  PotenÜal- 
«erthe  in  den  beiden  Belegungen,  so  ist  der  erste  dieser  bei- 
den Tbeile 

Um  den  zweiten  ausdrucken  zu  können,  bezeichne  man  durch 
dl  und  dt  zwei  Elemente  des  Schliessungsbogens ,  durch  fl 
und  ff  die  Winkel,  die  sie  bilden  mit  der  von  ds  nach  dt 
gezogenen  Linie,  durch  r  die  Länge  dieser  Linie,  und  setze: 


-J/^' 


wo  jede  der  beiden  Integrationen  über  die  ganze  Länge  des 
ächliessungsbogens  auszudehnen  ist  Hierbei  bedeutet  W  das 
Potential  eines  Stromes  in  Beziehung  aul'  sich  selbst,  der  den 
Schliessungsbogen  mit  einer  Intensität  durchiüesst,  die  der 
Einheit  der  Intensität  nach  elektromagnetischem  Maasae  gleich 
iKt.     Jener  ;fweite  TbeU  der  elektromotorischen  Kraft  ist  dann   . 


Zur  Theorie  der  Entladung  einer  Lejdener  Flasche.  171 

WO  c  die  in  dem  Weber'schen  elektrischen  Grundgesetze  vor- 
kommende Constante,  nämlich  die  constante  Geschwindigkeit 
bedeutet,  mit  der  zwei  Elektricitätstheilchen  gegen  einander 
bewegt  werden  müssen,  damit  sie  keine  Ejraft  auf  einander 
ausüben.    Man  hat  hiemach  die  Gleichung: 

(2)  ^i^2{V,-V;i-^fV^J. 

Die  Grössen  Qi  und  Qa  sind  femer  lineare  homogene  Funk- 
tionen von  Vi  und  F«;  und  zwar  ist,  wenn  man  die  Grösse 
der  Belegungen  als  unendlich  gross  gegen  das  Quadrat  der 
Dicke  des  Glases  der  Flasche  betrachten  darf: 

(3)  Q,=  Q,  =  ^(ri-F«), 

wo  ß  die  Capacität  der  Flasche  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen   (1),  (2)  und  (3)   findet  man,   wenn 
man 

setzte  mit  Leichtigkeit  für  Q  die  Differentialgleichung: 

Die  Lösung  derselben  ist: 

wo  A^  und  Ao  willkürliche  Constanten  und  ^  und  k^  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

^  fFP  4.  ^;t  +  4  =  0 

c  (S 

bedeuten.    Die  Lösung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

Q  =  e-^nAcos-^n  -f- 5 sin ^ ;r ] , 

wo  A  und  B  neue  willkürliche  Constanten  sind,  und  h  und  T 
die  Werthe  haben: 


y^  nV2ßW 


ß 

V 
Die  Gleichungen  stimmen  mit  denjenigen  überein,  welche  bei 


anderer  Bezeichnung  und  auf  einem  andere  Wege  W.  Tl 
son   in   seiner  Abhandlung   on   tnmgÜHt  electric  ctirmUt')  ab- 
geleitet hat. 

Wenn  T  reell  ist,  so  ist  die  Entladung  eine  oscülatoriscbe 
und  der  Wertli  von  T  ist  die  Dauer  einer  einfachen  Oscillatios. 

Um  dieses  theoretische  Eesultat  mit  den  Versuchen  des 
Hm.  Pedderson  zu  vergleichen,  bat  man  zunächst  zu  tinter- 
suchen ,  ob  unter  den  Umständen ,  unter  denen  dieser  seine 
Messungen  angestellt  bat,  die  Theorie  oscillatorische 
ladungen  ergiebt.  d.  h.  ob  der  Ausdruck 


üint-    I 


kleiner  als  1  ist. 

Mau  nehme  Millimeter  und  Sekunde  als  Einheiten  der 
Länge  njid  der  Zeit  an.  Der  Werlh  von  t-  ist  dann  nach 
"Weber  und  Kohlrausch: 

c  =  4,39.10". 
Bei   der  Berechnung   vou  w  kann   mau   davon   ausgehen, 
dass  fiir  den  Jacobi'schen  Wideratandsetalon,  d.  h.  für  einen 
Kupferdraht  von  T°,620  Länge  und  0""',333  Radius*) 

fr  =  2,482  .  10^" 
ist;  für  einen  Kiipferdraht  von   der  Länge  /  und   dem  Baditts 
B  ist  demnach: 

w  =  3,612. 10^'".  ^5. 

Bedeutet  ferner  S  die  Ffäche  einer  Belegung  der  FlaBche,  S 
die  Dicke  und  fi  den  Inductionscoöfßcienten  des  Gtlases,  so  ist: 

<*)  o-i^L- 

Was  eudHcb  den  Werth  von  fV  anbelangt,  so  ergiebt  die 
Rechnung,  die  ich  in  meiner  Abhandlung  über  die  Bewegung 
der  Eiektricität  in  Diähten")  dui'chgeführt  habe,  unter  der 
Voraussetzung,  dass 


')  PhU.  Mag.  Jime  1853. 

■)  8.  oben  p.  U2. 

<■)  S.  oben  p.  131  u.  154. 
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als  unendlich  gross  betrachtet  werden  darf,  und  dass  dasVer- 

hältniss   einer  jeden  Sehne   der  Linie,   die   der  Draht  bildet, 

zum  zugehörigen  Bogen  ein  endliches  ist: 

(5)  »'  =  2;logi. 

Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  der  Schliessungabogen  aus 

einem  gleichartigen  Drahte  gebildet  ist,  jener  Äusdi'uck 

128 IP 

einen  um  so  grösseren  Werth  hat,  je  grösser  die  Belegung 

der    Flasche   (oder  Batterie)   und  je  länger  der  Schliessungs- 

bogen  ist.     Die  gi'össte  Batterie,  die  Hr.  Feddersen  bei  den 

hier   in   Rede   stehenden   Versuchen   angewandt   hat,    bestand 

aus  16  Flaschen  von  je  0,2006  Quadratmeter  innerer  Belegung 

und  4  bis  5°"  Glasdicke;   der   längste  Schliessungsbogen   aus 

einem   Drahte    von    1343'"  Länge   und    1™'",3Ö   Dicke.     Setzt 

man  mit  Hni,  Siemens')  fiir  Glas  u  =  2,  so  ergieht  sich  ttlr 

diese  Batterie  und  diesen  Schliessungsbogen: 

)9=  1,135. 10* 

u)=  1,064.10^" 

»^=3,896.10' 

and 

"Jg-^=  0,000497. 

Der  fragliche  Ausdruck  ist  daher  kleiner  als  1,  und  mithin 
die  Entladung  auch  nach  der  Theorie  eine  oscillatoriache. 
Sein  "Werth  ist  so  klein,  dass  er  ohne  joden  merklichen  Feh- 
ler gegen  1  vernachlässigt  werden  kann;  mit  noch  grösserem 
Rechte  kann  das  bei  den  Versuchen  geschehen,  die  mit  kür- 
zerem Schliessungsbogen  oder  mit  geringerer  Flaschenzahl  an- 
gestellt sind;  tili'  alle  diese  Versuche  kann  mart  daher  setzen: 

Diese  Gleichung  spricht  mehrere  von  den  Sätzen  aus,  die  Hr. 
Feddersen  aus  seinen  Versuchen  geschlossen  hat.  Sie  zeigt 
zunächst,  dass  die  Oscillationsdauer   von   der  Grösse   der  La- 
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duiig  unabliängig  ist,  denn  diese  Grösse  kommt  in  dem  ^ 
dmck  von  T  nicht  vor;  sie  zeigt  weiter,  dass  die  Oscillations- 
diiuer  auch  vou  dem  Wideratande  des  Schliesgimgsbogena  un- 
abliängig  ist,  denn  der  Widerstand  le  ist  dem  Änsdrucke  von 
3*  verschwunden;  ferner  sagt  sie,  dass  die  Oscillationsdauer 
mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Fütche  der  Belegimg  propor- 
tional iät,  denn  ß  ist  dieser  Fläche  proportional  Dieses  letzte 
Gesetz  fand  Hr.  Feddersen  bei  den  längsten  Schliessangs* 
bögen,  die  er  anwandte,  nicht  mehr  strenge  richtig;  es  zeigte 
sich  ihm  eine  Abweichung  von  demselben  in  dem  Sinne,  dass 
die  Oacillationsdauer  bei  Verkleinerung  der  Fläche  der  Be- 
legung nicht  so  rasch  abnahm,  als  das  Gesetz  es  erfordert 
hätte;  weiter  unten  werde  ich  nachweisen,  dass  die  Theorie 
eine  Abweichung  von  demselben  Sinne  ergiebt,  wenn  man  die 
Voraussetzung  fallen  lässt,  dass  in  allen  Punkten  des  Schhessnngs- 
bogens  gleichzeitig  dieselbe  Stromstärke  stattfindet.  Denkt 
man  sich  in  die  Gleichung  (6)  für  W  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  (5)  gesetzt,  80  sieht  man,  dass  die  Oscillationsdauer 
zunimmt,  wenn  die  Länge  des  SchUessungsbogens  /  vergrössert 
wird,  und  zwar  so,  dass  sie  etwas  schneller  als  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Länge  wächst.  Man  sieht  dabei  femer,  dass 
die  Oscillationsdauer  langsam  zunimmt,  wenn  der  Radios  des 
Drahtes  te  verringert  wird.  Jene  Gleichung  (5)  setzt  eine 
Äufspannnung  des  Drahtes  voraus,  bei  der  irgend  zwei  Punkte, 
zwischen  deneu  ein  endUches  Stück  des  Drahtes  liegt,  in  end- 
licher Entfernung  von  einander  sich  befinden.  Werden  zwei 
Theile  des  Drahtes  einander  genähert,  die  in  derselben  Bich- 
tung  von  dem  Strome  durchflössen  werden,  so  wird  das  Po- 
tential W  vergrössert;  es  wird  dieses  verkleinert,  wenn  man 
zwei  Theile  nähert,  die  der  Strom  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchfliesst.  Es  muss  deshalb  im  eraten  Falle  die 
Oscillationsdauer  vergrössert,  im  zweiten  verkleinert  werden. 
Das  Alles  ist  in  völliger  Debereinstimmiing  mit  den  Schlüssen, 
die  Hr.  Feddersen  aus  seinen  Beobachtungen  gezogen  hat 
Es  bleibt  zur  Prüfung  der  Formel  (6)  nun  aber  noch  zu 
untersuchen  übrig,  in  wie  weit  die  absoluten  Werthe  der  Os- 
eiUationsdaucr ,  die  sie  giebt,  mit  den  Messungen  des  Hrn. 
Feddersen    übereinstimmen.     Eine    genaue    Uebereinatim- 
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muBg  kann  hier  nicht  erwartet  werden,  da  die  Werdie,  die  die 
Grössen  ß  und  fV  bei  diesen  Messungen  hatten,  nicht  genau 
berechnet,  sondern  nur  geschätzt  werden  können;  es  kann  sich 
nur  darum  handeln,  zu  entscheiden,  ob  die  Theorie  für  die 
Oscillationsdauer  Werthe  von  derselben  Ordnung  giebt,  wie 
die  Versuche  sie  ergehen  haben.  Ich  wähle  zu  diesem  Zwecke 
die  Versuchreihe,  deren  Eesuitate  Hr.  Pedderseu  S.  164 
seiner  Abhandlung  im  116.  Baude  tou  Pogg.  Ann.  angegeben 
hat;  sie  ist  auagefiihrt  mit  einer  Batterie  von  10  Flaschen  der 
oben  angegebeuen  Dimensionen  und  einem  Schliessungsdrabte 
von  1"",35  Dicke.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  in  der  ersten 
Columne  die  Längen  des  Schliesaungsdrahtes  angegeben,  in 
der  zweiten  die  beobachteten  OscUlationsdauem'),  in  der  diitten 
die  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  berechneten  Werthe 
derselben  in  Zelmmilliontel  einer  Sekunde. 


k 


5,2G 
l[i,36 
SS^ 

65,26 

85,26 
115,28 
180,3 
317,0 
44^,0 


Man  sieht,  dass  die  Werthe  von  T,  auf  welche  die  Theorie 
fahrt,  von  derselben  Ordnung,  wie  die  beobachteten  sind,  aber 
im  Durchsclmitt  nur  etwa  halb  so  gross,  als  diese.  Es  ist 
wohl  nicht  wahrscheinlich,  daaa  ein  so  grosser  Üntefsohied 
durch  die  Ungenauigkeit  der  Werthe  herbeigefillu:t  ist,  welche 
far  ß  und  W  bei  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  sind;  viel- 
mehr scheint  man  zu  dem  Schlüsse  genöthigt  zu  sein,  dass  bei 
der  Entladung  der  Batterie  eine  Ursache  mitwirkt,  welche  bei 


*}  Aus  der  Abbaudlung  ivs  Hm.  Fedderuen  geht  nicht  mit  Sicher- 
heit hervor,  ob  die  für  die  OscillatioDsdauer  angegebeaea  ZaUenwerthe 
8ii:b  anf  einfache  oder  doppelte  Schwingungen  beziehea;  auf  meine  An- 
frage ist  Hr.  Fedderscn  bo  freundlich  gewi 
geben,  daas  das  eretere  der  Fall  ist. 
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der  Theorie  nicht  beriicksichtigt  ist,  und  welche 
tionen  wesentlich  verzögert  Um  diesen  Schluss  vollkommeii 
sicher  zu  steUen,  wäi-eu  freilich  Versuche  nothig,  bei  desen 
die  Wei-the  von  ß  und  IV  sich  mit  grösserer  Sicheriieit  er- 
mitteln liessen,  als  es  bei  den  vorliegenden  möglich  ist 

Was  die  Grösse  W  anbelangt,  so  lässt  sich,  wie  ich  ^aab«, 
leicht  eine  Anordnung  treffen,  bei  der  ihre  Berechnung  mit 
der  nöthigen  Genauigkeit  ohne  Schwierigkeit  ausgeführt  werden 
kann.  Der  in  (5)  angegebene  Wertb  setzt  voraus,  dasa  da 
Schliessungsdraht  fem  von  andern  Leitern  in  einer  Linie  aus- 
gespannt ist,  bei  der  überall  zwiacheu  einer  Sehne  tmd  dea 
zugehörigen  Bogen  ein  endliches  Verhältniss  besteht  —  eine 
Bedingimg,  welche  bei  einem  sehi'  langen  Di-ahte  kaum  erfällt 
werden  kann  — ;  er  gilt  weiter  nm-  in  soferti,  als  der  Logarithmus 
des  Verhältnisses  zwischen  Länge  und  Bjidius  des  Dralites  als 
anendbch  gross  zu  betrachten  ist  ^  eine  Zahl,  die  bei  den 
angeführten  Versuchen  wenig  über  10  steigt.-  Pur  gewisse 
formen  des  Drahtes  lässt  sich  aber  leicht  ein  genauer« 
von  W  finden.    Bildet  der  Draht  einen  Kreie,  so  ist; 

»'=2/(log-[— 1,508); 

bildet  er  den  Umfang  eiues  Quadrats,  so  ist: 

W  =  2/(log-^  — 1,910  ). 

Bildet  der  Dralit  eine  Schraubenlinie,  bei  der  die  Höhe  < 
Ganges  klein  gegen  den  Radius  der  Schraube,  abei 
den  Eadius  des  Drahtes  ist,  so  findet  mau   W  durch  folgende 
Formeln : 

Es  sei  n  die  Anzahl   der  Windungen,  t  der  Abstand  je 
zwei  aufeinanderiblgender,  t  ihr  KadiuB  und  a,  wie  früher,  der 
Radius  des  Drahtes;  dann  ist: 
M'-n/(0)  +  2(«-l}/(€)  +  2(«-2)/(2e)  +  ..  +  2/-(n-l^ 


^wisse  J 
■  eines 


/H 


f^[(2-i')X-2£], 
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Wollte  man  dem  Schliessiuigstb-alite  die  Gestalt  einer  Schrauben- 
linie geben,  so  mtisste  man  denselben  in  seiner  ganzen  Länge 
mit  einer  Unterlage  in  Berühiiuig  bringen  und  man  hätte 
n  wesentlichen  Einfluss  dieser  auf  die  Bewegung  der  Elek- 
tricität  in  dem  Drahte  zu  fürchten.  Dieser  Uebelstand  fallt 
fort,  wenn  man  den  Draht  um  4  isolirende  Stützen,  die  in  den 
Ecken  eines  Quadrats  senkrecht  zu  seiner  Fläche  befestigt  sind, 
so  berurawindet,  dass  jede  Windimg  nahe  den  Umfang  eines 
Quadiats  bildet  Bezeichnet  a  die  Seite  des  Quadrats,  e  die 
Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender'  Windungen,  n  die  An- 
zahl der  Windungen  und  a  den  Radius  des  Drahtes,  so  ist  für- 
diesen  Fall: 

fV  =  n/{0)  +  2(n  -  l)/(s)  +  2(b  -  2)/(2 «)  +  etc., 
wo 
f{z)  =  4alog^^J'  +  °  -  8  (V^iM^-  ^-} 


Von  einer  der  Vorauaeetzungen,  aus  welcher  die  Gleichung 
(6)  abgeleitet  ist,  kann  man  die  Theorie  unabhängig  machen; 
von  der  Voraussetzung  nämlich,  dase  in  allen  Theilen  des 
SchlieBsmigabogcns  gleichzeitig  die  gleiche  Stromstärke  statt- 
findet; ireilich  nur  in  dem  Falle,  dass  die  Bedingungen  erfüllt 
sind,  nuter  denen  die  Gleichung  (5)  gilt,  d.  h.,  daes  log  —  un- 
endlich  gross   ist   und   der   Draht   eine  Xiinie   bildet,   bei  der 

^^^^J^rtbhorr,  GHoniinelte  Abhaudluo^en. 
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zwischen  jeder  Sehne  und  dem  zugehörigen  Bogen  ein  endlid 
Verhältniss  besteht  Für  diesen  Fall  habe  ich  in  der  sd 
oben  angeführten  Abhandlung  über  die  Bewegung  der  El< 
tricität  in  Dräthen  die  folgenden  Differentialgleichungen  abj 
leitet: 

oöf dE 

^b»^       Bf 

wo  I  die  Stromstärke  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitte  c 
Drahtes  bedeutet,  der  um  s  von  seinem  Anfange  absteht,  [ 
sitiv  gerechnet,  wenn  der  Strom  in  der  Bichtung  fliesst,  in  d 
8  wächst,  E  die  Menge  freier  Elektricität,  die  auf  der  Länge 
einheit  des  Drahtes  an  demselben  Orte  zur  selben  Zeit  si 
befindet,  wo  weiter 

logi-=y 

gesetzt  ist,  und  die  übrigen  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  i 
oben,    haben.    Diesen  Gleichungen    wird    genügt,   wenn  m 

E=      X%mns 
i  =       Kcosn* 

oder 

E=       Xcosns 

I  =  —  Fsin  ns 

und  jedesmal 

setzt,  indem  man  unter  n  eine  Constante  versteht,  über  ( 
später   verfligt  werden  soll.     Die  Gleichung   für   X  ergiel 

wenn  C,  und  C2  zwei  willkürliche  Constanten  und  i^  und 
die  Werthe  von 

bezeichnen,  wo  h  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat,   nämlj 

A  = 


<?*«? 


82^/ 
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ist.  Führt  man  in  dem  Ausdrucke  von  X  zwei  neue  willkür- 
liche Constanten  ein,  für  die  aber  die  Zeichen  C\  und  Q  bei- 
behalten werden  mögen,  so  wird  derselbe: 

J\r=.-'*'(c,sinY^-Ä*  +C3Cos^|/^*-A«). 

Eine  Lösung  der  für  E  und  i  aufgestellten  DiflFerentialglei- 
chungen  ist  daher  die  folgende: 


E^e 


^  sin  <  1/  -^ —  Ä*  (CJ  sin  n*  +  Z>i  cos  ns) 
+  0,0% ty  — Ä^  (CgSinnÄ  +  Z^^cosn^) 

I  =  e^^^^cosn/-^ —  A^(^jCOSWÄ—  B^  sin  ns) 

+  sin  ty  —^ Ä'(^2COS7w — B^  sin  n*), 

WO  die  Constanten  ^,  i?  in  gewisser  Weise  durch  die  Con- 
stanten C,  D  ausdrückbar  sind  und  wo  die  Summenzeichen 
sich  auf  verschiedene  Werthe  des  n  beziehen. 

Diese  Lösung  soll  nun  dem  Falle  angepasst  werden,  dass 
der  Draht  den  Schhessungsbogen  einer  Leydener  Flasche  bildet. 
Das  Ende  des  Drahtes,  für  welches  ä  =  0  ist,  sei  mit  der 
inneren,  dasjenige,  für  welches  s  =  l  ist,  mit  der  äusseren  Be- 
legung in  Verbindung.  Die  Zeichen  Q<,  Q«,  ^<,  Va  und  ß 
sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben;  zwischen  diesen 
Grössen  bestehen  dann  die  Gleichungen  (3).  Bei  der  Ableitung 
der  hier  behandelten  Differentialgleichungen  ist  bewiesen,  dass 
das  Potential  der  freien  Elektricität  in  irgend  einem  Querschnitt 
des  Drahtes 

=  2yE 
ist;  daraus  folgt: 

V,^2rEo 

wo  die  Lidices  o  und  /  andeuten  sollen,  dass  das  für  5  =  0 
und  «  =  /  geltende  E  zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  (3)  er- 
geben daher: 

Qi^Qa^2ßr{Eo-Ei). 

12* 
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Den  Gleichungen  (1)  entsprechen  hier  diese: 

Daraus  folgt: 


^     [dJSo       düi] 


oder  bei  Bücksicht  auf  die  zweite  der   beiden  Differential- 
gleichungen 

Diese  Doppelgleichung  drückt  die  Bedingungen  aus,  die 
für  jeden  Werth  yon  t  an  den  Enden  des  Drahtes  erfüllt  sein 
müssen.  Man  genügt  ihr,  indem  man  sowohl  für  den  Index  1 
als  für  den  Index  2: 
^  =  ^cosn/  —  5sinn/=  2ßyn[Asmnl — B{1  —  cosn/)] 
setzt.  Durch  Elimination  yon  A  und  B  aus  diesen  Glei- 
chungen folgt: 

l  =  4/9/ntg^ 
oder 

nl.nl  l 


Die  Wurzeln  dieser  transcendenten  Gleichung  bestimmen  die 
Werthe  von  n,  welche  in  die  angegebenen  Ausdrücke  yon  E 
und  i  zu  setzen  sind.  Die  noch  unbekannt  bleibenden  Con- 
stanten in  diesen  lassen  sich  bestimmen,  wenn  die  Werthe  von 
E  und  i  für  ^  =  0  gegeben  sind. 

Ein  Blick  auf  den  Ausdruck  yon  i  zeigt,  dass  an  jeder 
Stelle  des  Schliessimgsbogens  der  Strom  zusammengesetzt  ist 
aus  einer  unendlichen  Zahl  von  oscillirenden  Strömen;  die 
Dauer  einer  einfachen  Oscillation  bei  diesen  Strömen  ist  gleich 
den  Werthen,  die  der  Ausdruck 

n 


1/ 


c  n  _^2 


2 

annimmt,  wenn  darin  für  n  die  Wurzeln  der  eben  abgeleiteten 
transcendenten  Gleichung   gesetzt   werden.     Unter  den   Um- 
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EtäDden,  unter  denen  Hi-,  Feddersen  seine  Versuche  angestellt 
hat,  ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine  kleine  Grösse; 

den  Werthen  von  ^  wird  daher  einer  klein  sein,  während 
die  anderen  nahe  ;r,  2ji,  3ä,..  sind.  Bei  diesen  Versuchen 
ist  weiter  die  Grösse  h  so  klein,  dafis  auch  für  den  kleinsten 
"Werth  von  n  die  Quadratwurzel,  die  die  Oäcillationsdauer  be- 
stimmt, reell  ist;  daraus  folgt  dann,  dass  eine  von  den  Os- 
cillationsdauem  viel  grösser  ist  als  die  übrigen.  Man  musa 
annehmen,  dass  die  Messungen  des  Hni.  Feddersen  sich  auf 
die  langsamsten  OsciUationen  bezogen  haben;  vieDeicht  rührten 
von  den  schnelleren  die  TJnterabtheüungen  her,  die  Hr. 
Feddersen  in  den  breiteren  Streifen  seiner  Pbotogi-aphieeu 
des  Funkens  bemerkt  hat '). 

Betrachtet  man  die  rechte  Seite  jener  transcendenten 
Gleichung  als  unendlich  klein,  so  wird  für  die  kleinste  Wurzel: 


'nlV 


l 


V2ßfl' 
also  die  grösste  Oscillationsdauer 


/  i(ifl 


-h* 


Dieser  Ausdruck  zeigt  sich  als  identisch  mit  dem  oben  ftlr  T 
abgeleiteten,   wenn   man   für   A   seinen  Werth    setzt    und   die 
Gleichung  (5)  berücksichtigt     Es  ist  oben  nachgewiesen,  dass 
für  die  hier  in  Hede  stehenden  Versuche  dieser  Ausdruck  sich 
auf  die   in  (6)  angegebene  Form  bringen  lässt,  d.  h.  dass  die 
Grösse  A*  unter  dem   Wurzelzeichen    vernachlässigt    werden 
kann.     Dieses  ist  auch  erlaubt,  wenn  man  die  Grösse 
l 
Mr 
nicht  als  unendlich  klein  betrachten  will;  auch  dann  darf 


iVI 


')  Po^.  Ann.    Bd.  IIB,  S.  143. 
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gesetzt  werden,  wo  n  die  kleinste  Wnizel  der  mehifibdi  er- 
wähnten transcendenten  Gleichung  bedeutet.  £m  genauerer 
Näheningswerth  dieser  WoizeL  als  der  vorher  ang^ebeney  ist: 


woraas  folgt: 


n  = :  1   —    7^3-1 

\23rl  ^^7;' 


r= 


^^  4^r':'i    . 


^'■^.-4) 


Diese  Gleichung  erklärt  die  Ton  Hm.  Feddersen  gemachte 
Beobachtung,  dass  bei  sehr  langem  Schliessungsbogen  die  Os- 
cillationsdaner  bei  Verkleinerung  der  Flaschenzahl  der  Batterie 
langsamer  als  die  Quadratwurzel  ans   dieser  Zahl   abnimmt 
Bei  einem  Schliessungsbogen  Ton   1343'°  Lange  und  l"^y35 
Dicke  fand  Hr.  Feddersen.  als  er  einmal  16,  dann  2  seiner 
Flaschen  entlud,  zwei  Schwingungsdauem,  deren  Verfaältniss 
2,64  war;  wären  die  Oscillationsdauem  der  Wurzel  ans  der 
Flaschenzahl  proportional  gewesen,  so  hätte  dieses  Verfaältniss 
2,83  sein  müssen;  die  eben  abgeleitete  Gleichung  giebt  dasselbe 
=s  2,53.     Es  zeigt  sich  also,   dass  das  Glied,  durch  welches 
diese   Gleichung    von    der  Gleichung   (6)    sich    unterscheidet, 
wenigstens  von  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  Abweichung  von 
der  Gleichung  (6),  welche  die  Beobachtung  ergeben  hat 


Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität  in  unterseeische! 
oder  unterirdischen  Telegraphendrähten.  ^) 

Sir  William  Thomson  hat  schon  im  Jahre  1855,  von 
der  Hypothese  ausgehend,  dass  bei  einem  imterseeischen  oder 
unterirdischen  Telegraphendrahte  der  Einfluss  der  Induktion, 
dio  eine  Folge  der  Aenderungen  der  Stromintensit&ten  ist» 
gegen  den  Einfluss  der  Ladungen  vernachlässigt  werden  Ira-iiTi, 
den  Satz  abgeleitet,  dass  die  Elektricität  in  einem  solchen 
Drahte  sich  nach  denselben  Gesetzen  fortpflanzt,  wie  die  ge- 
leitete Wärme.  Ich  erlaube  mir  der  Akademie  eine  Ableitung 

*)  Monatsbericht  d.  Akad.  d.  Wies,  zn  Berlin  vom  29.  Oct  1S77. 
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die&es  Satzes  vorzulegen,  die  auf  derselben  Hypothese  beruht, 
aber  von  allgemeineren  Principien  ausgeht,  als  die  von  Hrn. 
Thomson  gegebene,  und  einige  Formeln  anzuknüpfen,  die, 
soviel  ich  weiss,  noch  nicht  veröffentlicht  sind. 

Die  Grundlage  der  Hecbnung  sollen  die  Annahmen  bil- 
den, die  Hr.  Helmholtz  in  »einer  Abhandlung  im  72.  Bande 
von  Borcbardt's  Journal  ausgesprochen  hat.  Es  handle  sich 
um  ein  System  von  sich  berührenden,  ruhenden  Leiteni,  von 
denen  Jeder  einzelne  homogen  ist,  und  die  von  einander  sich 
unterscheiden  durch  ihre  Leitungsfähigkeit  und  dielektrische 
Polaxisiibarkeit ;  an  ihren  Berührungsflächen  mögen  constante 
elektrische  Differenzen  statttinde-n.  Es  seien  x,  y,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  der  Leiter, 
M,  ti,  w  die  Componenten  der  Stromdiclitigkeit,  a,  ßy  y  die 
Componenten  des  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  elektri- 
schen Moments  in  ihm  zur  Zeit  t,  'k  die  Leitangsfähigkeit,  k 
eine,  die  dielektrische  Polarisirbarkeit  des  Leiters  bestimmende 
Constante;  man  hat  dann 


(1) 


j  3^ 


^  "  dz' 

wo  tp  das  elektrostatische  Potential,  eine  Funktion  von  a-,  y,  z 
und  t  bedeutet.  Diese  lässt  sich  als  aus  drei  Theilen  zusam- 
mengesetzt betrachten;  der  erste  rührt  her  von  der  freien 
Elektricität,  die  theils  im  Innern,  theils  auf  den  Oberflächen 
der  Leiter  sich  befindet,  der  zweite  von  der  dielektrischen 
Polarisation,  der  dritte  endlich  von  den  elektrischen  Doppel- 
schichten,  die  in  den  Berührungsflächen  heterogener  Leiter, 
zwischen  denen  elektrische  DiÖerenzen  stattfinden,  liegen.  Es 
mögen  diese  Theile  der  Heihe  nach  U,  V,  ff  genannt  wer- 
den. Um  Ausdrücke  für  sie  bilden  zu  können,  bezeichne  man 
durch  e  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  im  Innern, 
durch  e  diejenige  an  der  Oberfläche  fUr  den  Punkt  {j-,  y,  x) 
zur  Zeit  t,  durch  j'  und  e  die  entsprechenden  Grössen  für 
einen  andern  Punkt  (j-',  y,  z),  durch  dr  ein  Volumenelement, 
durch   ds    ein  Flächenelement,   in  dem  der  Punkt  {■£,  y\   z) 
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liegt,  düich  r  die  Entfernung  der  Punkte  (*■,  y,  z)  und  {r,  y', 
man  hat  dann 


^-/^'•+/^'. 


wo   die   Integrationen   über   den   ganzen   Baum    und   alle   ■ 
Flächen  auszudehnen  sind,    wo  freie  Electricit&t  sich  hefiiidet   , 
Bei  entsprechender  Bezeichnung  ist  femer 


"P  (-■fe- 


il' 


^M' 


wo  di'  ein  Element  der  Flächen  bedeutet,  an  denen  elektrisd» 

Differenzen  ihren  Sitz  haben,  n   eine  Normale  dieaes  Eüemen- 

tes  und  4)tA'  die  entsprechende  etektriache  Differenz, 

Aus  der  Bedeutung  der  Zeichen  «,  v,  tv,  e,  e  folgt  ' 

öl^  +  ä^-*- 

und,  wenn  man  die  Indices  1  und  2  auf  zwei  sich  berührende 
Leiter  bezieht  und  Oj  die  nach  dem  Innern  des  ersten,  n,  die 
nach   dem  Innern   des   zweiten  gerichtete  Normale  eines  I 
mentes  der  Beilihrungafläcbe  nennt, 

w,  cos  (ii^t)  +  fj  cos  (n,y)  +  ir,  cos  (n^z) 
+  J(j  cos  (KjJ-)  +  1-3  cos  (fi^y)  +  Wj  cos  (n^r)  =  —  g 
Substituirt  man  in  diese  beiden  Gleichungen  die  Werthe  ron 
w,  V,  w  aus  (1),  80  werden  dieselben 
(21  >.Aq>  =  t 


und 

(3) 


'  +K 


~  Öl 


öfl-   _ö 


4 


Es  ist  leicht  aus  den  aufgestellten  Belationen  eine  partielle 
Differentialgleichung  imd  Grenzbedingungen  zu  bilden,  welche 
nur  die  eine  imbekannte  Funktion  (p  enthalten.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  zunäclist  die  drei  Theile  von  q>  einzeln  be- 
trachtet werden.     Aus  dem  Ausdrucke  von  U  iolgt,  daas 

und  femer,  dass  U  selbst  überall  stetig  ist,  seine  Differeatiat 
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quotienten  nach  x,  y,  z  aber  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedenen  Leiter  so  unstetig  sind,  dass 

dU ,  du  . 

Der  für  V  aufgestellte  Ausdruck  lässt  sich  durch  partielle 
Integration  so  umgestalten,  dass  man  erhält 

J    r   \ox        oy        tfz  j 

—  f—  l{a  COS  (n'Ä-)  +  ß"  cos  (n'y)  +  /  cos  (n'z)  j , 

wo  ds  ein  Element  der  Oberfläche  irgend  eines  der  Leiter, 
n'  die  nach  dem  Lmem  dieses  gerichtete  Normale  von  ds'  be- 
deutet.   Hieraus  folgt,  dass 

dass  V  selbst  überall  stetig  ist,  seine  DiflFerentialquotienten 
aber  an  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter  so  mistetig  sind,  dass 

8V       dV  ( 

g^  +  ^—  =  4;r  \a^  cos  {n^x)  +  ß^  cos  {n^y)  +  y^  cos  {n^z) 

+  «2  cos  [n^x)  +  /9j  cos  (n^y)  +  /j  cos  (ngZU. 
Bei  Bücksicht  auf  (1)  werden  diese  beiden  Grleichnngen 

und 

Der  Ausdruck  von  JV  endlich  zeigt,  dass 

Afr=0, 

und    dass  an  der  Grenzfläche  zweier  Leiter  JV  so  unstetig 

ist,  dass 

fr,-fr,=  ~4;rÄ, 

die  Differentialquotienten  von  fV  aber  stetig  sind,  dass  also 

—  4-  —  =  0 
Nun  war 

gesetzt;  es  ergiebt  sich  also  für  cp,  dass 

Ay  =  —  4;r€  —  4;rÄA9>> 
also,  wenn  man  nach  t  differenzirt  und  (2)  benutzt. 
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(4)  (1  +  ink)  ^-  +  4nlA(p  =  0, 

dass  femer  an  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter 

(5)  9^1  —  9P«  =  -  4^^ 
und 

ist  Die  letzte  dieser  Gleichungen  wird  durch  Differentiation 
nach  t  und  bei  Bücksicht  auf  (3) 

Man  hat  also  f&r  9  die  partielle  Differentialgleichung  (4)  und 
die  beiden  Grenzbedingungen  (5)  und  (6)  gefunden.  Durch  be- 
sondere Annahmen  sollen  diese  nun  vereinfacht  werden. 

Bezeichnet  man  durch   cp^  den  Werth  yon  9  f&r  <=sO, 
so  folgt  aus  (4) 

Aqp  =  Aqpoe""i  +  *''*  , 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet  Es  ver- 
schwindet also  A(p  immer,  wenn  es  für  ^  =  0,  A  L  für 
einen  Werth  von  t,  verschwindet.  Die  Gleichung  A^  =  0 
ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  €  =  0  wegen  der  Bela- 
tion  zwischen  Acp  und  e,  aus  der  eben  (4)  abgeleitet  ist.  Es 
werde  angenommen,  dass  in  einem  Augenblick  keine  freie 
Elektricität  im  Lmem  der  betrachteten  Leiter  vorhanden  ist, 
dann  befindet  sich  hier  nie  freie  Elektricität  und  an  Stelle 
von  (4)  tritt  die  partielle  Differentialgleichung 

A(p  =  0. 
Femer  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  elektrische  Differenzen 
in  dem  betrachteten  Systeme  nicht  wirksam  sind,  die  Grössen 
k  also  verschwinden;  dann  lässt  sich  die  Gleichung  (5)  durch 
die  Bedingung  ersetzen,  dass  cp  überall  stetig  ist.  Hierzu 
kommt  die  Gleichung  (6),  die,  wenn  man 

1+471 Ä: 

setzt,  also  durch  infi  die  sogenannte  Dielektricitätsconstante 
bezeicbnet. 
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wird.    Durch  die  Annahme,  dass  (p  in  der  Art  von  t  abhängt, 
dass  es  den  Faktor 

enthält,   wo  v  eine  Constante  bedeutet,   verwandelt  dieselbe 
sich  in 

Es  soll  diese  Annahme  gemacht  und  v  imaginär  gewählt 
werden;  es  wird  dann  cp  complex;  aber  in  dem  reellen  Theile 
desselben  hat  man  eine  reelle  Lösung  der  Grleichungen  (4), 
(5),  (6),  da  diese  Gleichungen  linear  und  homogen  sind  und 
nur  reelle  Coefficienten  enthalten.  Das  Leitersystem  sei  so 
gestaltet,  dass  alle  Berührungsflächen  verschiedener  Leiter 
kreisförmige  Cy linder  sind,  die  die  r-Axe  zur  gemeinschaft- 
lichen Axe  haben,  und  es  sei,  wenn 

gesetzt  wird,  tp  nur   eine  Funktion  von  tj  z  und  q.    Die  par- 
tielle Dififerentialgleichung  für  9)  ist  dann 


dg*       Q  dg 

und  die  Grenzbedingungen  sagen  aus,  dass  an  den  Berührungs- 
flächen 

9  und  (A  +  pf4)  ^ 

stetig  sind.  Eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung, 
die  diesen  Grenzbedingungen  sich  anpassen  lässt,  erhält  man, 
wenn  man  annimmt,  dass  cp  gleich  dem  Produkt  aus 

in  eine  von  z  unabhängige  Grösse  ist,  wo  i  =  V  —  1  und  m 
eine  Constante  sein  soll,  deren  reeller  Theil  positiv  ist  Es 
muss  dann 

sein  imd  man  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung,  in- 
dem man 
(7)  (f  =  e''<±'«'(^P(mp)  +  5,Q(m())) 

setzt,  wo  A  und  B  willkürliche  Constanten  bedeuten,  die  für 
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die  verschiedenen  Leiter  verschiedene  Werthe   Itaheu   koDneti, 
und  P  und  Q  durch  die  Gleichungen  definirt  sind 


■PW  =  1  +  ii  + 


(3.  4)' 


+  ... 


'•(■  +  <) 


L  +  0,577.) +|.,-  ,,„,- 
Zur  Vervollständigung  der  Definition  von  Q  (j-)  muss  noch 
hinzugefilgt  werden ,  dass  der  darin  vorkommende  log  ~  reell 
sein  BoU,  wenn  x  reell  und  positiv  ist,  und  sich  stetig  ändern 
soll,  wenn  j-  sich  ändert.  Da  der  reelle  Theil  von  m  positiv 
bleibt,  so  ist  hierdui'ch  Q  (x)  eindeutig  bestimmt  fili'  alle  Werthe, 
die  sein  Ai-guraent  in  der  Gleichung  (7}  erhält.  Es  hat  dabei 
Q{mQ)  die  Eigenschaft  für  p  =  oo  zu  verschwinden;  für  p=0 
ist  Q(mg)  unendlich;  P{niQ)  dagegen  bleibt  für  p  =  0  end- 
lieh und  wird  unendlich  füi'  q  —  CCi. 

Der  betrachtete  Fall  soll  nun  dahm  specialisii-t  werden, 
dass  nur  drei  Leiter  vorhanden  sind,  ein  Kupferdraht  vom 
Radius  Q^,  eine  Hülle  von  Guttapercha,  deren  äusserer  Kadiua 
pj  ist,  und  ausserhalb  dieser  eine,  sich  ins  Unendliche  er- 
streckende Wassermasse.  Auf  den  Kupferdraht  möge  der 
Index  1,  auf  das  Wasser  der  Lidex  2  bezogen  werden,  während 
die  auf  die  Guttapercha  bezüglichen  Grössen  ohne  Index 
bleiben  sollen.  Wegen  der  erwälmten  Eigenschaften  der  Funk- 
tionen P  und  Q  muss  dann 

Bj  =  0  und  A^  =  0 
eein  und  die  Stetigkeitsbedingungen  sind,  wenn  man 

setzt, 

AF[me,].YBQ[mD,]~A,P{m,,,) 

A  P{me,)  +  B  Qimo,]  =  B,Q(mg,) 

(i  +  .^)  (^  P-  (m  (.,)  +  B  Q-  ( m  (., ))  -  (A,  +  .„,)  A,  P  (m  (,,) 

Barajis  folgt,  dass  die  DetennioaDte 


[□dex 

J 
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yerschwindet  Der  Modul  von  v  soll  so  klein  sein,  dass  v 
gegen  k^  und  ^  vemachlässigt  werden  kann;  da  ju,  fi^  und  113 
nicht  sehr  grosse  Zahlen  sind  und  X  sich  als  unendlich  klein 
gegen  A^  und  X^  betrachten  lässt,  so  wird  dann  diese  Gleichung 


=  0. 


Nun  werde  die  Hypothese  gemacht,  dass  der  Modul  von  iw()j, 
also  auch  der  von  mg^^  ^  unendlich  klein  angesehen  werden 
kann;  die  Rechnung  wird  zeigen,  dass  es  einen  solchen Werth 
von  m  giebt     Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  hat  man  unter  der  genannten  Hypothese 


P{mQ^)^   1 


Q'(m(,,)=  - 


m^i 


^('«e.)  =  ^ 


Q(m(>2)  = -logympa    Q'(m()j)=- 


m 


Daher  wird  die  Gleichung  zwischen  v  und  m 


9t 


X  +  v^) 


A, 


oder  da 


logym^s 


=  0 


(A +  ^M)^  gegen  j^^ 

unendlich  klein  ist, 

(8)  A-|.^^  +  Aim2^'log||=0. 

Diese  Gleichung  ist  yon  derselben  Form,  wie  eine,  auf  die  man 
bei  der  Theorie  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe  geführt 
wird,  woraus  der  Eingangs  erwähnte,  zuerst  yon  Hm.  Thomson 
ausgesprochene  Satz  folgt. 

Für  das  Innere  des  Drahtes  ist  bis  auf  unendlich  Eleines 

P(mQ)  =  1 
und  daher  nach  (7) 

9>«  -4e»<**~*, 
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WO  A  die  oben  mit  A^  bezeichnete  Constante  bedeiitet,  odw 
auch,  wenn  B  eine  neue  Constante  ist, 

Nun  mache  man 

V  =  in, 

wo  n  eine  reelle,  positive  Grösse  bedeuten  soll;  dann  wird 

(9)  (p  =  ^^•(««  +  ««)  +  jB  <?<(«« -■»•). 

Um  aus  dieser  complexen  Lösung  der  für  <p  aufgestellten  Be- 
dingungen eine  reelle  zu  finden,  mache  man 

m^a-iß    ,     A^C-^iC     ,     B^D-iD  , 
wo  a  positiv  sein  muss,  da  der  reelle  Theil  von  m  positiv  sein 
sollte,  und  setze  tp  =  dem  reellen  Theile  des  in  (9)  gegebenen 
Ausdrucks.    So  erhält  man 

(p  =z  e^*  (^C  cos  (nt  +  az)  +  C  sin  {nt  +  az)\ 
+  e-^'  (jy  cos  (nt  —  az)  +  />'  sin  {nt  —  az)\ 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Wellenzüge  dar,  von  denen  der 
eine  in  der  Sichtung  der  z- Achse,  der  andere  in  der  entgegen- 
gesetzten Bichtung  mit  der  Geschwindigkeit 

n 

a 
fortschreitet,  und  bei  denen  die  Höhe  einer  jeden  Welle  bei 
ihrem  Fortschreiten  in  einem  Yerhältniss  abnimmt,  das  durdi 
den  Werth  von  ß  bestimmt  ist.    Die  Dauer  der  Periode,  die 
(f  in  Bezug  auf  die  Zeit  hat,  ist 

n 
Zur  Bestimmung  von   a  und  ß  hat  man  der  Gleichimg  (8) 
zufolge 


ßa  = 


die  zweite  von  diesen  Gleichungen  zeigt,  dass  ß  positiv  ist^  da 
a  es  ist.  Ist  A,  die  Leitungsfähigkeit  der  Guttapercha,  ss  0, 
so  wird 
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a  =  ß= 


nfi 


a  = 


Nimmt  X  Ton  Null  an  zu,  so  muss  von  den  Grössen  cc  und  ft 
zufolge  der  zweiten  der  für  sie  aufgestellten  G-leicbungen  die 
eine  zu-,  die  andere  abnehmen;  zufolge  der  ersten  nimmt  ß  zu 
und  a  ab.  Je  grösser  die  Leitungsfähigkeit  der  Ghittapercha 
ist,  um  so  grösser  ist  also  die  Fortpflanzungsgescbwindigkeit 
der  Wellen,  um  so  schneller  nehmen  diese  aber  auch  an  Höhe 
bei  ihrem  Fortschreiten  ab.  Ist  X  sehr  klein  gegen  n,  so  wird 

Wenn  der  Draht  in  der  Richtung  der  positiven  z-Axe 
als  unbegrenzt  anzusehen  ist,  so  müssen  die  Constanten  C 
und  (7  in  der  Gleichung  (10)  gleich  Null  gesetzt  werden,  damit 
innerhalb  des  Drahtes  cp  nicht  unendlich  werde.    Ist  überdies 

(11)  für  z  =  0  (p  =  cos  nty 

so  folgt  aus  (10) 

(p  =  e"^»  cos  {nt  —  az). 

Es  soll  nun  noch  der  Fall  behandelt  werden,  dass  die 
Bedingung  (11)  besteht,  der  Draht  aber  bei  z  =  Z  begrenzt  und 
hier  mit  der  einen  Belegung  eines  Condensators  verbunden  ist, 
dessen  andere  Belegung  mit  der  Erde  in  gut  leitender  Ver- 
bindung steht.  Ist  c  die  Capacität  des  Condensators,  so 
muss  dann 

(12)  flir.  =  /  c|f=-«pjA,|? 

sein,   da,   wenn  J  die  Intensität  des  Stromes  in  irgend  einem 
Querschnitt  des  Drahtes  bezeichnet, 

(13)  j=_„p,A,ö| 

ist. 

Zunächst  werde  der  in  9)  flir  y  gegebene  complexe  Aus- 
druck der  Bedingung  (12)  und  der  Bedingung  angepasst,  dass 

(14)  für  z  =  0  y)  =  <?»■«' 

ist;  der  reelle  Theil  davon  genügt  dann  den  Gleichitogen  (10), 
(11),  (12).    Setzt  man 

en    _ 

27"""  y^ 
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so  geben  die  Gleichungen  (12)  und  (14)  zwischen  den  in  (9)  tdt- 
kommenden  Constanten  A  und  B  die  Belationen 

A  (y  +  ?ii)e»"^  +  jB(/  —  mje-^  «  0 
A  +B  =1; 

berechnet  man  aus  diesen  A  und  B  und  substitoirt  ihre  Werthe 

in  (9),  so  erhält  man 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  der  Strominten- 
sität «/;  aus  (13)  folgt,  dass  diese  gleich  dem  reellen  Theile  von 

ist    Diesen  Ausdruck  setze  man 

=  e»»*  a  (cos  5  +  I  sin  5), 
wo  a  positiv  sein  soll;  dann  ist  also 

«/=  a  cos  {nt  +  S), 
Die  beiden  Grrössen  a  und  Sj  die  Amplitude  und  die  Phase  der 
Stromintensität,  findet  man  auf  die  folgende  Weise.  Man  mache 

{y  +  m)  e*"(*-')  +  {y  —  m)  «-'*(*-»)  =  ilf  (cos  tJ*  +  i  sin  ^) 
(/  +  wi)  e»*^  —  (/  —  iw)  e-»**  ==  iV  (cos  r^  +  irnttj^ 
d.  h. 

ifef  cos  1?  =  efi^^')  ((/  +  a)  cos  a  (/— ;?)  +  /?  sin  «  (/—«)) 
+  e^(*-')  ((7^  -  a)  cos  a  (/— z)  +  /9  sin  «  (/— ar)), 

ifef  sin  &  =  c/»(i— )  ((y  +  a)  sin  a  {l-z)  -  /?  cos  «.(/-;?)) 
-  e-/^«+«)  ((y  -  a)  sin  a  (Z-  z)  -  /?  cos  cc  (/-r)), 

N cos  fj  =^e^^  ((y  +  a)  cos  er  /  +  /?  sin  a/) 

—  e-^'  ((y  —  a)  cos  «/  +  /?  sin  a/), 

iV sini;  =  e^'((/  +  a)  sin  aZ  —  /9  cos  aZ) 

+  e-^'  (jj  —  a)  sin  aZ  —  /?  cos  aZ), 
mit  der  Bestimmung,  dass  M  und  N  positiv  sind;  dann  ist 

5  =  arctg  I  +  i?"  -  »;, 
wo  der  actg  im  ersten  Quadianten  zu  wählen  ist 
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M  und  &  sind  von  z  abhängig,  während  alle  übrigen  in 
den  Ausdrücken  von  a  und  d  vorkommenden  Grrössen  davon 
uuablmngig  sind.     Für  z  =  1  hat  man 

M=2y    ,     .9^  =  0, 
far  z  =  0 

i»/cos  &  =  €^'{{y  +  a)  cos  al  +  ß  sin  al) 

+  ""'"  {Iy  ~  «}  (=08  «/  +  j?  sin  ui) 
Msin  &  =  e^'(ü'  +  a)  äD  ttl -  ß  C08  «/) 
—  e-f"  ((y  —  ß)  sin  «/  —  ß  cos  a/\ 
Ii]immt  man  die  Capacität  des  Condensators,  also  auch  y, 
als  unendlich  gross  an,  so  hat  man  denselben  Fall,  wie  wenn 
(las  Ende  des  Drahtes  z  =  l  unmittelbar  mit  der  Erde  in  gut 
leitende  Verbindung  gesetzt  ist,    M  und  N  erhalten  dann  den 
Faktor  ;';  unterdrückt  man  diesen,  was  geschehen  kann,  ohne 
die  Hichtigkeit   der  Gleichungen   für   a   und   S  zu  beeinträch- 
tigen,  da   in   diesen   nur   das  Verhältniss  von  M  und  iV  vor- 
kommt, so  erhält  man 

M  C08  tV  =  [eff'-'i  +  tf-,*"-'))  cos  a  (/-  =) 
itf  sin  *  =  (e»('— t  -  e-^f'-'))  sin  c  (/  -  i) 
N  cos  13  =  [ei"  —  e"^')  cos  al 
N  sin  /;  =  (e*'  +  e-^')  sin  al 


üeber  den  iudncirten  Magnetisinus  eines  unbegrenzten 
Cyliudera  von  weichem  Eisen.') 

Die  Gleichungen,  aufweiche  die  von  Poisson  aufgestellte 
mathematische  Theorie  des  in  weichem  Eisen  inducirten  Mag- 
netismus geführt  hat,  sind  für  den  Fall,  dass  der  Eisenkörper 
ein  Botations-EUipso'id  ist,  von  Neumann  in  Crelle's  Jour- 
nal, Bd.  37,  allgemein  aufgelöst.  Ein  unbegrenzter  Cylinder 
kann  als  ein  Rotations-EUipso'id  mit  unendlich  grosser  Excen- 
tricität  betrachtet  werden;  die  Reihen-Entwickeluugen  von 
Kenmann  verlieren  aber  ihre  Anwendbai-keit ,   wenn   man  in 
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denselben  die  Excentricität  unendlich  gross  setzt,  ausser  in 
dem  Falle^  dass  der  Mittelpunkt  der  magnetisirenden  Erftfke 
in  unendlicher  Entfernung  liegt.  Es  soll  hier  die  Lösmig 
jener  Gleichungen  f&r  emen  unbegrenzten  Cylinder  unter  der 
Annahme ,  dass  die  Mittelpunkte  der  inducirenden  £räfte  im 
Endlichen  liegen,   auf  einem  andern  Wege  entwickelt  werden. 

§  1. 

Nach  der  Theorie  von  Poisson  finden  für  jeden  Punkt 
eines  Eisenkörpers,  der  durch  Vertheilung  magnetisirt  ist,  die 
beiden  Gleichungen: 

(1)  0=^V+<p+U 

statt.  In  denselben  bedeutet  Fdas  Potential  der  magnetisiren» 
den  Kräfte,  k  eine  von  der  Natur  des  Eisens  abhängige  Constante, 
q)  eine  Funktion,  welche  den  magnetischen  Zustand  des  Kör- 
pers dadurch  bestinmit,  dass  Av- ,  A^-,  k^^  die  magneti- 
schen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  in  dem 
Punkte  sind,  welcher  if,  t/,  z  zu  rechtwinkhgen  Coordinaten 
hat;  (Is  ist  ein  Element  der  Oberfläche  des  Eisenkörpers,  Ni 
ein  imbestimmtes  Stück  der  nach  Innen   gerichteten  Normale 

von  ds,  ^^-  der  Weilh  des  nach  Ni  genommenen  Differential- 
quotienten von  (p  {ilr  Ni  =  0,  B  die  Entfernung  des  Elements 
ds  von  dem  Punkte,  auf  welchen  sich  U  bezieht;  die  Integra- 
tion endlich  ist  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  aus- 
zudehnen. Hut  man  diesen  beiden  Gleichungen  gemäss  ^  be- 
stimmt, so  stellt  der  Ausdruck  für  ü  in  der  Gleichung  (2), 
sobald  man  in  ihm  unter  6  die  Entfernung  des  Elements  dt 
von  einem  äusseren  Punkte  versteht,  das  Potential  des  mag- 
netisirten  Eisenkörpei^  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  dar. 

Ich  werde  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zunächst  auf  eine 
andere  Form  bringen,  die  ihre  Lösung  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  erleichtert. 

Nach  einem  von  Gauss  bewiesenen  Satze  kann  jedes 
Potential  von  Massen,  die  ausserhalb  eines  begrenzten  fiAumes 
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liegen;  bezogen  auf  einen  Funkt  in  diesem  BAume .  als  her- 
rührend von  Massen  auf  der  Oberfläche  desselben  betrachtet 
werden.  V  und  (p  sind  Potentiale  von  Massen,  die  ausserhalb 
des  Eisenkörpers  liegen;  sie  sollen  als  von  Massenvertheilungen 
auf  der  Oberfläche  des  Körpers  herrührend  angesehen  werden. 
Bezogen  auf  einen  äusseren  Punkt  sollen  V  und  q)  die  Po- 
tentiale von  denselben  Massenvertheilungen  auf  der  Oberfläche 
bedeuten.    Bezeichnet  Na   ein   unbestimmtes  Stück   der  nach 

Aussen  gerichteten  Normale  von  ds,  und  ^-^  den  Werth  des 

nach  Na  genommenen  Diflferentialquotienten  von  y  flir  iV«  =  0,  so 
ist  die  Dichtigkeit  der  Masse,  von  welcher  (p  herrührt,  in  dem 
Elemente  ds: 

Die  Dichtigkeit  der  Masse,  von  welcher  V  herrührt,  ist  bei 
entsprechender  Bezeichnung: 


4n  '  \dNi    "^  dNaJ 


Femer  ist  U  ein  Potential  von  Massen,  die  auf  der  Oberfläche 
liegen,  und  deren  Dichtigkeit  in  dem  Elemente  ds, 

ist;  die  Dichtigkeit  der  Massenvertheilung  auf  der  Oberfläche, 
deren  Potential   V  +  tp  +  U  ist,  ist  daher: 

47r  •  \  dNi    ^  dl\a  ^  ^^  +  ^^'^f  dNi    +  dNal  ' 

Da  das  genannte  Potential  ftir  alle  Punkte  des  Eisenkörpers 
=  0  ist,  so  muss  diese  Dichtigkeit  für  alle  Punkte  der  Ober- 
fläche verschwinden;  d.  h.  es  muss  für  alle  diese  Punkte  die 
Gleichung: 

stattfinden.    Diese  Gleichung  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall, 

dass   der  Eisenkörper   ein   endlicher  ist;   doch  lässt  sie   sich 

auch  auf  einen   unbegrenzten  Cylinder  anwenden,   sobald   die 

Kräfte,   durch   welche   derselbe   magnetisirt  wird,   von  Polen 

ausgehen,  die  in  der  Endlichkeit  liegen. 

13* 
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52. 

Um  fftr  den  bezeiclineten  Fall  (p  aus  der  Gleichung  (31 
ermitteln  zu  können,  sollen  zuerst  Entwickelungen  für  ein 
Potential  Ton  Massen  abgeleitet  ■werden,  die  auf  der  Cylinder- 
tläche  liegen,  dessen  Werth  in  dieser  Fläche  gegeben  ist,  in 
Beziehung  auf  einen  inneren  und  auf  einen  äusseren  Punkt 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  Beziehung  auf  ein  Coordmatensystem,  dessen  j-Äu 
die  Axe  des  Cylinders  ist,  und  es  sei  V  das  Potential  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Punkt.  Soll  angedeutet  werden ,  dass  das 
Potential  sich  auf  einen  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  dö 
Cylinders  bezieht,  so  soll  dem  V  der  Index  i  oder  n  beigeiUgt 
werden. 

Es  ist 


Es  handelt  sich  darum  Vi  so  zu  bestimmen,  dass  es  imle^ 
halb  des  Cylinders  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ge- 
nügt, und  für  die  Oberfläche  in  eine  gegebene  Punktion  von 
X  und  &  übergeht;  desgleichen  Va  so  zu  bestimmen,  dass  es 
ausserhalb  des  CyHnders  derselben  Gleichung  Genüge  thut, 
und  für  die  Oberfläche  derselben  Funktion  von  x  und  &  gleich 
wird. 

Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  (4)  ist  folgende: 
V  =  »'„  CO8  m  i9-  +  fr  „  sin  m  i? , 
wo  m  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  fV^  und  ff„  Funktionen 
von  X  und  r  bedeuten,  die  der  Gleichung 

a'ffm   ,   S^w^   ,    1     dW^      "'     ur  _  n 


Man  kann  setzen: 

*fm  =  Tn«  (Gn-  -  COS  nx  +  H„ .  sin  nx) 
W.  =  r„,  {G\„ .  cos  nx  +  H'„ .  sin  nx), 


J-  fim  —  f     •  O« 
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WO  n,  (?n«y  ^»«>  G'nmi  H'nn  willkürliche  Constanten  sind  und 
Tnm  eine  Funktion  von  r  ist,  die  der  Gleichung: 

Genüge  thut. 

Ist  ^«(o)  eine  Funktion  von  p,  welche  die  Gleichung: 

erfüllt,  so  genügt  man  der  Gleichung  (5)  durch: 

m- 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (6)  ist  von  Kummer 
in  Crelle's  Journal,  (Bd.  17,  S.  229),  in  folgender  Gestalt  an- 
gegeben: 

S„  =  fit .  t^ (1  +  TW,  p)  +  4(>-~ . t/; (1  —  TW,  q)\ 

hier  sind  a  und  b  die  willkürlichen  Constanten,  und  die 
Funktion  t//  wird  durch  die  Gleichung: 

2  3 

Mß  {et,  ö)  =  1  +  -^  H H^-l—i— S  H TT-^.o   1     o    Q  +  ö*^' 

'    ^   '  ^'  a.l        a.a  +  1.1.2        a.a  +  l*o  +  2.1 . 2 . 8 

definirt.    Ich  setze 

yj{l+m,  Q)  =  Pn{g); 
dann  ist 

ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (5),  und  zwar  ein 
solches,  welches  für  (>  =  oo  unendlich  gross  wird,  und  für 
p  =  0  endlich  bleibt  oder  verschwindet. 

Kummer  zeigt  a.  a.  0.,  dass  die  Gleichung  (6)  auch  durch: 


00 


0 

erfüllt  wird,  und  er  findet  den  Werth  dieses  Integrals: 
(7)       =/Z(  — m— l)t//(l  +  iw,(>)  +  /Z(m~l)p-«'i/;(l— m,p), 
wo  n{z)  die  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung  ,ycirca  seriem 
infinitam^  ....  in  den   Comment.  Goetting.   vom  Jahre    1812, 
betrachtete  Funktion  bedeutet. 
Der  Ausdruck  (7)  soll  durch 
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bezeichnet  werden;  dann  ist  auch 

ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (5)  und  zwar  ein  soIcheB) 
welches  f&r  r  =  0  unendlich  gross  wird,  aber  ftkr  r  »  oo  ver- 
schwindet. 

Der  Ausdruck  (7)  stellt  sich,  wenn  m  eine  ganze  ZiU 
ist,  welcher  Fall  hier  gerade  in  Betracht  kommt^  in  einer  m- 
bestimmten  Form  dar.  Man  findet  seinen  Werth,  indem  ma 
in  ihm  m  +  a  statt  m  schreibt,  wo  €  eine  unendlich  Ueine 
Grösse  ist 

Setzt  man,  mit  Gauss: 

d\oglI{z)         .  /  V 

und  benutzt  die  Gleichungen: 

n{z  + 1)  =  (r  +  i).n{z) ,  /z(0)  =  1, 

80  ergiebt  sich: 

und,  wenn  m  nicht  =0  ist: 

17(m  +  6-l)  =  1.2..m-l(l  +  «i/;(m— 1)), 
Dabei  ist: 

V;  (tw)  =  V'  (0)  +  1  +  }  +  .  +  ^ 

und 

,/;(0)  =  -0,577  2157... 

Femer  findet  man 

V;  (  1  +  m  +  e,  (>)  =  1/;  (1  +  w,  p) 

1  1.1  1 


^.^    ' 


f:r^.-f     ' 


_    f        w+1      ■     i    m  +  l^m  +  2  ,    m  +  l^iiH-2^»  +  8     ,    ]. 


tV 


(l-me,p)  =  1  -  _^-  +  _j-^-^L__ 


—  .+ 


(-»)■> 


—  1 .»— 2..1.1.f  .-■— 1 
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+  /r- 


^^   w  +  l.l^^  i»  +  l.w  +  2.1.2^^  w  +  l.«  +  2.i»  +  8.1.2.3^ 

Endlich  ist 

()-"•-'  =  p-'*(  1—6  log  q). 

Snbstitnirt  man   diese  Werthe  in  den  Ausdruck  (7),   so   er- 
giebt  sich:  ^) 

Q.(g)=1.2..^-l.g-'{l-i;^+,_,,f_,.,.,-. 

(-l),-lp«-l  ^ 

«  — l.w— 2..1.1.2..JI»— 1 1 

1 

■*"^        »»+1.OT  +  2.1.2      "^^  »»  +  I.W  +  2.W  +  3, 1.2.8        "*"'/* 

f^  den  Fall  m  =  0,  hat  man: 

Q„(())  =  7Z(-e-l)v(l+e,p)  +  /7(e-l)(>-i//(l-e,(,), 

7Z(_,_l)=_l  +  v,(0), 
/7(.-l)=  +  i  +  V^(0), 

p— =  1  — elog(>; 
daraus  folgt: 

+  (2t/;{0)-logp)v(l,p). 


^)  Es  ist  hier  ein  Fehler,  der  sich  im  ursprünglichen  Texte  befindet, 
verbessert. 


Ei»  täüln  für  Qm.  o-  eise  em&cfae  wii»«mw«t  Beihe, 
die  lüich  OalleDden  Potenzen  tod  o  Coftscliratel,  imd  die  Uer 
beOiiifig  ftng^ffofart  werden  ma§.  Kammer  bat  in  der  ttige- 
ftlhrten  Ahhandhmg  gezeigt,  dass 

imd  dass 

iift    Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung: 

und  verbindet  sie  mit  der  ersten,  so  erhält  man: 

^  g— 4fn»)(9— 4iii*)  _  (1  -4fn»)(9— 4«')(25— 41«)  1 

1.2.a6>^^)*  1.2.3.(16»^^)*  ■*"'l' 

Es  wurden  die  beiden  folgenden  partikulären  Integrale 
der  Gleichung  (4)  gefunden: 

K=  cos  m  d-r^^P«  ( ^^  I  ( (?,«C08njr  +  ^«8in»x) 


und 


+  sin  m*r»P,  [j^]  (G\^cosnx  +  Ä'„siniw^) 

K=  cosmd-r»  Q»  (?^j  (inmcosn  jr  +  ifnmsiniiar) 

+  sinmd-r*  Q,  ^^j  (/'««cosnj- +  JTn«  sinnar), 

wo  die  neu  eingeführten  Grössen  I^nj  Knm,  I'nmj  J^»»  will- 
kürliche Constanten  bezeichnen;  das  erste  Integral  wird  =00 
für  r  «  00,  und  nicht  =00  für  r  =  0;  das  zweite  wird  =  00 
für  r  =  0  und  verschwindet  für  r  =  cx)*  Von  jeder  dieser 
Lösungen  kann  in  Beziehung  auf  n  das  Integral,  in  Beziehung 
auf  m  die  Summe  genommen  werden;  man  kann  setzen: 
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V  =^mcosm&  I  r"^ Fn[-^\(Gni{n)cosnx  +  H^{n)8mnx)dn 


0 

OD 


+2«sin7ii  t?"  I  r"^ Pm{-^-\{G'n{n)coBnx  +  ir^{n)mLnx)dn 


0 

00 


Fa=2«cos7iit9'  I  r^Q«  — T-](Z«(w)cosnar+ JSr«(n)sinnip)rfn 


OD 


0 

CS 


^« sin m i?"  fr* Q«(^-r" ) ^^ W ^^^ ^^  +  ^'^ {n)smnx)dn, 

1  0 

falls  sich  zeigen  lässt,  dass  die  Funktionen  von  n:  Gm,  .Sjn, 
G'mi  H'^,  Imj  Km,  /«,  ICm  sich  80  bestiinmen  lassen,  dass 
die  Ausdrücke  von  Fi  und  F«  einer  gegebenen  Funktion  von 
X  und  i9*  gleich  werden,  wenn  man  in  ihnen  für  r  den  Badius 
des  Cylinders  setzt 

Es  sei  R  der  Radius  des  Cylinders,  V  die  Funktion  von 
X  und  &j  in  welche   Vi  und  F«  für  r  =  Ä  übergehen  sollen. 

Mit  Hülfe  des  Fourier 'sehen  Satzes  lässt  sich  Kauf  folgende 
Form  bringen: 


OD 

OD 


___  OD  /» 

V  =^ncosm&  I  (^(n)coswa:  + 5« (n) sin nar)rfn 


(8) 


0 

OD 


OD  p 

+^«sinmi3-  |  (.4«(n)cosna:  +  S'«(n)sinnar)dn. 


Ist  dieses  geschehen  imd  nimmt  man  die  Werthe  von  G«(n), 
Hn{^)  Tl.  8.  w.  aus  den  Gleichungen: 

Qm(n)  ^  Hm(n)  ^  Gm (n)  ^  J?«(n)  ^  1 

^«(71)        J?«(n)        ^'m(n)        J?'m(n)        ^  p^!^ 

Im(n)  ^  .gmin)  _  rm(«)  ^  E'mjn)  _  1 

^«(n)         J?m(n)       A'n{n)       J?'«  (n)       ^Q^Tn^' 

SO  wird  der  gestellten  Forderung  genügt 

Hat  man  daher   die   Funktionen  ^(n),  Bn{n)y  Än{f^)f 
B'm{n)  der  Gleichung  (8)  gemäss  bestimmt^  so  ist: 
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(9) 


0 


und 


OD 


Fa^'2*^^'^'''/  ^-iW(-4«(n)c()8na:+5«(n)8in«r)rfii 

0 

+  ymsmm&  l ^^i^(-4'4n)co8iw?+JB'4n)8infur^ 

0 

§  3. 

Es  sollen  jetzt  die  gefundenen  Entwickelnngen  benntst 
werden,  um  q>  aus  der  Gleichung  (3)  zu  bestimmen,  fid 
dieser  Gleichung  ist  vorausgesetzt,  dass  sowohl  K  als  ^  ab 
Potentiale  von  Massen  dargestellt  sind,  die  auf  der  Oberfl&che 
des  Cylinders  liegen.  In  Beziehung  auf  V  wird  diese  Be- 
dingung durch  die  in  (9)  aufgestellten  Ausdrücke  erf&llt;  sie 
wird  auch  in  Beziehung  auf  q>  erflillt,  wenn  man,  entsprechend 


(10) 


OD 


0  J 


i)cosnx  +DJin)wknx)dn 


0 

OD 


+  "^«smiw 
1 

0 


J  ^p^T^(C>)co8n*+Zy4n)8mw)& 


OD 


yo=2«cosm*  I J:-~t-(C«(n)co8fLr+2>«(fi)8mjuf)rfii 

0  J  -ß^Q-t  4-J 


0 

OD 


+ 
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setzt,  WO  C«(n),  -Dm(w),  C«(n),  /XmCw)  Punktionen  bedeuten, 
die  eben  durch  die  Gleichung  (3)  ihre  Bestimmung  erhalten 
sollen. 

Man  hat: 

d  V dVi_     d(p   _  dq>i 

dNi  ~         dr  '  BNi  "  dr 

d  V  __        dVq     d  (p  _  dq>a 
dNa  ""         dr  '  dNä  ""         dr   ' 

wenn   man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  r  ^  R 
setzt;  es  ist  daher: 


%-^  =  —  ^mcosm 

0 


fs  log  (22-P.M) 


OD 
OD 


+  5«  (n)  sin  nar)rfn 
-  2"*  s"^ "» *J ^     dB  (^'"*  ("^^  ^^^  ^ 

1  0 

und  +  -B'"»  (n)sinnip)  dn 


OD 
OD 


2 


«cosm 


er 

0  0 

+  Bn{n)sinnx)dn 

OD 

+ 2"  s^ '"  ^   ^   eE  (-^  *("*) ^^^ '*'*' 

1  0  +S'«(n)8innar)rfn, 

Aus   diesen  Ausdrücken  erhält  man   die  Ausdrücke  für  g^ 

und  -^TTi  wenn   man  statt  der  Buchstaben  A.B  die  Buch- 

Stäben  C,i>  setzt.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chung (3),  so  zeigt  sich,  dass  dieselbe  identisch  erfüllt  wird, 
wenn  man: 

Cm{n)  ^  Bm(n)  __  Cm(n)  _  IXmCn) 
Äm{n)        J?m(n)        Äm(ny      Bn(n) 

ölog  (ä«  Q«  (!^^?^  )       ölog  [b-P^  i^  ) 

^  dR  dB 

O  (1  +  4«*) 55 
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macht    Führt  man  in  diesen  Ausdruck 

(11)  (>=    ^- 

ein,  so  wird  derselbe 

1 


l-4wÄ 


Q,(p)(mP,(e)  +  2(»^^) 


Nun  genügen  P^  (q)  und  Q»  ((>)  der  Differentialgleichung  (6) ; 
hieraus  ergiebt  sich  leicht: 

WO  c  eine  von  g  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Man  findet 
den  Werth  derselben,  wenn  man  q  als  unendlich  klein  voraus- 
setzt. Unter  dieser  Annahme  ist,  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen über  Pm  {q)  und  Q«  (p)  gemachten  Angaben: 

^*  ^^^  ""  gm  '        dg       ~  ^m+T"* 

Für  m  =  0  ist  aber: 

«.(?)  = -log«,  ^=-^; 

hieraus  ergiebt  sich: 


abo 


(12) 


C«(«)       .P^Cn)       Cm(»)       J  „  («) 
^m  (n)        J?»  (»)  °°'  A'm  (n)        J?'«  (») 

1 


?"•««((»)  ("'i'-(?)  +  2p-^--^>) 

und  1 .  iä . . .  »n 

C,(n)       AW       C^(»)  ^  ^W 

1 


l+4«Ä(,Qi,(p)i^>- 
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Durch  die  Gleichungen  (12),  (1 1)  und  die  erste  der  Gleichungen 

(10)  ist  die  Function  9  f&r  alle  Punkte  im  Innern  des  Eisen- 

körperSy  und  dadurch  magnetische  Zustand  desselben  bestimmt 

Es  ist  von  Interesse;  auch  das  Potential  des  magnetisirten 

Eisenkörpers  in  Beziehung  auf  einen  äusseren  Punkt,  d.  h.  die 

Grösse  Uay  zu  ermittehL    Wenn  V  und  y  als  Potentiale  von 

Massen  dargestellt  sind,  die  auf  der  Oberfläche  des  Körpers 

liegen    (wie    es   im  Früheren   geschehen   ist),    so  findet  die 

Gleichung: 

Ta  +  ya  +  R.  =  0; 

statt    Daraus  ergiebt  sich  leicht: 

üa  =2*  <^os  ml?-  I )^  {E^  (n)  cos  nx 


(13) 


+  iv«  (n)  sin  nx)  rfn, 


OD 


-2-»^"*/^(^.(«; 


)  COS  nx 


+  Pm  (»)  sin  »**)  ^W 


Äwi{n)       Bm(n)       Amin)       B'min) 


2nk 


re«(p)(mP«(e)  +  2p^"^^i>) 


1 .2...7n 


1  +  2;rÄ 


p-Q«((,)(mP«(p)  +  2p^<9>) 


1 .2.  ..m 


EAn)  ^  F,  («)       -g'.  (»)  ^  -F-qW 
^o(n)       5o(«)       ^'oW       -B'oW 


«^P.(P) 


4;rA(>Q,(e).---^ 

WO     Q    wiederum    den    in    der  Gleichung    (11)   angegebenen 
Werth  hat. 


ß 
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§4. 

Die  aufgestellteD  Formeln  sind  nicht  gültig,  wenn  die 
Kräfte,  welche  den  Eisencylinder  magnetisiren,  ganz  oder  zum 
Theil  von  einem  elektrischen  Strome  herrühren,  der  den  Cjlin- 
der  nmkreist.  In  diesem  Falle  haben  die  Integi"ale,  welche 
nach  dem  Pourier'schen  Satze  den  mit  A,  B,  Ä,  B  bezeich- 
neten Grössen  gleich  sind,  keine  angebbaren  Werthe,  weil  das 
Potential  V  nicht  für  j-  =  —  oo  und  j  =  +  oo  verschwindet. 
Das  Potential  eines  geschlossenen  elektrischen  Stromes,  dessen 
Intensität  nach  elektro  -  magnetischem  Maasse  =  1  ist,  ist 
gleich  der  Fläche,  welche  der  Kegel,  der  zur  Spitze  den  Punkt 
hat,  auf  den  das  Potential  sich  bezieht,  und  der  durch  die 
Stromcurve  geht,  von  der  Kugeliläche  ausschneidet,  die  «m 
denselben  Punkt  mit  dem  Radius  1  beschrieben  ist.  Man 
kann  nach  Willkür  den  einen  oder  den  andern  der  beiden 
Theile,  in  welche  die  Kugel  durch  den  Kegel  zerlegt  wird,  als 
das  Potential  ansehen;  nur  muss  man  beachten,  daas  das 
Potential  sich  stetig  ändert,  wenn  der  Punkt,  auf  welchen  es 
sich  bezieht,  seine  Lage  stetig  ändert.  (VgL  Keumann's 
Allgemeine  Gesetze  der  inducirteu  elektrischen  Ströme;  AbL 
der  Berl.  Äk.  1845.  p.  73.)  Es  folgt  dai-aus,  dass,  wenn  ein 
Strom  von  der  Intensität  1,  der  den  Cylinder  einmal  umfliesst, 
beim  Magnetisiren  mitwirkt,  das  Potential  V  so  angenommen 
werden  kann,  dass  es  fttr  jr  =  —  00  verschwindet,  dass  es  dann 
aber  für  .T  =  +  CO  den  "Werth  4n  erhält. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  in  einem  solchen  Falle 
der  magnetische  Zustand  des  CyUnders  und  seine  Wirkung 
nach  Aussen  sich  ermitteln  lässt. 

Es  möge  das  System  von  Körpern,  von  welchen  die 
magnetisirenden  Kräfte  ausgehen,  als  verschiebbar  in  der  Rich- 
tung der  j-Axe  betrachtet  werden,  und  es  sei  |  die  j--Ordi- 
nate  eines  mit  diesem  Systeme  fest  verbundenen  Punktes. 
Alsdann  werden  V,  (f  und  U  Funktionen,  nicht  bloss  von  x, 
r  und  &,  sondeni  auch  von  |  sein.  Differenzirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  nach  |,  so  erhält  man  Gleichungen,  die 
sich  von  diesen  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  V,  f  und  V 
durch  gj,  -Ä  und  g-^   ersetzt  sind.     Daraus  folgt,  dasa,  wen»,  ^ 
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j-  das  Potential  der  magnetisirenden  Elräfte  ist,  -~  diejenige 
Funktion    ist,    deren  Differentialquotienten  die  magnetischen 

S  TT 

Momente   im  Innern   des  Cylinders  bestimmen,  und  -v~  das 

Potential  des  magnetisirten  Cylinders  in  Beziehxmg  auf  einen 

dV 
äusseren  Pimkt.   Es  verschwindet  aber  -^-r  sowohl  für  ar  =  —  oo 

als  für  o:  =  +  00,  auch  wenn  die  Elräfte,  deren  Potential  V 
ist,  von  elektrischen  Strömen  herrühren;  daher  können  die  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  benutzt  werden,  um 

-^  und  -^-z^  aus  s-z  zu  finden.  Bestimmt  man  die  Funktionen 

o^  o^  o^ 

Aj  B,  A,  B  so,  dass  die  Gleichung  erfüllt  wird,  in  welche  (8) 
übergeht,   wenn  man  V  durch  ^   ersetzt,  so  sind  die  in  (10) 

und    (13)    für    y»    und  Ua    aufgestellten    Ausdrücke    =  -^ 

und  -äir-. 

Die  Grössen  F,  qp,  U  sind  aber  Fimktionen  von  ar  —  |; 
es  ist  daher: 

Ersetzt  man  also  in  (8)  V  durch  "-— ,  so  geben  die  in  (10)  und 

ox 

(13)   flir   qrf  und  Ua  aufgestellten  Ausdrücke  die  Werthe  von 

^—  imd  -g— .    Aus  diesen   erhält   man  durch  Integration  <pi 

und  Ua  selbst.  Die  hierbei  auftretenden  Constanten  der  Inte- 
gration können  Funktionen  von  r  und  &  sein.  Um  den  mag- 
netischen Zustand  des  Cylinders  imd  seine  Wirkung  nach 
Aussen  zu  ermitteln,  ist  es  nur  nöthig,  die  Differentialquotien- 
ten derselben  nach  r  und  &  zu  kennen;  diese  werden  dadurch 

bestimmt,  dass  -=-^  ,  -^^  ,    a  "  ,  --r^  für  a?  =  ±  00  verschwin- 

den  müssen. 

§  5. 

Es  soU  der  Fall  näher  untersucht  werden,  dass  die  mag- 
netisirenden Kräfte  von  einem  Kreisstrome  herrühren,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Axe  des  Cylinders  liegt,  und  dessen  Ebene 
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senkrecht  auf  dieser  Axe  steht.  Der  Strom  habe  die  Inten- 
sität 1  und  den  Radius  s;  der  Mittelpunct  desselben  sei  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten;  dann  ist  fbr  r  ^  0: 

also 

Bedeutet  /  (a?)  eine  Punktion,  für  welche /( — x)=f{+x)  ist, 
so  hat  man  nach  dem  Fourier'schen  Satze: 


OD  00 


f  {x)  =:  —  l  dn  .  cos  nx   Ida  .  cos  nu  •f{'u)\ 

0  0 

dV 

die  Funktion  -r-  genügt  der  fiir  /  [x)  ausgesprochenen  Bedin- 
gung, daher  ist  für  r  =  0: 

OD  OD 

dV       A  C  »  ns^da  .  cos  na 

ä,  =  4J  rf„  .  cos  «^  J     ^^,^^^j    , 

0  0 

oder,  wenn  man  sa  für  a  schreibt: 

|r=  4  frfn  .  cos  nx  ft^-eosn.^^ 

ö*  J  J     (1  +  a*)i 

0 

Das  nach  a  zu  nehmende  Integral  kann  man  auf  das  Integral: 

/QOBpa  .da 
0 

zurückführen,  und  dieses  lässt  sich  auf  folgende  Weise  finden: 
Es  ist: 

OD 

0 

also,  wenn  a*  =  1  +  a^  gemacht  wird: 

OD 


mithin: 

OD  _  OD  OD 


/coBva.da         2        r»       ,   ,     T  ^  .    » 

TttT^  =  V^  •  J  ^"^  ''i' J  cos  p«  .  .-^^  d« 
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OD 

/l  P* 


0 


oder,  wenn  man  y'^  ^u  setzt: 

OD 

/l  — ^ 

-  «-**  .  e     4tt  (/«, 

oder  endlich  bei  der  in  §  2  gebrauchten  Bezeichnung: 

fcoBpa.da  _  Ip*\ 

J  V(l   4-  a«)-i^   \4'j' 

0 

statt  dieser  Gleichung  kann  man  auch 

0 

schreiben.    Differenz irt  man  nun  nach  p,  so  erhält  man: 

oo 

/p  cos  a,da  _^  y    d_     ^    fp*\ 

0 

oder,  wenn  man 

(15)  ^f-Q^oie) 

setzt: 

00 

/C08jp  et  •  du  __   p*  ^/      //?*\ 

0 

Der  Gleichung  (14)  zufolge  ist  daher  für  r  =  0: 


-  4jdn  cos  war .  !^  Q;  ^^j 


dV 

dx 

0 

Für   ein  unbestimmtes   r   hat  man   aber  nach  der  ersten  der 
Gleichungen  (9): 

dx 


=  /  dn  cos  nr  — -Lb'x  A(n); 


0 

die  Yergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  zeigt,  dass: 

^(«)  =  -4n(-i^).»-?-'^o("-^'). 

Setzt  man,  entsprechend  der  Gleichung  (15): 

Kirohhoff,  Gesammelte  AbbandluDgen.  14 
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so   erhält  man  aus   den  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  und  (13): 
ö^i      ^    fdn  .  cos  nxP,  (=^  .  --^  Q,'  (»^ 


Bx 


^      fdn  .  cos  nxP,  (^  .  "-y  Q,'  (»^ 
J     l  +  4;.Ä(-^i>;(-^.Q„(-^ 


0 

(16)  '^f 

^     >.cosn..Qi,(=^.P,(--^.-^.i>;(=^.=^.<ai,'(^ 


"*•/ 


0 

Ich  füge  noch  folgende  Bemerkung  hinzu. 

Aus  dem  für  Aq  (n)  gefundenen  Werthe  folgt,  dass  —  { -g— 
dem  bestimmten  Integrale 

fän  cos  ns  .  P„  (^)  .  "A*  Q;,'  (•-^*) 

0 

gleich  ist;  dieselbe  Grösse  lässt  sich  aber  auch  durch  ellip- 
tische Integrale  ausdrücken.  Thut  man  dies,  so  erhält  man 
den  Werth  dieses  bestimmten  Integrals  durch  elliptische  In- 
tegrale ausgedrückt.  Betrachtet  man  statt  des  Potentials  eines 
Ereisstromes  das  Potential  einer  Kreislinie,  auf  der  die  an- 
ziehende Masse  gleichmässig  verthcilt  ist,  so  gelangt  man  auf 
ähnliche  Weise  zu  der  Gleichung 


fdncosn.P,(^).Q,[^) 


n 
2" 


2  n tfqp 


0 

Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichung  ist  vorausgesetzt,  dass 
« >  r  ist;  sie  gilt  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  da 
das  Integral  auf  ihrer  linken  Seite  keinen  angebbaren  Werth 
mehr  hat ,  wenn  s  <  r  ist.  Es  geht  dies  aus  der  folgenden 
Betrachtung  hervor. 

Für  ein  unendlich  grosses  q  ist: 
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und  daher  für  ein  unendlich  grosses  n: 

dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  *  >  r,   er  wird   aber  un- 
endlich gross,  wenn  *  <  r  ist. 

§  6. 

Liegen  die  Mittelpunkte  der  magnetisirenden  Kräfte  in 
unendlicher  Entfernung,  so  sind  die  hier  angegebenen  Ent- 
wickelungen  nicht  anwendbar.  Aber  in  diesem  Falle  lässt 
sich  der  magnetische  Zustand  des  Cylinders  finden,  indem 
man  ihn  als  ein  Rotations -Ellipsold  mit  ujiendlich  grosser 
Excentricität  betrachtet. 

Ein  EUipsoid  wird  durch  Kräfte,  die  für  alle  seine  Punkte 
gleich  sind,  gleichmässig  magnetisirt,  d.  h.  so,  dass  die  mag- 
netischen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  constant 
sind.  Bedeuten  a,  /9,  y  diese  magnetischen  Momente,  sind 
ferner  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids  die  Coordinaten  -  Axen 
und  a,  by  c  die  Componenten  der  magnetisirenden  Kraft,  so 
ist,  wie  Neumann  gezeigt  hat: 

ka 


a  = 


1  +  ;t^o7 


WO  A^,  B^,  C^  gewisse,  von  den  Verhältnissen  der  Hauptaxen 
abhängige  Grössen  bezeichnen.  Für  ein  Rotations-EUipsold 
hat  Neumann  die  Werthe  dieser  Grössen  aufgestellt;  führt 
man  in  diese  Werthe  die  Bedingung  ein,  dass  das  EUipsoid 
ein  unbegrenzter  Cylinder  sei,  dessen  Axe  die  x-Axe  iaty  so 
erhält  man: 

14* 
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für  den  Cyliiider  ist  daher: 


_       kh 

Kennt  man  den  magnetischea  Zustand,  in  welchen  eine 
EisemnasBe  durch  Kräfte  yersetzt  wird,  deren  Mittelpunkt  in 
unendlicher  Entfernung  sich  befindet,  so  ist  man  im  Stande, 
die  magnetischen  Momente  derselben  Eisenmasse  anzugeben 
für  den  Fall,  dass  aie  durch  irgend  welche  Kräfte  magnetisirt 
ist     Man  gelangt  hierzu  dureh  Anwendung  folgenden  Satzes: 

Das  Potential  einer  Eisenmasse,  die  magnetisirt  ist  durch 
ein  System  I,  in  Beziehung  auf  ein  System  11,  ist  gleich  dem 
Potential  derselben  Eisenmasse,  wenn  sie  magnetisirt  ist  durch 
das  System  II,  in  Beziehung  auf  das  System  I. 

Dieser  Satz  lässt  sich  wie  folgt  beweisen. 

Es  sollen  V^,  (f^,  U,  die  drei  Grössen  V,  ^,  (7  für  den 
Fall  bezeichnen,  dass  die  Eisenmasse  durch  das  System  I 
magnetisirt  ist,  V,,,  y,,  U^  dieselben  Gtiössen  für  den  Fall, 
dass  das  System  II  den  Magnetismus  hervorruft.  Das  Po- 
tential der  durch  I  magnetisii'ten  Eisenmasse  in  Beziehung 
auf  einen  äusseren  Punkt  ist  dann: 


U  = 


wo  (  die  Entfernung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  tob  dem 
Elemente  der  Oberfläche,  dt,  bedeutet;  das  Potential  der  Eisen- 

masse  in  Bfziehung   auf  das  System  11,   welches    durch 
bezeichnet  werden  mag,  ist  daher; 


U„,= 


-kfäs.V^.j^, 


wo   Fj  auf  den  Ort  des  Elements  tls  zu  beziehen  ist. 

Für  alle  Punkte  der  Eisenmasae,  also  auch  lur  ihre  Ober- 
fläche ist  aber: 


isen- 


daraus  folgt: 
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'd'Ni  ' 


wo  ds  ein  zweites  Element  der  Obei-fläclie ,  iV/  die  Normale 
desselben  und  c  die  Entfemuog  der  beiden  Elemente  ds  und 
ds'  bedeutet,  so  erhält  man: 

der  Ausdruck  rechts  in  dieser  Gleichung  ändert  seinen  Werth 
nicht,  wenn  man  die  Indices  I  und  2  vertauscht,   denn   es  ist 


fliVi" 


-I- 


dNt 


weil  qsj  und  (p^  Potentiale  von  Massen  ausserhalb  des  Eisen- 
körpers  sind;  hieraus  geht  die  Richtigkeit  des  ausgesprochenen 
Satzes  hervor. 

Dieser  Satz  soll  nun  auf  den  Fall  angewendet  werden, 
dass  das  System  H  ein  Magnetpol  ist,  der  unendlich  entfernt 
liegt     In  diesem  Ealle  ist 

V,=  -  («/  +  br  +  er) 
zu  setzen,  wo  a,  b,  c  die  Componenten  der  Kraft  bedeuten, 
die  der  Pol  ausübt;  es  wird  also: 


i7„g  =  A    Jds{air  +  b!,  +  c 


-"»/■"•-Ar  +  "/-"■^•TO-  +  "•I'"-'-Tk- 

Die  CoSfficienten  von  a,  b,  e  rechts  in  dieser  Gleichung  sind 
die  negativ  genommenen  magnetischen  Momente  des  Eisen- 
körpers ,  wenn  er  durch  die  Kräfte ,  deren  Potential  V^  ist, 
magnetisirt  ist;  bezeichnet  man  diese  Momente  durch  ij,  il/,, 
Nj,  und  beachtet,  dass  sie  unabhängig  von  a,  b,  c  sind,  so 
erhält  man: 


A  = 


eu,„ 


M^  = 


du„. 


Nach  dem  vorausgeschickten  Satze  ist  aber: 
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U     =  —  Ä  ^ds    V    -^^^ 

oder  auch,  wenn  man  durch  dv  ein  Element  des  Volumens 
des  Eisenkörpers  bezeichnet: 

Substituirt  man  einen  dieser  beiden  Werthe  von  £^^  in  die 
Gleichungen  für  £^,  Af^  iV^,  so  erhält  man  diese  durch  q)^ 
ausgedrückt,  welches  als  bekannt  vorausgesetzt  ist.  Bei  der 
Ausführung  der  Differentiationen  nach  o,  bj  c  verschwinden 
diese  Grössen  aus  der  Rechnung,  da  K^  unabhängig  und  9, 
eine  lineare  Funktion  von  ihnen  ist 

Für  ein  EUipsoid,   dessen   Hauptaxen   die  Coordinaten- 
Axen  sind,  ist: 


^ I h. 


cz 


^^^  1+kA^  "^  l+kB^'^'l+kC^' 


daraus   ergiebt  sich  —  wenn   der  Index  1  jetzt  weggelassen 
wird: 

k r ,  dV 

1  +kA^J       dx 

k_    r ,  dv 

1  +  kB^J  ^^  dy 


M^^.-^^,jdv^J- 


Diese  Ausdrücke  sind  identisch  mit  denen,  welche  Neumann 
auf  eine  andere  Weise  hergeleitet  hat. 

Für  den  unbegrenzten  Cyhnder  werden  die  Ausdrücke  für 
die  magnetischen  Momente  folgende: 


(18) 


z  = 

-hjdv 

dV 

dx 

Af= 

h 

J«^« 

er 

1    +271 

dy' 

JV  = 

k 

-J^" 

dV 

1    +271 

dz' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  folgendermassen  schreiben: 

L=^kJdy.dz{Va.^  K.„), 
wenn  man  durch  Vao  und  FL«,  die  Werthe  von  K  für  x  =  cx) 
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und  X  =  —  00  bezeichnet.  Bührt  V  nur  von  Magnetpolen  her, 
die  im  Endlichen  liegen,  so  ist  Foe  =  K_a>»0,  also  auch 
Z  =s  0;  ist  der  Cylinder  durch  elektrische  Ströme,  die  ihn  um- 
kreisen, magnetisirt,  so  ist,  welches  auch  die  Gestalt  der  Strom- 
curven  sei: 

wo  /  die  Intensität  der  Ströme  und  fj  die  Zahl  der  Windun- 
gen bedeutet,  in  welchen  dieselben  imi  den  Cylinder  geführt 
sind.    Es  wird  dann  also: 

wo  R  wieder  den  Badius  des  Cylinders  bezeichnet 

§7. 

Der  durch  die  Gleichungen  (10),  (11)  und  (12)  bestimmte 
Ausdruck  von  q^i  vereinfacht  sich  sehr,  wenn  man  denBadius 
des  Cylinders,  J?,  unendlich  klein  setzt   In  diesem  Falle  wird 

Qf   d.  h.  —r-f  unendlich  klein;  die  Gleichungen   (12)  geben 

dann  für  jedes  tu,  ausser  für  m  =  0: 

Cm(n)  _  Dm(n)  _  Cm{n)  _  B^jn) 1 


Äm{n)        Bm(n)       Amin)       B'm(n)  l-h^nk 

und 

Aoin)  -  B,  (n)  "  A',(n)  "  B^  (n) 

Bezeichnet  man  das  dem  m  =  0  entsprechende  Glied  der  in  (9) 
gegebenen  Entwickelung  von  Vi  mit  Vf\  d.  L  setzt  man 

In 
0 

so  giebt  der  in  (10)  aufgestellte  Ausdruck  für  q>i: 

Diese  Gleichung  ist  zunächst  nur  für  den  Fall  bewiesen,  in 
welchem  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  gelten,  d.  h.  für  den  Fall, 
dass  der  Cylinder  durch  Magnetpole,  die  in  der  Endlichkeit 
liegen,  magnetisirt  ist  Aber  auch  wenn  ein  elektrischer 
Strom,  der  den  Cylinder 'umfliesst,  bei  seiner  Magnetisirung 
mitwirkt,  kann  man  sich  der  Gleichung  (19)  bedienen,  um 
seinen  Zustand  kennen  zu  lernen.  In  diesem  Falle  ist  nämlich: 
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dVf* 


sn 


■  dx  fli         1  +'äjii  \~8x  3*  i 

Diircli  Integratioa  nach  x  erhält  man  hieraus: 


die  Grösse  C  musa   hier  von 


und  &  unabhängig  sein,  da 
und  -^  filr  i  =  ±  00  verschwinden ,  und  fllr  die- 
selben Werthe  von  x  auch  ,-■  und  ^  verschwinden  sollen; 
wenn  daher  die  Grösse  C  auch  nicht  =  0  ist,  so  hat  ihr  Werth 
doch  keinen  Einfluss  auf  die  Difl'ereutialquotienteti  von  y„  die 
allein  den  magnetischen  Zustand  bestimmon. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (19)  lassen  sich  leicht  die  mag- 
netischen Momente  des  ganzen  Cylinders  bereclmen;  man  ge- 
langt dann  fiir  den  hier  betrachteten  Fall  zu  denselben  Aus- 
drücken, die  in  (18)  angegeben  sind. 

itüliren  die  maguetisirenden  Ki-äfte  von  einem  kreisförmi- 
gen elektrischen  Strome  her,  wie  er  in  §  5  betrachtet  woi-den 
ist,  80  wild  die  Wirkung  des  Cylinders  nach  Aussen  durch 
die  Gleichung  (16)  bestimmt.  Durch  die  Annahme,  dasa  jB 
anendlich  klein  ist,  geht  diese  Gleichung  in 


6Ü« 


=  4jiäR*  I  dn  .  cos  ««  . 


'«„ 


n 


über.  Hieraus  lässt  sich  leicht  der  Ausdruck  für  das  Poten- 
tial des  magnetisirten  CyHnders  in  Beziehung  auf  einen  zwei- 
ten Kreisatrom  bilden,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  des 
Cylinders  liegt,  und  dessen  Ebene  senkrecht  auf  dieser  Axe 
steht.  Es  sei  W  dieses  Potential,  der  Hadius  des  zweiten 
Kreisstromes  sei  =  r,  seine  Intensität  =  1,  und  j'  der  Ab- 
stand der  Mittelpunkte  der  beiden  Ströme;  dann  hat  man,  mit 
Rücksicht  darauf,  dasa  die  Summe  der  Massen,  deren  Poten- 
tial Ua  ist,  verschwindet: 


fr=25i 


1*8,  Qg  (p)   der  Differentialgleichung  genügt,   die   man 
erhält,  wenn  mau  rn  =  0  setzt,  so  ist: 
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«,(0)  =  ;;^? «;(?), 

iiiid  dalier 

also  ^^^H 

/,^.».Q,("^-)--2"-/-V,("^'). 
Hieram  folgt: 
»•_  -  Kn--kmf,,.  cos  „.  "--f  %  (?^')  =^  Q„  (^). 

Anhang. 

Die  Gruudgleicbiuigen  der  Poisson'sclien  Theorie  dea  in- 
ducirteo  Magnetismus,  nämlich  die  Gleichungen  (1)  und  (2), 
können  aus  der  Annahme  hergeleitet  werden,  dass  das  magne- 
tische Moment  einer  Kugel  von  weichem  Eisen,  bezogen  auf 
die  Volumen  -  Einheit,  wenn  die  Kugel  unter  dem  Einfluss  einer 
für  alle  ihre  Punkte  constanten  Kraft  sich  befindet,  gleich  der 
Intensität  dieser  Kraft,  multiplicii-t  mit  einer  constanten  Grösse 
ist.  Die  Vereuche  von  Müller  und  Weber  haben  aber  ge- 
zeigt, dass  diese  Annalime  nicht  zulässig  ist,  wenn  die  ntägne- 
tisirende  Kraft  sehr  stark  ist,  und  haben  zu  dem  Schlüsse  ge- 
fiihrt,  dass  die  Grösse,  die  nach  der  Poisson'schen  Theorie 
coQstant  sein  soll,  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft 
abhängt,  in  der  Weise,  dass  sie  um  so  kiemer  wird,  je  mehr 
die  Kraft  wächst.  Ich  will  die  Gleichungen  ableiten,  die  bei 
dieser  Annahme  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
gesetzt  werden  müssen. 

Es  seien  c,  ß,  y  die  magnetischen  Momente,  reducirt  auf 
die  Einheit  des  Volumens,  einer  Kugel,  auf  die  eine  constante 
magnetisirende  Krad  ^irkt,  deren  Componeuten  X,  Y,  Z  sind. 
Wenn  die  Coercitivkraft  des  Eisens  =  0  ist,  d.  h.  wenn  der 
magnetische  Zustand  desselben  allein  von  den  Kräften  abhängt, 
die  in  dem  betrachteten  AugenbhcJce  auf  dasselbe  wirken,  so 
muss  die  magnetische  Axe  der  Kngel  mit  der  Richtung  der 
Kraft  zusammenfallen;  es  muss  daher 
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aiß:r  =  X:  Y :  Z 

Bein,  und  folglich  nach  der  gemachten  Annahme; 


(20) 


r  =  zfiVx'-h  y*  +  z'), 


wo  f  eine   Funktion   ist,    die    abnimmt,   wenn   ihr  Argument 
wächst 

Nun  stelle  man  sich  in  einer  beliebig  gestalteten 
Eisenmasse ,  die  magnetisirenden  Kräften  ausgesetzt  ist, 
zwei  concentrisehe  Kugelfiächen,  5  und  S',  vor:  beide  un- 
endlich klein,  die  zweite  aber  gogm  die  erste  unend- 
lich gross.  In  beiden  Kugeln  können  die  magnetischen  Mo- 
mente, reducirt  auf  die  Volumen -Einheit,  als  constant  be- 
trachtet werden;  die  Kräfte,  die  auf  die  Punkte  der  kleineren 
Kugel  von  den  magnetischen  Molecülen,  die  zwischen  den  bei- 
den Kugelflächen  liegen,  ausgeübt  werden,  heben  daher  ein- 
andpr  auf.  Die  kleinere  Kugel  wird  demnach  in  ihrem  mag- 
netischen Zustande  durch  die  Kräfte  erhalten,  welche  TOn 
Aussen  her  auf  die  Eisenmasse  wirken  und  den  Kräften,  die 
von  den  magnetischen  Molecülen  dieser,  mit  Äuaschluss  der 
Kugel  Ä",  ausgeübt  werden.  Alle  diese  Kräfte  können  inner- 
halb der  Kugel  S  als  constant  angesehen  werden;  man  darf 
daher  die  Gleichungen  (20)  auf  diese  Kugel  anwenden,  wenn 
man  unter  X,  V,  Z  die  Componenten  der  Resultante  der  ge- 
nannten Kräfte  versteht.  Es  seien  .p,  y,  r  die  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Innern  der  Kugel  S,  V  sei  das  Potential 
der  äusseren  Kräfte  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  und 
(.Y),  ( Y),  [Z)  seien  die  Kräfte,  die  von  der  magnetisirten  Eisen- 
masse, mit  Ausschluss  der  Kugel  Ä",  auf  denselben  Puukt  aus- 
geübt werden;  dann  hat  man: 


SV 
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(21)^  U=^Jd.'dydz[u^-^^  +  ß'.^j.  +  y'^l' 

WO  x',  y\  t!  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Eisen- 
masse, a\  ßfj  y  die  entsprechenden  magnetischen  Momente 
bedeuten,  «  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Punkte 
(x,  y,  z)  bezeichnet,  und  die  Integration  über  die  ganze  Eisen- 
masse auszudehnen  ist,  so  ist,  wie  Poisson  gezeigt  hat: 

Es  wird  daher: 

^- Tz +  -3"^' 

oder,  wenn  man  (p  durch  die  Gleichung 
(22)  V+U+(p^O 

definirt: 

v-       Öop    ,    An 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (20),  nach- 
dem man  dieselben  auf  die  Form: 

z  =  rfx  (V«*  +  /?*  +  y*) 

gebracht  hat,  so  erhält  man: 


Ueber  den  iiiJufir 


(23) 


\s-,l 


Bezeichnet  man  den  dem  Punkte  (. 
Werth  von  cp  mit  <p',  und  setzt 


'S  Hm 

y,  x)   entsprechend«! 


^'% 


=  F, 


so  erhält  man  aus  (21): 

Die  Gleichungen  (22)  und  (24)  sind  es,  durch  welche  die  Q-lei- 
chnngen  (1)  und  (2)  bei  der  jetzigen  Annahme  ersetzt  werden 
müssen;  sie  werden  mit  denselben  identisch,  wenn  man  F  als 
constant  betrachtet  und  =  k  macht.  Ist  die  Funktion  F  be- 
kannt, und  hat  man  aus  (22)  und  (24)  tf  bestimmt,  so  geben 
die  Gleichungen  (23)  die  magnetischen  Momente  im  Innern 
des  Körpers,  und  der  Ausdruck  für  t"  in  (24)  giebt,  wenn  der 
Punkt  (.T,  j/,  z)  ausserhalb  der  Eisemaasse  angenommen  wird, 
das  Potential  derselben  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  an. 
Ist  der  Eisenkörper  ein  ElUpso'id,  und  ist  die  Kraft,  die 
auf  denselben  wirkt,  eine  constante,  so  genügt  man  den  Glei- 
chungen (22)  und  (24)  welches  auch  die  Funktion  F  sei,  indem 
man  qp  einer  linearen  Funktion  von  j-,  y,  r  gleich  macht;  d.  h. 
das  Ellipso'id  wird  auch  bei  der  jetzt  zu  Grunde  gelegten  An- 
nahme gleichmässig  magnetisirt.     Ist 

V {a.r  +  fi^  +  cz), 

und  sind  die  Haupt-Axen  des  Ellipsoids  die  Coordinaten-A^en, 


I  hat  man 


(•*  +  n:Tc«' 
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I  CD   Betzei),   wo  A°,  B°,  C   dieselbe  Bedeutung   haben   wie  in 
I  den  Gleichungen  (17)  und  wo  k  aus  der  Gleichung 


■^l  |/{i+i^")'' 


(l  +  t^')'^{]  +  i-C«)s, 


f  m  bestimmen  ist. 

Weber  hat  in  seinen  elektrodynamischen  Massbestimniun- 

gii-n  S.  569  Messungen  mitgetheilt,  die  er  über  das  magnetische 

Nfonient  eines  Eisenstäbcheus  angestellt  hat,  welches  einer,  in 

der  Richtung  der  Äxe  wirkenden,  für  alle  seine  Punkte  con- 

iitanteii  Kraft  unterworfen  war.     Substituirt  man  mit  Weber 

(Ur  die  cj'tjndi'iscbe  Form  des  Ei-sens   eine  ilir  möghchst  nahe 

[  komaende  ellipsoidisclie,  so  kann  man  ans  diesen  Messungen 

1  und  den  eben  augegebeuen  Gleichungen  die  Wertbe  der  Funk- 

I  tion  F  für   gewisse  Wertbe   ihres  Arguments   berechnen.     In 

I  der  folgenden  Tafel  sind  die  Ergebnisse  dieser  Rechnung  zu- 

»sammengestellt;   das  Argument  der  Funktion  i'' ist  mit  ii  be- 

I  zeichnet;  die  mit  No.  überschiiebenen  Columnen  enthalten  die 

I  Kunmem  der  Weber'schen  Versuche,  aus  denen  die  neben- 

I  stehenden  Zahlen  hergeleitet  sind. 


M   1   » 

-P{«) 

JS\     u 

F{u) 

1 

301 

23,5 

8  1  2484 

5,6 

2 

S23 

13,5 

9 

1976 

6,7 

3 

1184 

10,2 

10 

1583 

8,1 

4 

1912 

8,4 

11 

1297 

9,5 

6 

ms 

■J.* 

12 

987 

12,0 

6 

20B0 

6,4 

13 

612 

16,9 

7 

2397 

5,7 

14 

296 

25,0 

F  {u)  ist  eine  reine  Zahl;  w  aber  ist  eine  Kraft.  Als 
l£infaeit  derselben  ist  diejenige  Kraft  vorausgesetzt,  die  auf  (Ue 
lllasse  eines  Milligramms  wirkend,  in  einer  Sekunde  eine  Ge- 
■•cbwiudigkeit  vcm  einem  Milhmeter  herrurbringt;  es  ist  dies 
Bdieselbe  Einheit,  bei  deren  Zugrundelegung  Gauss  iu  seiner 
l'Abbsndluiig:  „Intmsilua  vi»  moffneticae  da."  die  horizontale 
■Componente  des  Erdma^ietismus  zu  Göttingen  =  1,78  findet. 

Weber  und  Müller  sind  durch  ihre  Versuche  auf  den 
|6chlii«H  geRlIu't,  dass  das  magnetische  Moment  eines  Eisen- 
Bttcp«»  «cfa  «üter  endlicben  Grenze  nähert,  wenn  die  Intensität 
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der  magnetisirenden  Kraft  ins  Unendliclie  wächst;  hieraus  folgt 
in  Bezug  auf  die  Punktion  F,  dass  für  ein  unendlich  grosses  u, 

(25)  -fW-f 

ist,  wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Man  sieht  dieses  leicht, 
wenn  man  sicli  den  Eisenkörper  als  ein  Ellipso'id  vorstellt, 
welches  durch  eijie  in  der  Richtung  einer  Axe  wirkenden 
Kraft  magnetisirt  wird. 

Ist  der  Eisenkörper  ein  unbegrenzter  und  unendlich  dünner 
Cylinder,  und  sind  überdies  die  Mittelpunkte  der  tnagnetisi- 
rendeu  Kräfte  symmetrisch  um  die  Axe  vertheilt,  so  dass, 
nach  der  Bezeichnung  in  (19)  V=  K"''  ist,  so  genügt  man 
den  Gleichungen  (22)  und  (24)  dui'ch  die  Annahme: 

(26)  y  =— K,   U=0. 

Dasa  die  GleichuTig  (24)  durch  dieselbe  erfüllt  wird,  geht 
aus  folgender  Beü'achtung  hervor:  Wenn  der  Radius  des 
Cyliiiders  unendlich  klein  ist,  so  werden  zu  dem  "Werthe  des 
Integrals  U,  in  welchen  tf  durch  —  V,  oder  if-'  durch  -  V" 
ersetzt  angenommen  werden  soll,  diejenigen  Theile  des  Cy- 
liiiders, welche  in  endlicher  Entfeniimg  von  dem  Punkte  (j-,  ;/,  z) 
liegen,  nur  etwas  verschwindend  Kleines  beitragen.  Man  wird 
daher  bei  der  Integration  «  -  ,  ^-r ,  --- ,  und  folglich  F"  als 
constant  betrachten  düi-fen;  die  zu  beweisende  Gleichung  geht 
hiemach  in 


0  =  j  dJ  dy'  ,U  (|- 


37 


,  bV 


±\ 


über.     Die  Richtigkeit    hiervon   folgt   aber   daraus,   dass   bei 

der  Poisson'schen  Theorie  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
durch  die  Annalime  (26)  den  Be^lingungen  der  Aufgabe  genügt 
wird,  wie  in  §  7  gezeigt  worden  ist. 

Die    magnetischen   Momente   u,ß ,y    in    de™    unendlich 
dünnen  Cylinder  haben  folgende  Werthe: 


(27) 
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Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Ausdrücke  für  a^ß^y  auch 
gelten,  wenn  die  Gestalt  der  Eisenmasse  eine  ganz  beliebige 
ist,  so  bald  die  magnetisirenden  Ejräfte  von  unendlich  grosser 
Intensität  sind;  es  ist  dann  nämlich  V  unendlich  gross,  U 
bleibt  endUch  in  Folge  der  durch  die  Gleichung  (25)  ausge- 
sprochenen Eigenschaft  der  Funktion  F.  Aus  der  Gleichung 
(22)  folgt  also,  wenn  man  eine  endUche  Grösse  gegen  unend- 
lich grosse  vernachlässigt: 

und  hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  Gleichungen  (27). 
Durch  Benutzung  von  (25)  kann  man  diese  hier  auf  die  Form 
bringen: 

bV  dV 

er 

dz  KT 


l/(ll)V(l^)Vf|f)" 


Diese  Form  zeigt,  dass  die  magnetische  Intensität  in  allen 
Punkten  der  Eisenmasse  dieselbe  ist,  nämhch  =  K\  die  mag- 
netische Axe  fällt  überall  mit  der  Richtung  der  magnetisirenden 
Kraft  zusammen. 


Zur  Theorie  des  in  einem  EisenkSrper  indncirten 

Magnetismus.  ^) 

1. 

Ein  Fall,  in  dem  die  von  Poisson  aufgestellte  Theorie 
des  in  weichem  Eisen  inducirten  Magnetismus  sich  sehr  leicht 
durchfähren  lässt,  der  auch  in  experimenteller  Hinsicht  Interesse 
darbietet  und,  soviel  ich  weiss,  bisher  theoretisch  nicht  be- 
handelt ist,  ist  der  Fall  eines  Ringes  —  oder  um  es  bestimmter 
auszudrücken  —  eines  Rotationskörpers,  der  von  der  Rotations- 
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axe  nicht   getroffen   wird,   von  Eisen,   der   durch   einen   el3 
triflchen  Strom   magnetisirt   ist,   dessen  Windungen  einen,  den 
EiaenkÖriier   umschliessenden,    bohlen   Eing    bilden,    der   mit 
diesem  eine  gemeinschaftliche  Botationsaxe  hat    Die  Theorie 
dieses  Falles  soll  hier  entwickelt  werden. 

Die  PoisBon'sche  Theorie  setzt  voraus,  dass  die  magneti' 
sirenden  Kräfte  ein  Potential  haben;  es  sei  dieses,  bezogen 
auf  einen  Punkt,  der  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
hat,  =  1';  es  seien  ferner  a,  ß,  y  die  magnetischen  Momente 
in  dem  Punkte  (j-,  y,  z)  der  Eiseumasse,  bezogen  auf  die 
Volumeneinheit;  die  Grössen  a,  ß,  y  sind  dann  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  folgenden  Gleichungen,  die  fllr  e 
der  Eisenmasse  erfüllt  werden  müssen: 


a  —  k^ 
0  = 


,ß  =  k 


/  =  *". 


emdeutig  be-      i 
ir  alle  PaaktB     | 

te  äes  Biseiffi,     1 


^-     "J  r  dy 

Hier  bedeutet  k  die  Magnetisirungsconstante 
f/  iS  ein  Element  der  Oberfläche  desselben,  JV  die  nach  dem 
Innern  gerichtete  Nonnale  von  dS  und  r  die  Entfeniung 
dieses  Elementes  von  dem  Punkte  der  Eisenmasse,  auf  den  Q 
sich  bezieht, 

In  dem  hier  zu  erörternden  Falle  giebt  es  ein  Potential 
V;  es  ist  dasselbe  aber  innerhalb  des  EisenkOrpers  eine  riel- 
werthige  Funktion  von  x,  y,  z.  Um  diese  zu  finden,  lege  man 
die  2-Aie  in  die  Rotationsaxe  des  Eiseukörpers  und  führe  q  und 
&  statt  X  und  y  ein,  so  dass 
I  j  =  ü  cos  ö' ,  y  =  p  sin  i?' 

I  ist     Eine  jede  Windung  des  elekti-ischen  Stromes  soll  aU  ein 

I  geschlossener,  ebener  Strom   angesehen  werden,  dessen  Ebene 

I  durch  die  r-Axe  geht;  der  Winkel,  den  die  Ebene  einer  Win- 

L  düng  mit  derjenigen  Ebene  bildet,  von  der  aus  der  Winkel  &■ 

H  gerechnet  wird,  sei  >9';  dS  sei  ein  Element  der  ebenen,  von 

H  der  Windung  begrenzten  Fläche,  iV  eine  Normale  dieses  Ele- 

I  mentes,  r  die  Entfeiiiung  desselben  von  dem  Punkte  (p,  iV^,  r) 

I  und  i  die  Intensität  dos  Stromes.     Das  Potential  der  betrach- 

I  teten  Winduug  in  Bezug  auf  den  Punkt  (o,    O,   z)  kann  dann 
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=-■/ 


"^^dif 


gesetzt  werden,  oder,  wenn  g    die  Entfernung  des  Elementes 
dS  von  der  r-Axe  genannt  wird. 


9 

oder  endlich,  wenn 

J   r   Q 

gesetzt,  d.  h.  durch  U  das  Potential  einer  Masse  bezeichnet 
wird,  deren  Dichtigkeit  =  -i;  in  dem  Elemente  dS  ist, 

Das  Potential  der  betrachteten  Windung  ist  aber  viel- 
werthig:  aus  dem  angegebenen  Werthe  erhält  man  die  übrigen 
durch  Hinzufügung  eines  Vielfachen  von  4nL  Die  Dififerential- 
quotienten  desselben  Potentials  nach  q,  &,  z  sind  einwerthige, 
stetige  Funktionen,  die  überall,  ausser  in  der  Fläche,  deren 
Element  dS  genannt  ist,   dieselben  Werthe   haben,  wie   die 

d  TT 

entsprechenden  Differentialquotienten  vonäö?.   Hiemach  findet 

man  leicht  die  nach  q,  &j  z  genommenen  Differentialquotienten 
von  V.    Es  sei  n  die  Zahl  der  sämmtlichen  Windungen  des 

Stromes;   auf  das   Winkelelement  d&'    konmien    dann  -„ — 
Windungen  imd  daher  ist: 

BV _   n    r  d^ü     ,y 
dz  "  2nJ  dzd&'     "^^ 

wo   die  Integrationen    von   &'  =  0-  +  a  bis  &'  =^2n  +  &  —  e 
ausgedehnt  werden  sollen  und  e  eine  unendlich  kleine  Grösse 

bedeutet.    Für  die  beiden  Grenzwerthe  von  &  haben  nun  v— 

fi  TT  d  TT 

und  -^  immer  und  hat  ^-^  dann  gleiche  Werthe,  wenn  der 
Pimkt  {q,  &j  z)  ausserhalb  des  Binges  liegt,  den  die  Windungen 

Kirehhoff,  GMammelte  Abhandlangtn.  15 


226  Zur  Theorie  des  in  einem  Eiaeukörper 

des  Stromes  bilden;  liegt  der  Punkt  innerhalb  dieses  Ringes, 
80  unteracheidcü  aich  die  beiden  Werthe  von  B-^iiin4!Ti.  Da- 
raus folgt,  dass  -.—  uud  -g-  immer  =  0  sind  und  sü-imersten 
dieser  beiden  Fälle  =0,  im  zweiten  =2ni  ist.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  man  über  die  willkürliche  additive  Coii' 
stante  in   V  passend  verfügt,  ausserhalb  jenes  Ringes         ^^^| 


innerhalb  desselben 


ist. 


=  0, 


Bei  diesem  Werthe  von   V  genügt  man  den  beiden  Glei- 
chungen, aus  denen  (p  und  Q  zu  bestimmen  sind,  durch 
Q  =  0,  (p  =  ^V. 
Hiemach  ist  die  magnetische  Äse  in  jedem  Punkte  des 
Eisenkürpers  senkrecht  auf  der  durch  ihn  und  die  z-Axe  ge- 
legten Ebene  nnd  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  mag- 
netische Intensität,  uämlicli  yi?  +  ß'  +  j-', 
2itki 


Bildet  man  das  für  Q  angegebene  Integral  unter  der  An- 
nahme, daes  der  Anfangspunkt  von  r  ausserhalb  der  Eisen- 
masse liegt,  so  giebt  es  das  Potential  der  Eiseumasse  in  Be- 
zug auf  diesen  Punkt  an.  Bei  dem  hier  gefundenen  Werthe 
von  (p  Ist  dieses  Potential  =  0;  der  Eisenkörper  übt  ebenso 
wie  der  Ring,  den  der  elektrische  Strom  bildet,  auf  äussere 
Magnetpole  keine  Kräfte  aus. 

Das  Potential  des  Eiseni'inges  in  Bezug  auf  einen  ge- 
schlossenen elektrischen  Strom  ist  aber  nicht  immer  =  0,  näm- 
lich dann  nicht,  wenn  dieser  Strom  den  Eiseuring  umschlingt 
Hierauf  beruht  es,  dass  ein  elektiischer  Strom  in  einem  ge- 
schlossenen Drahte,  der  den  Ring  umschlingt,  inducirt  wird, 
wenn  in  diesem  der  Magnetismus  entsteht  oder  verschwindet. 

Es  sei  K  das  Potential  eines  Magnetpols,  der  die  Flüssig- 
keitsmenge 1  enthält  und  im  Punkte  (j-,  y,  2)  sich  befindet,  in 
Bezug  auf  einen  Strom,  der  mit  der  Intensität  1  den  gedachten 
Draht  durchfliesat.  Das  Potential  des  magnetischen  Eisen- 
körpers in  Bezug  auf  denselben  Strom  ist  dann: 


indueirten  Magneiiai 


=  ///" 


oder 


=  *///■'"'!"''(, 


[B<f  SK  ,Sq,  6K  , 

wo  die  Integration  über  das  Volumen  des  Eisenkörpers  aus- 
zutlelmen  ist.  Nach  dem  Green'achen  Satze  lässt  sich  dieser 
Ausdruck  auf  ein  nach  der  Oberfläche  desselben  zu  nehmendes 
lDt«gral  reduciren;  da  aber  der  Kaum,  den  der  Eisenkörper 
eiunimmt,  ein  doppelt  zusanimenbängender  ist  und  in  ihm  tf 
und  K  im  Allgemeinen  vielwerthig  sind,  so  müssen  zu  dieser 
Oberfläche  die  beiden  Seiten  eines  Querschnitts  hinzugerechnet 
werden,  der  den  genannten  Baum  in  einen  einfach  zusammen- 
hängenden verwandelt.  Ist  dS  ein  Element  der  Oberfläche, 
die  man  dadurch  erhält,  und  N  die  nach  Innen  gerichtete 
Normale  desselben,  so  ist,  da 


Öv' 


jenes  Potential 

=  -*/''«»* 

Füi-  alle  Punkte  der  Eingoberääche  ist  nach  dem  fiii-  <p 
geftmdenen  Ausdrucke  n  =  0;  aul'  den  beiden  Seiten  des 
Querschnitts  hat  3^  entgegengesetzte  Werthe;  sind  Ä"  undÄ" 
die  im  Allgemeinen  verschiedenen  Werthe  von  K  auf  den 
beiden  Seiten  des  Querschnitts,  so  ist  daher  dasselbe  Potential 

wo  die  Integration  nur  über  die  eine  Seite  des  Querschnitts 
auszudehnen  ist.  Umschlingt  der  Strom,  auf  den  sich  K  be- 
zieht, den  Eisenring  nicht,  so  ist  K — K'  =  0,  umschlingt  er 
ihn  einmal,  so  ist  diese  Differenz  =  4:t,  umschlingt  er  ihn 
n'mal,  so  ist  sie  =  n'  4n.  In  dem  letzten  Falle  ist  daher 
das  betiachtete  Potential 


Der  Querschnitt  sei  so  gewählt,  dass  er  einen  Theil  eiser 
durch  die  r-Axe  gelegten  Ebene  bildet;  dann  ist  der  absolute 


und  daher  jenes  Potential  ohne  Rücksicht  auf  das  Voi"zeichen 

e 

wo  die  Integration  über  den  Querschnitt  des  Eiaenringes  aus- 
zudehnen ist 

Ebenso  gross  ist  die  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem 
gedachten  Drahte  inducirt  wird,  wenn  der  Magnetismus  des 
Eisenringes  entsteht  oder  verschwindet 

Das  Entstehen  oder  Verschwinden  des  primären  Stromes 
selbst  inducirt  in  dem  secundäron  Leiter  eine  elektromotorische 
Kraft,  die  gleich  dem  Potential  jenes  in  Bezug  auf  einen 
Strom  von  der  Intensität  1  in  diesem  ist,  d.  h. 


-I' 


''^a*' 


wenn  dS'  ein  Element  einer  durch  den  secundären  Leiter  be- 
grenzten Fläche  und  N  die  eine  Normale  dieses  Elementes 
bedeutet  Bei  dem  filr  V  gefundenen  Werthe  sind  diejenigen 
Theile  dieses  Integrals  =  0,  die  sich  auf  Theile  der  genannten 
Fläche  beziehn,  welche  ausserhalb  des  von  den  Windungen 
des  primären  Stromes  gebildeten,  hohlen  Ringes  liegen.  Um- 
schlingt der  secundäre  Leiter  diesen  Ring  in  einer  Windung 
80  kann  die  Fläche  so  gewählt  werden,  dass  der  Theil  der- 
selben, für  den  .r-j^  nicht  =  0  ist,  einer  durch  die  z-Axe  ge- 
legten Ebene  angehört;  ist  dann  noch  die  Wanddicke  des  von 
den  Windungen  des  primären  Stromes  gebildeten  Ringes  als 
verschwindendend  klein  zu  betrachten,  so  ist  hier  Überall  ^^^ 
=  —  und  also  das  gesuchte  Potential 
.CdS 

wo  die  Integration  über  den  Querschnitt  des  eben  bezeichneten 
Ringes   auszudehnen  ist     Ist  die  Wanddicke    dieses  Ringes 


-2n 


ä 
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nicht  zu  Ternachlässigen,  so  tiitt  an  Stelle  des  abgeleiteten 
Änsdrucka  die  Summe  der  "Werthe,  die  derselbe  für  die  Ringe 
Too  onendücL  kleiner  Wanddicke  annimmt,  in  welche  der 
wirkliche  Bing  zerlegt  gedacht  werden  kann.  Umschlingt  der 
secimdäre  Leiter  den  indueirten  Ring  n'mal,  so  ist  das  be- 
trachtete Potential  n  mal  so  gross,  als  in  dem  Falle  einer 
einmaligen  Umsciilingung. 

Wenn  der  primäre  Draht  unmittelbai-  auf  den  Eisenring 
gewunden  mid  die  Wanddicke  des  Ringes,  den  er  bildet,  zu 
vernachlässigen  ist,  so  hat  man 


fdS'  ^  fdS 


die  ganze  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem  secundären 
Drahte  beim  Schliessen  oder  OeÖhen  des  primären  Stromes 
inducirt  wird,  ist  dann 


i{ink  + 


»/^ 


oder  auch,  wenn  man  durch  dt  uin  Element  des  Volumens  dea 
Eisenringea  bezeichnet, 

-v'c-^  +  i)/?- 

Ist  beispielweise  der  Querschnitt  des  Eisenringes  ein  Kreis 
Ton  dem  Radius  a  und  ist  Ä  der  Radius  des  Kreises,  auf  dem 
die  Mittelpunkte  der  Querschnitte  liegen,  so  ist  dieser  Ausdruck 
=  iTmnidnh  +  1)  {R—ysnr^t), 

Der  Werth  der  Grösse  k,  der  in  der  Poisson'schen 
Theorie  als  constant  betrachtet  wiid,  ist  in  der  Wirklichkeit 
bekanntlich  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kratt  ab- 
hängig. In  dem  Anhange  zu  meiner  Abhandlung  „über  den 
indueirten  Magnetismus  eines  unbegrenzten  Cylinders  von 
weichem  Eisen"')  habe  ich  die  Gleichungen  abgeleitet,  die  an 
die  Stelle  der  Poisson'schen  treten,  wenn  man  auf  diese 
Abhängigkeit  Rücksicht  nimmt.  Auch  diese  allgemeinen  Glei- 
chungen können  in  dem  hier  behandelten  Falle  mit  Leichtig- 
keit gelöst  werden.     Man   sieht  unmittelbar  eui,  dass  die  im 


')  S.  obeu  p.  1 
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Zur  Theo 


1  Eisenkörper 


Vorstehenden  abgeleiteten  Gleichungen  bei  Kiicksiclit  auf  die 
Veränderlichkeit  von  k  ihre  Gültigkeit  behalten,  sobald  der 
Eisenring  so  dünn  ist,  dass  die  Aeudenmgen,  die  p  in  dem- 
selben erfährt,  als  unendlich  klein  betrachtet  werden  dürfen. 
Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  hat  man  sich  den  King 
in  unendlich  viele  Ringe,  die  ilu'  genügen,  zerlegt  zu  denkeu 
und  für  jeden  dieser  den  magnetischen  Zustand  so  zu  be- 
rechnen, als  ob  die  andern  nicht  vorhanden  wären.  Die  elek- 
tromotorische Ki'aft,  die  der  ganze  Bing  bei  dem  Entstehen 
oder  Verschwinden  des  Magnetismus  inducirt,  findet  man  in 
der  Summe  der  elektromotorischen  Krafto,  welche  jene  Theile 
dabei  induciren. 

Auf  diese  Thatsacheu  lässt  sich  eine,  wie  mir  scheint, 
recht  zweckmässige  Methode  zur  Bestimmung  von  k  gründen. 

2. 

Wenn  elektrische  Ströme  durch  eine  Eisenmassc  hindurch- 
fliessen,  so  lässt  sich  auf  den  in  dieser  erregten  Magnetismus 
die  Poisson'sche  Theorie  unmittelbar  nicht  anwenden,  weil 
dann  die  magnetisirenden  Kräfte  kein  Potential  haben.  Be- 
trachtungen, die  denjenigen  gleich  sind,  durch  welche  man  zu 
den  oben  angegebenen  Gleichungen  der  Poisson'schen  Theorie 
gelangt,  führen  liier  zu  den  folgenden  Gleichungen. 

Es  seien  A,  B,  C  die  Componenten  der  magnetisirenden 
Kraft  in  einem  Punkte  der  Eisenraasse,  dessen  rechtwinklige 
Goordinaten  o,  b,  c  sind,  Q  eine  zu  bestimmende  Punktion 
von  a,  b,  c,  endlich  a,  ß,  y  die  auf  die  Volumeneinheit  bezo- 
genen magnetischen  Momente  in  dem  Pnnkte  (a,  ä,  c);  dann  ist: 

«=*(^-^«) 


-!J!''^ 


y,  z  die  Goordinaten   eines  zweiten  Punktes   der  Eisen- 
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,  r  die  Entftmunf!  dieses  von  dem  Punkte  {a,  b,  e)  und 
a,  ß,  y  die  magnetischen  Momeiite  iio  Punkte  r,  y,  z  bezeicbnen. 

Lässt  man  in  dem  flii'  Q  angegebenen  Ausdrucke  (o,  b,  c) 
einen  Punkt  ausserhalb  der  Eisenmaase  bedeuten,  so  stellt  er 
das  Pott'utial  derselben  in  Bezug  auf  diesen  dar. 

Den  Ausdruck  von  Q  kami  man  sowohl  für  den  Fall, 
dass  der  Funkt  {a,  b,  c]  innerhalb,  als  für  den  Fall,  dasa  er 
ausserhalb  der  Eisenmasse  liegt,  auf  ein  über  die  Oberfläche 
des  Eisens  zu  nehmendes  Integral  zurlickfüliren.  Um  dos  zu 
zeigen,  bezeichne  man  mit  dS  ein  Element  dieser  Oberfläche 
und  mit  N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  desselben; 
durch  partielle  Integration  erhält  man  dann 

Q  =  -f~la cos (iVj-)  -I- /9co8  (iVy)  +  j-  cos  (iVz)] 


"///' 


'"^iH^+%+Z}- 


Um  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  (a,  b,  c)  iimerhalb  der 
Eiseumasse  liegt,  r  also  innerhalb  der  Grenzen  der  Integration 
verschwindet,  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  vollständig  ein- 
zusehn,  muss  man  zuerst  eine  unendlich  kleine  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  {a,  b,  c)  ist,  von  dem  Kaume,  auf  den 
die  Integrationen  sich  beziehen,  ausgeschlossen  denken  und 
dann  beachten,  dass  für  diese  Kugel  die  3  Integrale,  die  in 
den  beiden  Ausdilicken  von  Q  vorkommen,  unendlich  klein 
sind.  Aus  dem  umgeformten  Ausdrucke  von  Q  folgt,  dass, 
wenn  der  Punkt  [a,  b,  c)  innerhalb  des  Eisenköi-pers  liegt, 


f  +  . 


öl 


ist. 

Bezeichnet  man  durch  u,  v,  w  die  Componenten  der 
Stromdichtigkeit  in  dem  Punkte  (.'■,  y,  z)  des  von  den  Strömen 
erfüllten  Raumes  imd  setzt 
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SO  folgt  aus  dem  Gesetze  der  Kraft  mit  der  ein  Stromelement 
auf  einen  Magnetpol  wirkt, 

A  =  -— —  ^  ^ 


2?  = 


de  db 

dW  dU 

da  de 

du  dV 


db        da' 

Hieraus  ergiebt  sich 

da  "^  db  '^  de  "^ 

und  also  bei  Bücksicht  auf  die  &Lr  a,  ß,  y  aufgestellten  Glei- 
chungen : 

d*Q       d^Q       d^Q_  1  [da       dß       dY\ 

da*  "^  db*  "^   öc«  ■"  k  \da  "^  db  "^  de) ' 
Die  beiden  zwischen 

ö*Q    ,    ö«Q  ,    ««Q  .  da  ,    dß  ,    dr 
da*         db*         de*  da        db        de 

abgeleiteten  Gleichungen  zeigen,   dass   diese    beiden   Grössen 
verschwinden  und  also,  wo  auch  der  Punkt  (a,  b,  c)  liegt, 

Q  =  —f^  [a  cos{IVx)  +  ß  cos  (iVy)  +  y  cos  {Nz)] 
oder  in  Folge  der  Gleichungen  &lc  a,  ß,  y 

Q^kf^^^-^kf^[Acos{Nx)  +  Bcos{Ny)  +  Ccos{Nz)] 

ist 

Diese  Gleichung,  bezogen  auf  die  Punkte  der  Eisenmasse, 
dient  zur  Bestimmung  von  Q;  ist  Q  gefunden,  so  erhält  man 
cf,  ß,  y  aus  den  für  diese  Grössen  aufgestellten  Gleichungen. 

Zwischen  den  magnetischen  Momenten  a,  ß,  y  und  den 
Stromdichtigkeiten  u,  v,  to  bestehen  gewisse  einfache  Bela- 
tionen,  deren  Ableitung  hier  eine  Stelle  finden  möge. 

Aus  den  Gleichungen,  durch  welche  U,  V,  W  definirt 
sind,  folgt: 


dU ,dV      dW 
da  "^  db  "^   de 


-/// 


öl       al       al 

r       .        r       .        r 


dx  dy  dz  1-= —  u  +  -5 —  v  +  -w 

^        ^  dx  dy  d. 


WO  die  Integration  über  die  ganze  Stromleitung  auszudehnen, 
oder 
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--ilSf'  •  ■ '''  ■  ''■  • '" 


7  4  '-r 

dxdydz  \-^u+  g^v  +  -gf  w, 

vo  das  Integral  für  jeden  einzelnen  Leiter  zu  bilden  und  dann 
die  Summe  für  alle  Leiter  zu  nehmen  ist.  Durch  partielle 
Integration  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden: 

2  (  f—  (  u  cos  {Nx)  +  V  cos  (iVy)  +  w  cos  {Nz) ) 

Yfo  dS  ein  Element  der  Oberfläche  eines  Leiters  bezeichnet. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  elektrischen  Ströme  sta- 
tionäre sind,  ist  aber 

du      dv   ,  d*o  __  0 

und 

u  cos  {Nx)  +  V  cos  {Ny)  +  w  cos  {Nz) 

ist  fbr  die  freie  Oberfläche  eines  Leiters  =  0  und  hat  fttr  die 
Grenzfläche  zweier  Leiter  entgegengesetzte  Werthe  in  beiden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Summe  verschwindet,  mithin 

du.er    dw  _^ 

da  "^  db  "^  öc    ~" 
ist. 

Aus  den  Gleichungen  für  A,  Bj  C  ergiebt  sich  aber 

de        db  "  da  [db  '^    de  )       V  Ö6»  "*■  de»  )  ' 

es  ist  daher 

*^^  _  ^  =  _  (§1F 

de        db  \da 

oder  wegen  des  Werthes  von  U 


7       ö^       d*U\ 


Ebenso  ist 


dB      dC      . 
07  "  Ö6  =  ^^"• 


dC       dA       , 
Ta  -07=^'*^'^ 

dA       dB       j. 


Bei  Rücksicht   auf  die   Gleichungen  für   cf,   /9,   y  folgt 
hieraus: 
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il_^  =  4 


I 
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Wenn  der  maguetische  Zustand  der  Eisenmasse  durch 
Äenderuug  der  Intensität  der  magnetisirenden  Sti'öme  ge- 
ändert wird,  so  werden  dadurcli  in  den  vorhandenen  Leitern 
elektrische  Ströme  inducirt.  Es  aeyen  X,  V,  Z  die  Ki-äfte, 
die  zur  Zeit  (  iu  Folge  der  Äenderungen  von  a,  ß,  y  in  dem 
PunJcte  {x,  y,  z)  auf  die  Emheit  positiver  Elektricität  nach  den 
Richtungen  der  Axen  uud  auf  die  Einheit  negativer  Elektrici- 
tät  in  den  entgegengesetzten  Richtungen  wirken.  Gieht  man 
aus  von  dem  Gesetze  der  Induction,  die  in  einem  geschlossä- 
nen  linearen  Leiter  durch  die  Aenderung  des  magnetischen 
Zustandes  eines  magnetischen  Moleküls  hervorgerufen  wird, 
uud  setzt  man 


wo  (ff,  b,  c)  einen  Punkt  der  Eisenmasse   bedeutet, 
man  dann 


dA       AB 


■  öj" 


I 

4 


Gewisse  Fragen  über  die  durch  das  Entstehen  oder  Ver- 
schwinden des  Magnetismus  des  Eisenkörpers  inducirten  elek- 
trischen Ströme  kann  man  beantworten,  sobald  man  das  Po- 
tential des  magnetischen  Eisens  in  Bezug  auf  die  magnetisi- 
renden Ströme  kennt.    Dieses  Potential  ist 

JJJdadbdc{aA  +  ßB  +  YC), 
wo  (a,  />,  c)  wiederum  einen  Punkt  der  Eisemnasse   bedeutet. 
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Es  ist  TOD  selbst  klar,  dass  dieser  Äasdruck  das  genannte 
Potential  darstellt,  sobald  von  einem  solchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  die  Rede  sein  kann,  sobald  nändicb  die 
Ströme  nicht  durch  die  Eisenmasse  hindui'chtiiessen  und  also 
A,  B,  C  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Funktion 
von  a.  />,  c  sind.  In  Bezug  auf  die  Inductionswii-kungen  hat 
der  Ausdruck  dieselbe  Bedeutung  und  verdient  insofern  den- 
selben Namen,  wenn  die  Eisemuasse  von  den  Sti-ömen  durch- 
flössen wird,  wie  wenn  das  nicht  der  Fall  ist. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  —  von  denen  einen  Theil 
schon  Maxwell  in  seiner  Abluuidlung  on  the  electromagnetic 
Jkld^)  angegeben  hat  —  sollen  nun  auf  einen  sehi-  einfachen 
Fall  angewendet  werden. 

Ein  Theil  der  Stromleitung  sei  ein  unendlich  langer  Cy- 
linder  von  kreisförmigem  Querschnitt,  von  dem  ein  durch  zwei 
Querschnitte  begränztes  Stück  aus  Eisen  besteht;  die  beiden 
Enden  des  Cylinders  seien  durch  eine,  eine  Kette  enthaltende 
Rückleitung  mit  einander  verbunden,  die  überall  unendlich 
weit  von  dem  Eisen  entfernt  ist.  Die  Axe  des  Cylinders  sei 
die  z-Axe,  sein  Radius  R,  die  Intensität  des  Stromes  i. 

Diejenigen  Theile  der  für  U,  V,  IV  aufgestellten  Inte- 
grale, die  sich  auf  die  genannte  Rückleitnug  beziehen,  sind, 
wie  man  leicht  sieht,  bis  auf  uneudlicli  kleine  tirössen  Con- 
stanten gleich;  da  in  der  Rechnung  nur  die  Differentialquotien- 
ten von  ü,  V,  ^vorkommen,  so  kann  man  sich  daher  darauf 
beschränken,  jene  Integrale  über  den  Cylinder  auszudehnen. 
Für  diesen  ist 

man  darf  also  setzen :  

Die  letzte  von  diesen  Gleichungen  giebt,  wenn  man 
a2  +  fi2=p2 
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macht  und   durch  D  eine   (unendlich  grosse)   Constante  be- 
zeichnet: 

Hieraus  folgt: 

C=0. 

Bei  diesen  Werthen  von  Aj  B,  C  wird  ftlr  alle  Elemente 
der  Oberfläche  des  Eisenkörpers 

A  cos  {Nx)  +  B  cos  [Ny)  +  Ccos  [Nz)  =  0 

und  daher  die  zur  Bestimmung  von  Q  dienende  Gleichung 


Hieraus  folgt 
und  dann  weiter 


Q  =  0 


Die  magnetische  Axe  ist  daher  tiberall  senkrecht  auf 
Q  und  auf  r,  und  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  mag- 
netische Intensität  ist 

Auch  für  Punkte  ausserhalb  der  Eisenmasse  ist  Q  =  0; 
magnetische  Kräfte  übt  dieselbe  nach  Aussen  hin  also  nicht 
aus.  Bei  Schliessung  und  Oeflhung  der  Leitung  wird  in  die- 
ser selbst  aber  durch  das  Auftreten  und  Verschwinden  des 
Magnetismus  ein  elektrischer  Strom  inducirt;  es  erfährt  da- 
durch das  Potential  der  Leitung  in  Beziehimg  auf  sich  selbst 
scheinbar  eine  Vergrösserung.  Diese  Vergrösserung  ist  das 
Potential  des  magnetischen  Eisens  in  Bezug  auf  den  magneti- 
sirenden  Strom,  dividirt  durch  i*,  d.  h. 

=^jfJJfdadadc{ccA  +  ßB  +  rC) 
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oder,   wenu   man   mit   L   die   Länge    des   Eisencylindera   be- 
zeichnet, 

=  2.tA/.. 
Auch  in  dem  hier  beliandeltßn  Falle  kann  man  mit  Leich- 
tigkeit sich  von  der  Vorauasetzimg,  dass  k  eine  Constante  ist, 
unabhängig  machen;  den  Gleichungen  nämlich,  welche  bei 
Rücksicht  auf  die  Veränderlichkeit  von  k  den  magnetischen 
Zustand  des  Eisencylindera  bestimmen,  genügt  man  ebenfalls 
durch  die  Annahme  Q  =  0. 


Ueber  das  tlleicligewicht  und  die  Bewegnng  ei»ep 
elastischen  Scheibe.') 

Der  ei-sto  Versuch  einer  Theorie  der  Transversalschwin- 
gungen  elastischer  Scheiben  ist  von  Sophie  Gormain  be- 
kannt gemacht.  Im  Jahre  1811  reichte  sie  der  Pariser  Aka- 
demie, die  einen  Preis  tÜr  eine  solche  Theorie  ausgesetzt  hatte, 
eine  Abhandlung  ein,  in  welcher  eine  Hypothese  über  die 
Kräfte  auseinandergesetzt  war,  mit  denen  eine  Scheibe  Ponn- 
veränderungen  widerstrebt,  und  aus  dieser  Hypothese  war  eine 
partielle  Differentialgleichung  für  die  Schwingungen  abgeleitet. 
Die  Verfasserin  hatte  hei  der  Rechnung  einen  Fehler  gemacht; 
Lagrange,  der  sich  in  der  zm-  Begutachtung  der  Abhand- 
lung niedergesetzten  Commission  befand,  leitete  aus  ihrer 
Hypothese  die  Differentialgleichung  ab,  welche  eine  richtige 
ßechnung  geben  musste.  Es  ist  dieses  dieselbe,  welche  noch  jetzt 
als  die  richtige  anerkannt  wird.  Noch  fehlten  aber  die  Grenz- 
bedingungen, durch  welche  die  Losung  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung erst  zu  einer  bestimmten  wird.  Diese  hat  Sophie 
Germain  in  einer  zweiten  Abhandlung,  die  sie  zwei  Jalire 
später  der  Akademie  übergab,  aus  derselben  Hypothese  ab- 
geleitet. Sie  waren  von  der  Art,  dass  die  Verfasserin  die 
Lösung  des  Problems  fiir  den  Fall  rechteckiger  Scheiben  er- 
mitteln konnte,  Sie  vergUcb  ihre  theoretischen  Resultate  für 
diesen  Fall   mit  Beobachtungen    mid  fand   eine  üebereinatim- 

')  Crelle'e  Journal.    BU,  *0.  1850. 
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tmuig,  die  ihre  Hjpothese  zu  bestitigen  sdiien.  In 
dritten  Abhandhnig.  die  äe  1815  der  ÄJodemie  öbezreichte, 
«rweiterte  sie  ihre  HvpoÜiese  so,  dass  sich  aas  derselben  auch 
die  Theorie  der  Scbwingoogen  von  Platten  ableiten  liesä,  die 
im  oatürlicben  Zostande  gekrOnunt  sind.  Sie  konnte  die  fiecb- 
nting  für  CTlinderlormig  gekrümmte  Platten  dorchfubren  und 
fand  aach  lii<rr  ihre  theoretischen  Be«ultate  im  Rinlr^ng  mit 
experimentelle  ». 

Diese  3  Abhandlungen  sind  nicht  gedmckt;  den  Haupt- 
inhalt derselben  and  die  Ergebnisse  ihrer  fortgesetzten  Forschun- 
gen hat  die  Verfasserin  iu  zwei  Schriften  veröffentlicht,  von 
denen  die  erste ,  Jtecherches  sor  la  throne  ile^  ^ur&ces  eiastiqne^ 
im  Jahre  1S21,  die  zweite  ^JEemanjnes  sur  la  uature,  les  bornes 
et  r^tendne  de  la  question  des  sur&ces  elastiques.  et  reqnadon 
gfin^rale  de  ces  surfaces"  im  Jahre  1826  zn  Paris  erschienen 
sind. 

ungeachtet  der  Bestätigui^eu ,  welche  die  Theorie  von 
Sophie  Germain  durch  Versuche  erfahren  hat  ist  sie  nicht 
richtig;  denn  man  kann  Folgerungen  aus  ihr  ziehen,  welche 
in  offenbarem  Widerspruche  mit  der  Wirklichkeit  stehen.  Ich 
beschränke  mich .  um  dieses  zu  zeigen ,  auf  die  Betrachtang 
einer  Platte,  die  im  natürüchen  Zustande  eben  ist.  Die 
Schlüsse,  durch  deren  Httlfe  Sophie  Germain  zu  ihren  Ge- 
setzen für  die  Formvei-ändemng,  die  eine  solche  Platte  durch 
die  Wirkung  äusserer  Kräfte  erleidet,  und  fiir  die  Schwingun- 
gen, die  sie  vollführt,  gelangt,  sind  im  Wesentlichen  folgende. 

In  jedem  Elemente  der  Platte,  welches  seine  Gestalt  Ter- 
ändert  hat,  ist  eine  Kraft  erzeugt,  welche  dasselbe  in  seine 
ursprüngliche  Form  zurückzufahren  trachtet.  Die  Bedingung 
des  Gleichgewichts  der  Platte  i^t  die,  dass  das  Moment  aller 
in  derselben  erzeugten  Kräfte  und  das  Moment  der  gegebenen 
äusseren  Kräfte  eine  verschwijidende  Summe  liefeni.  Es  sei 
e  die  Dicke  der  Platte,  lij"  ein  Element  ihrer  Mittelffäche;  die 
in  dem  Elemente  edf  erzeugte  Kraft  wird  um  so  grösser  sein, 
je  grösser  der  Unterschied  der  Gestalt  von  df  nach  der  Form- 
veränderung  und  der  ursprünglichen  Gestalt  dieses  Elements 
ist.  Hätte  man  ein  passendes  Maass  fUr  diesen  Unterschied, 
80   würde    man   jene    Kraft    diesem    proportional    annehmen 
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können;   es   sei   u    ein   solches   Maass,    daun  wird   mau  jene 
,   Kraft 

I   setzen  können;  wo  i\'  eine  von  der  Dicke  und  der  Natur  der 
'  Platte   abhängige  Constaiite   bezeichnet.     Das   Streben   dieser 
Kraft   geht  dahin,    u  zu  verkleinem;    das  Moment  derselben 
I   wird  daher  sein: 

-A^uSudf; 
wo  äu  die  virtuelle  Verändenuig  von  w  bedeutet. 

Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  füi-  den  Fall 
eines  elastischen  Stabes  an,  so  gelangt  man  zu  den  richtigen 
Endgleichungen,  wenn  man  «  =  dem  reciproken  Krümmungs- 
radius der  Mittellinie  des  Stabes  setzt;  Sophie  Germain 
glaubte  dem  entsprechend  in  dem  Falle  einer  Scheibe  n  = 
der  Summe  der  reciproken  Hauptkrümmungsradieo  der  Mittel- 
fiäche  annehmen  zu  können.  Sind  diese  Hauptki-Ummungs- 
radieu  p,  und  p,,  so  erhielt  sie  demnach  für  das  Moment 
der   in    dem   einen  Elemente   erzeugten  Kraft   den  Ausdruck 

_^-=(L+l]ä(.'.^-i)</■, 

und  als  Bedingimg  des  Gleichgewichts  der  Platte  die  Gleichung: 

faUs    SP  das    Moment    der    gegebenen    äussern   Kräfte    be- 
zeichnet. 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingung  unmöglich  die  rich- 
tige sein  kann,  wende  ich  sie  auf  den  Fall  an,  dass  eine  Scheibe 
unendlich  wenig  aus  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  gebracht  ist 
durch  Kräfte,  die  auf  ihr  Inneres  senkrecht  zu  ilirer  Mittel- 
fläche wirken;  den  Kand  der  Scheibe  nehme  ich  dabei  der 
Einfachheit  wegen  als  frei  an.  Die  Mittelfläche  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt  sei  die  ry- Ebene  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems ,  r  die  auf  ihr  senkrechte  Verrttckung, 
welche  der  Punkt  {z,  i/)  der  Mittelfläclie  erlitten  hat,  Z  die 
Kraft,  die  in  der  Hichtung  von  z  auf  eine  Linie  der  Platte 
wirkt,  die  in  derselben  Richtung  durch  den  Punkt  (jt,  y)  ge- 
zogen ist.     Setzt  man  du.nn 

ö'«    ,    9'. 

flr»         flu"  ' 
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SO   liefert  jene   Gleichgewiclitsbediiigniig    ftlr 
Differeutialgleicbtmg 


die    partielle 


und  die  Grenzbedingungen 


=  0, 


eichnet    1 


wo  n  die  Normale  des  ümianges  der  Mittelfläche  bezeichnet 
Nun  ist  aber  die  Lösung  der  Differentialgleichung  für  a  schon 
durch  die  erste  der  beiden  Grenzbedingungen  voUkommen  be- 
stimmt; es  ist  daher  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  ein  «  zu 
finden,  welches  auch  noch  der  zweiten  Grenzbedingung  genQgt; 
und  demnach  gäbe  es  im  Allgemeinen  gar  kein  Gleichgewidit 
ßii'  die  Platte,  Wären  die  gegebenen  Kräfte  Z  von  der  Art, 
dass  eine  Funktion  u  gefunden  werden  könnte,  die  den  beiden 
Grenzbedingungen  genügt,  so  hätte  man,  um  die  Gestalt  der 
Mittel  fläche  zu  ermitteln,  diesen  Werth  von  u  in  die_  Differen- 
tialgleichung für  2  zu  substitiuren  und  aus  derselben  z  zu  be- 
stimmen. Dieser  Gleichung  genügen  aber  unendhch  viele 
Funktionen,  es  würde  daher  in  diesem  Falle  unendlich  viele 
Gleichgewichtslagen  der  Platte  geben.  Dieser  Fall  würde 
z.  B.  eintreten,  wenn  keine  Kräfte  Z  vorbanden  sind;  wäre 
die  Platte  in  irgend  welche  Gestalt  gebracht,  für  die 


Öl'  ^  Si/' 


=  0 


ist,  and  dann  sich  selbst  überlassen ,  so  mUsste  sie  in  dieser 
Gestalt  verharren,  ohne  das  Bestreben  zu  zeigen,  in  ihre  ur- 
sprüngliche Gestalt  zurückzukehren.  Jener  Qleichgewichts- 
hedingung  ^olge  müaste  die  Platte .  auch  wenn  sie  endliche 
Krümmungen  erlitten  hat,  ohne  Mitwirkung  äusserer  Kräf)« 
im  Gleichgewichte  sich  befinden,  sobald  füi-  alle  Punkte  ihrer 
Mittclfläche  die  Summe  der  reciproken  Hauptkrümmungsradieu 
verschwindet. 

Eine  zweite  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung elastischer  Scheiben  ist  von  Poisson  aufgestellt  und  in 
seiner  berühmten  Abhandlung  „Sur  l'öquilibre  et  le  mouve- 
ment   des   corps   ^lastiques" ')   entwickelt.      Aber   auch    diese 


■)  &Um.  de  l'Ac.  d.  sc.  k  Par.  1 


\  p.  237. 
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Theorie  bedarf  einer  Berichtigung,  und  dieselbe  z«  geben,  ist 
eben  meine  Absicht.  Poisson  gelangt,  indem  er  seine  allge- 
meinen Gleichungen  des  Gleichgewichts  elastischer  Körper  auf 
denFall  einer  Scheibe  anwendet,  zu  derselben  partiellen  Differen- 
tialgleichung, zu  welcher  die  Hypothese  von  Sophie  Germain 
gefuhrt  hat,  aber  zu  andern  Grenzbedingungen,  und  zwar  zu 
drei  Grenzbedingungen.  Ich  werde  beweisen,  dasa  im  Allge- 
meinen diesen  nicht  gleiclmeitig  genügt  werden  kann;  woraus 
dann  folgt,  dass  auch  nach  der  Poisson'schen  Theorie  eine 
Platte  im  Allgemeinen  keine  Gleichgewichtslage  haben  müsste. 
Diesen  Beweis  werde  ich  aber  erst  führen,  nachdem  ich  die 
zwei  Grenzbedingungen  abgeleitet  haben  werde,  die  an  die 
Stelle  der  Poisson'schen  drei  zn  setzen  sind,  weil  er  sich 
natorgemäss  an  die  Betrachtungen  anscbliesst,  durch  welche 
ich  jene  ableiten  will, 

Poisson  hat  seine  Theorie  auf  den  Fall  einer  kreisför- 
migen Platte  angewandt,  die  so  schwingt,  dass  alle  Punkte,  die 
gleich  weit  von  ihrem  Mittelpunkte  abstehen,  sich  immer  in 
demselben  Zustande  befinden;  er  konnte  sie  auf  diesen  Fall 
.  anwenden,  weil  in  demselben  eine  seiner  drei  Grenzbedingungen 
identisch  erfüllt  wurde.  Aus  der  modjficirten  Theorie  werde 
ich  allgemein  die  Gesetze  der  Schwingungen  einer  freien  kreis- 
lormigen  Platte  entwickeln;  in  dem  bezeichneten  speciellen 
Falle  werde  ich  zu  denselben  Formeln  gelangen ,  welche 
Poisson  gefunden  hat.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Direktor 
Strebike,  welcher  Messungen  in  Bezug  auf  die  Ruotenlinien 
kreisförmiger  Scheiben  angestellt  hat,  bin  ich  in  den  Stand 
gesetzt,  einige  der  numerischen  Resultate  der  Theorie  mit  den 
entsprechenden  Resultaten  der  Beobachtung  zusammenzustellen. 

§  1- 

Poisson  legt  seinen  Betrachtungen  über  eine  elastischePlatte 
die  Gleichungen  zu  Grunde,  welche  auf  die  Formveränderungen 
beliebig  gestalteter  elastischer  Körper  sich  beziehen.  Diese 
Gleichungen  lassen  sich  in  eine  zusammenfassen,  welche  aus- 
spricht, dass  das  Moment  der  Ki'ilfte,  welche  die  Formverän- 
dening  bewirkt  haben,  der  Variation  eines  gewissen  Integrals 
gleich  ist.  Es  hat  diese  vor  jenen  auch  das  voraus,  dass  jene 
nur  gelten,  wenn  die  VerrUckungen  unendlich  klein  sind,  wäh- 

Siigbbofr.  Gaumnalte  Abbudluncen,  iß 
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rend  diese  bestellt,  sobald  die  Dilatationen  uod  Contractionen 
unendlich  klein  sind;  auf  den  Fall  toii  unendlicb  dünnen  Stäben 
oder  Platten,  die  endliche  Krümmungen  erlitten  haben,  können 
jene  nicht  angewandt  werden,  diese  kann  es  aber.  Sie  ist  die 
folgende : 

{1)  0  =  *P-5Ä-/rfr(AJ+A|+A»  +  Ö(i,+i,  +  >^)»)- 
Hier  bedeuten:  bP  das  Moment  der  gegebenen  Kräfte,  dV 
das  Volumen  eines  Elements  des  Köqiers.  i,^,  )^,  ).^  die  Haapt- 
dilatationen  dieses  Elements;  die  Integration  ist  über  den 
ganzen  Körper  auszudehnen;  K  und  9  sind  zwei  Constanten, 
von  denen  der  Elasticitätscoefficient  q  auf  die  Weise  abhUngt, 

ist.  Man  erhält  aus  (1)  die  PoisBOn'echeu  Gleichungen,  wenn 
man  Ö  =  J  setzt,  und  die  Gleichungen,  zu  wekJien  Herr 
Wertheim  dm-ch  seine  Versuche  gefuhrt  worden  ist'),  wenn 
mann  9=1  macht.  Bezeichnet  mau  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  des  Ortes  von  d  V  im  ursprünghcbeu  Zustande  dea 
Körpers  durch  j;  y,  ?,  die  A'"errückungeu  iu  den  Richtungen 
der  Axen,  die  dasselbe  bei  der  Foimver^nderung  erlitten  hat, 
durch  V,  t;  tc,  die  Kräfte,  die  auf  dasselbe  iu  den  Richtungen 
der  Äxen  wü'ken,  durch  Xd  V,  Vd  V,  Zil  V;  nennt  man  femer 
rfO  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers  und  (X)dO, 
{y)dO,  {Z)dO  die  Dnickkräfte,  die  auf  dasselbe  in  den  Rich- 
tungen der  Axen  ausgeübt  werden,  so  ist  der  Werth  von  3P, 
der  in  die  Gleichung  (1)  gesetzt  werden  muss,  folgender: 

(2)   öP^fd\'(xeu+ydv+Z3w) 

+  fd0({X)Su  +  {J-)dv+{Z)Su>)), 
wo  das  erste  Integral  über  das  ganze  Volumen,  das  zweite 
über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  auszudehnen  ist. 

Dass  die  Gleichung  (1)  füi-  den  Fall,  dass  u,  v,  w  unend- 
lich klein  sind,  wirklich  die  bekannten  Gleicbmigen  ftii'  die 
Pormveränderungen  elastischer  Körper  liefert,  davon  überzeugt 
mau  sich  leicht  durch  folgende  Rechnung. 

Es   seien   «,   ß,  y   die  Cosinus   der  Winkel,   welche  eine 

>}  Ann.  de  eh.  et  de  ph.  3*  s^r.  XXIII.  p.  52. 
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durch  den  Punkt  (j-,  y,  :)  gezogene  Linie  mit  den  Coordinaten- 
Axen  bildet:  die  Dilatation  in  der  Eichtung  dieser  Linie  für 
den  Punkt  [r,  •/,  z),  die  durch  l  bezeichnet  werden  möge,  ist 
dann  unter  der  Voraussetzung,  dass  u,  v,  w,  also  auch  die 
Differentialquotienten  dieser  Grössen  nach  j-,  y,  z'  unendlich 
klein  sind,  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 


J.= 


+  .^r 


.s-r 


,a^[. 


■  Ssj 


Die  Hauptdilatationen  ?.,,  l^,  Aj  sind  die  Werthe  von  A  für 
diejenigen  "Werthe  von  a,  ß,  y,  für  welche  die  Variation  SX 
verschwindet;  d.  h.  sie  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


»"(i^-ote-^)te-o-ite-^)ßi 


+« 


«j 


m 


+i 


-lü- 


Es  folgt  dai'aus: 
und  femer 


m-m, 


also  auch 


du  8u 


Vä,/ 


+!: 


UÜ 


-i: 


■i[ 


-i\n- 


+  i; 


Diese  Werthe  von  /.,  +  J.,  +  ?.,  und  /|  +  /|  +  i.\  sind  in  die 
Gleichung  (1) zu aubstituiren').  Wir  schreiben  dieselbe  wie  folgt: 
(3)  SP-Käil  =  0, 


I)  Die  Gleichuiig,  die  durch  diese  Substitution  entsteht,  findet  aich 
in  wenig  veränderter  Geatalt  schon  in  einer  Abhandlung  von  G.  Green, 
„Ohn  the  iaws  of  reßeiion  and  refraction  of  light,  Camb.  Phil.  Trans.  Vll."j 
sie  ist  dort  auf  andere  Weise,  als  hier,  ohne  Betrachtung  der  Haupt- 
dilatalionen  abgeleitet. 
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indem  wir 

(4)  n^fdV(X\  +  ^  +  kl  +  6{k,+l,+k,y) 

setzen.  Die  Variation  SSi  wird  aus  drei  Theilen  bestehen, 
von  denen  der  erste  von  Suj  der  zweite  von  5r,  der  dritte  von 
dw  abhängt;  diese  drei  Theile  wollen  wir  durch  SRj  dSj  ST 
bezeichnen;  dann  ergiebt  sich 

(5)  SQ^SR+dS  +  ST, 
und  man  findet: 

iddu 


5Ä=/rfF{(2(l  +  ö)|^+2ö|  +  2ög) 


[dx'^dy)   dJ'^Xdx'^  dz)  dz   /• 


Aus  dem  Ausdrucke  von  SR  ergiebt  sich  der  von  SS,  und 
aus  diesem  der  von  STj  wenn  man  u,  v,  w  und  gleichzeitig 
^j  Jfj  ^  cyklisch  vertauscht  Den  Ausdruck  von  SR  zerlege 
man  in  drei  Integrale,  von  denen  das  erste  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  -w-^,  das  zweite  den  Factor -g-^,das  dritte 

den  Factor  -^  hat.    Auf  das  erste  von  den  dreien  wende  man 
dz 

den  Satz  an,  der  durch  die  Gleichung 

jdVF'^=-JdVG'^-JdOFG^^{N,x) 

ausgesprochen  wird,  in  welcher  F  und  G  zwei  beliebige  Funk- 
tionen von  Xj  y,  z  bezeichnen,  d  V  das  Element  eines  begrenzten 
Kaums,  dO  das  Element  der  Oberfläche  desselben  und  {Ny  x) 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  dem  Innern  des  begrenzten 
Kaumes  gerichtete  Normale  von  dO  mit  der  or-Axe  bildet; 
auf  das  zweite  und  dritte  der  Integrale,  deren  Summe  SR  ist, 
wende  man  die  Sätze  an,  die  aus  jenem  durch  Yertauschung 
von  X  mit  y  oder  z  entstehen;  jedesmal  mache  man  dabei 
G  SS  Su.  Fassen  wir  dann  die  nach  dV  zu.  nehmenden  Inte- 
grale zusammen,  und  eben  so  die  nach  dO  zu  nehmenden,  so 
ergiebt  sich 
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Bildet  man  aus  diesem  Ausdrucke  von  SR  durch  die  angege- 
benep  Vertauschungen  die  Ausdrücke  von  SS  und  STj  und 
dann  der  Gleichung  (5)  gemäss  den  Werth  von  SSi\  setzt 
diesen,  so  wie  den  Werth  von  SP  aus  (2),  in  die  Gleichung 
(3),  zieht  hier  die  Integrale  zusammen,  die  über  das  Volumen 
des  Körpers  auszudehnen  sind,  so  wie  diejenigen,  die  sich  auf 
die  Oberfläche  desselben  beziehen,  und  setzt  dann,  den  Prin- 
cipien  der  Variationsrechnung  gemäss,  die  Faktoren  von  Su^ 
Öv,  Sw  unter  den  beiden  Integralzeichen  =  0;  so  erhält  man 
folgende  Gleichungen: 

Für  einen  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 

+  (i  +  26)^f-|^)+r=o, 

+  (l  +  2ö)ä^^)  +  Z  =  0. 
Und  für  einen  Punkt  der  Oberfläche: 

^{(2(1  +  0)  f|  +  2ö|^  +  2ö|ljcosW.) 

+  (I-:  +  Ü)  ''««(^'y)+  (§f  +  ll)  cos  W.)  }+W=0, 


(6) 
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Diese  Gleichungen  sind  dieselben  wie  die,  welche  Cauchy  aTif 
einem  Wege  abgeleitet  hat,  bei  welchem  er  nicht  auf  die  Be- 
trachtung der  Molecularkräfte  zurückging;  sie  gehen  in  die 
Poisson'schen  über,  wenn  man  Ö  =  J  setzt,  und  in  die 
Wertheim'schen,  wenn  Ö  =  1  gesetzt  wird. 

Ich  werde  jetzt  eine  Ableitung  der  Gleichung  (1)  geben, 
aus  welcher  hervorgehen  wird,  dass  sie  eine  allgemeinere  Gül- 
tigkeit hat,  als  die  Gleichungen  (6).  Betrachtungen,  die  denen, 
welche  hier  folgen,  ganz  ähnlich  sind,  hat  Lagrange  mehr- 
mals in  seiner  Mechanik,  z.  B.  bei  der  Herleitung  der  Gleieh- 
gewichtsbedingimg  eines  elastischen  Stabes  angestellt 

Es  sei  d  V  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Theils 
des  elastischen  Körpers  in  seinem  natürlichen  Zustande.  Der 
Zustand,  in  welchen  dieser  Theil  dm-ch  die  Pormveränderung 
geräth,  kann  bekanntUcti  aus  dem  natüi'hchen  als  auf  die 
Weise  hervorgegangen  angesehen  werden,  dass  der  Theil  ohne 
Veränderung  der  relativen  Lage  seiner  Molecüle  eine  andere 
Lage  im  Räume  erhalten  hat  und  dann  in  drei  auf  einander 
senkrechten  Richtungen  (gleichmässig  in  jeder,  aber  verschieden 
in  den  verscliiedenen)  dilatirt  worden  ist').  Eine  unendlich 
kleine  Kugel  geht  hiernach  in  ein  EUipso'id  über,  dessen  Axen 
die  Richtungen  haben,  in  denen  die  Dilatationen  Statt  fanden. 
Diese  Dilatationen  werden  daher  die  Hauptdilatationen  \,  Aj, 
Ag  sein.  Die  Elasticität  des  Köi-pers  bewirkt,  dass  der  be- 
trachtete Theil  sich  in  den  Richtungen,  in  denen  er  ausgedehnt 
ist,  zusammenzuziehen  strebt;  die  Kräfte,  mit  denen  er  sich 
in  denselben  zusanmienzuzielicn  strebt,  seien  LjäV,  L^dV, 
Ly  d  V;  die  erste  von  ihnen  sucht  /, ,  die  zweite  A,,  die  dritte 
Ag   zu  verkleinern.     Das  Moment  der  ersten  Kraft  ist  daher 

—  L^dVäXi,  das  der  zweiten    —  L^dVS?^,   das  der  dritten 

—  LgdVäi^,   und   das  G^'sammtmoraent   der   drei  Kräfte  ist 

—  d  V{LjSX,  +  L^dX^-i-  L,Sh,). 
Nun  sind  Z-j,  L^,  ig  Funktionen  von   /,,  K,  A^.     Wir  wissen 
von  ihnen,   dass  sie  gleichzeitig  mit   ),^,  l^,  A,  verschwinden; 


')  Eine  Compreesion  will  ich  als  negative  Dilatation  bczeichnn 


femtr,  da&s  L^  ^ine  symmetrische  Fonktioa  von  il,  und  X^ 
und  dieselbe  Fonktioii  von  ^t  ^-  ^i  *i^  ^  ^o»  ^i  ^t  \ 
und  Z,  Tou  Aj,  Aj,  /,  sein  mu5&  Nimmt  m&n  daher  Ij,  i,,  i, 
&  oiiendlicb  klein  an,  so  wird  man 

Z,  =  ii,  +  ai,  +  Äi,, 
Z,  =  iAj  +  ÄÄ,  +  oA, 
aien;  wo  n  und  fi  zwei  ron  der  Satur  des  Körpers 
B  Grössen  bezeichnen.     Führt  man  au  Stelle  derselben 
j  Andere  K  imd  6  ein,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen 
«  =  2Ä(l+e;,  b  =  2K<i 
mdea  smd,  so  erhält  man  für  das  Moment  der  ia  dV  er- 
zeugten Kräfte  den  Äusthoick 

-  d  i:  dK{>.\  +  A|  +  Ä|  +  Ö  (A,  +A,  +  i,)') 
nnd  für  das  Moment  aller  in  dem  Körper  erzeugten  Kräfte 
den  Ausdruck 

~  <)A-J.^r(Xf +  A»  +  /.f+ö (ii  +  A, +/,)■)■ 

Summe  dieses  Moments  imd  des  Moments  der  äusseren 
musa  für  den  Gleichgemchtszustand  Tcrschwinden;  wie 
es  durch  die  Gleichung  (1)  ausgesprochen  Viird.  ^ 

5  2.  1 

Jetzt  wollen  wir  zur  Betrachtung  einer  Platte  übergehen. 
Wir  setzen  in  Bezug  auf  dieselbe  voraus,  dass  ihre  Grund- 
flächen im  uatürUchen  Zustande  durch  zwei  parallele,  uneud- 
Hch  nahe  Ebenen  gebildet  werden,  ihr  Band  duich  eine  be- 
liebige Cjliniler-Obertläche,  die  jene  senkrecht  schneidet.  Die 
Platte  hat  eine  Form-Aenderuug  erUtten  durch  Kräfte,  die 
auf  ihr  Inneres  wirken  und  durch  Druckkräfte,  die  auf  ihren 
Band  ausgeübt  werden,  während  ihie  GrundMächen  frei  sind. 
Diese  Kräfte  sind  endlich  nur  so  gross,  dass  die  Dilatationen, 
die  sie  hervorbringen,  als  unendlich  klein  betrachtet  werden 
dürfen.  Hierdurch  ist  jedoch  nicht  ausgesprochen,  dass  die 
Krümmungen,  die  die  Platte  erlitten  bat,  unendhch  klein  sind; 
diese  wollen  wir  mis  vorläufig  als  eudUch  vorstellen. 

Um  die  Anwendung  der  Gleichung  (1)  auf  den  Fall  einer 


248  Ueber  das  Gleichgenichl  und  die  Bewegung 

solchen  Platte  zu  vermitteln,  macLon  wir  zwei  Annahmeii,T 
wir   als  Ergebnisse   des   Experimeuts    auseliBD   und   die   gam 
entsprechend   denjenigen   sind,   welche  Jacob   Bernoulli   in 
Bezug   auf  einen   elastischen  Stab   macht;    nämlich  .folgende: 
1}      Jede    gerade   Linie    der   Platte,    welche    ursprünglich 
senkrecht  auf  den  (inindflächen  war,  bleibt  bei  der  Form- 
Äeoderung  gerade  und  senkrecht  auf  den  Flächen,  welche 
urspiilngUch   den   Gnmdilächen  parallele   Ebenen  waren; 
2)       Alle  Elemente  der  Mittelfläche  (d.  h.  deijenigen  Fläche, 
welche  im  natürliclien  Zustande  der  Platte  die  Ebene  ist, 
die  den  Grundflächen  parallel  in  der  Mitte  zwischen  diesen 
liegt)  erleiden  bei  der  Fürm-Aendeiimg  keine  Dilatation. 
Mit  Hülfe  dieser  beiden  Annahmen  wei-den  sich  die  Werthe 
der  Haupt dilatationeu   <Lj,  A^,  A,  für  den   gegenwärtigen  Fall 
leicht  ausdrücken  lassen  durch  die  Hauptkrümmungsradien  der 
Mittelfläche.     Man  stelle  zu  diesem  Ende  folgende,  noch  auf 
einen  elastischen  Körper  von  beliebiger  Foim  bezügliche  Be- 
trachtung an.     Man  denke  sich  in  dem  Körper  in  seinem  ur- 
spiilnglichen  Zustande  eine  unendUcb  kleine  Kugel  und  in  der- 
selben  einen  Dm'climesser   n  und  eine  auf  diesem  senkrechte 
Diametral-Ebene  A;  bei  der  Form-Aeuderung  geht  die  Kugel 
in   ein  Ellipsoid   über;   die  Moleclile,   die   auf  a   und  auf  A 
lagen,   hegen   dann   auf  einem  Durchmesser  a    und  auf  einer 
Diametral-Ebene  A'  des  ElUpsoids,  welche  conjugirt  zu  ein- 
ander sind.     Im  Allgemeinen   wii'd  daher  a    nicht  senkrecht 
auf  A   sein.     Ist  n'  senkrecht  auf  A',  so  wii'd  «'  gleich  einer 
Haupt-Axe   des  Ellipsolds   seiu,   und   das  Maximum  und  das 
Minimum  der  auf  u    senkrechten  Durchmesser  werden  gleich 
den  beiden  andern  Haupt-Axen  sein;   d.  h.  es  wird  die  Dila- 
tation von  a   die  eine  Hauptdilatation,  und  die  beiden  andern 
Hauptdilatationen  werden  das  Maximum  und  das  Mininuni  der 
auf  a   senkrechten  Dilatationen  sein. 

Wendet  mau  diesen  Satz  auf  den  Fall  der  Platte  an,  so 
folgt  daraus  bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (1):  dass  fiir 
irgend  eben  Punkt  im  Innern  der  Platte  die  Dilatation  in  der 
Richtung  der  durch  ihn  gezogenen  Nonnale  der  Mittelääche 
eine  der  Hauptdilatationen  ist.  Wir  wollen  =  die  ui-sprUng- 
liche  Entfernung  des  betrachteten  Pimkts  von  der  Mittelääche, 
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z'  seine  Entfernung  von  derselben  nach  der  Form-Aenderung 
nennen;  gleichzeitig  möge  durch  z  auch  die  Normale  der 
Mittelfläche  nach  der  Form-Aenderung  in  Bücksicht  auf  ihre 
Lage  bezeichnet  werden.    Setzt  man 

80  wird  also  J^  der   Werth  einer  Hauptdilatation  sein.     Da 

diese  unendlich  klein  sein  soll,  und  da  q  gleichzeitig  mit  z 
verschwindet,  so  muss  q  gegen  z  unendUch  klein  sein. 

Bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (2)  sieht  man,  dass 
die  Dilatation  in  irgend   einer    auf  z    senkrechten  Bichtung 

=  -  ist,  wenn  q  den  Krümmungsradius  der  Curve,  in  welcher 

die  durch  z'  und  die  betreffende  Richtimg  gelegte  Ebene  die 
Mittelfläche  schneidet,  für  den  Fusspunkt  von  z  bezeichnet. 
Nennt  man  daher  die  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte 
der  Mittelfläche  für  den  Fusspunkt  von  z',  q^  und  p^,  so  sind 

—  und  ~  die  Werthe    der   beiden    andern  Hauptdilatationen. 

Da  z  —  z  unendlich  klein  gegen  z  ist,  so  kann  man  fUr  diese 

auch  —  und  —  schreiben. 

Die  Werthe  der  Hauptdilatationen  Ap  Ag?  h^  die  jetzt 
gefunden  sind,  substituire  man  in  die  Gleichung  (1).  Drückt 
man  dann  noch  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
df,  dz  aus,  indem  man  unter  df  das  Element  der  Mittelfläche 
versteht,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(7)  0  =  SP-KöJfäfä.[{^ij\(±}\[±J 


+ 


<^.+i*i)')- 


Bezeichnet  man  die  Dicke  der  Platte  durch  2  e,  so  ist  die  In- 
tegration in  Bezug  auf  z  von  z  ==  —  e  bis  zssczu  nehmen. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  sich  die  eine  der  Hi,upt- 

dilatationen  J^  durch  die  beiden  andern  —  und  —   ausdrücken 

dz  9i  Q% 

lässt,  ohne  dass  dazu  die  Kenntniss  der  Kräfte  nöthig  wäre, 
welche  die  Form-Aenderung  der  Platte  bewirkt  haben.  Es 
ist  zu  dem  Zwecke  der  Werth  von  SP^  der  durch  die  Glei- 


250  Ueber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung 

chung  (2)  gegeben  ist,  näher  untersuchen.  Das  rechtwinklige 
Goordinatensystem,  auf  welches  sich  diese  Gleichung  bezieht^ 
wähle  man  so,  dass  die  xy  Ebene  die  Mittelfläche  in  dem  na- 
türlichen Zustande  der  Platte  ist ;  dann  behält  z  die  Bedeutung, 
die  ihm  hier  gegeben  wurde.  Man  bezeichne  die  Winkel, 
welche  die  Normale  der  Mittelfläche,  z^  mit  den  Goordinaten- 
Axen  bildet,  durch  (z,  x\  {z\  y),  (z',  z),  die  ursprünglichen 
Goordinaten  des  Fusspunkts  von  /  durch  ar^,,  y^,  0,  die  Ver- 
rückungen, die  dieser  Punkt  in  den  Richtungen  der  Axen  er- 
litten hat,  durch  w^,  Vq?  *''o*  ^^  ^^  der  Annahme  (1)  zufolge: 

X  +  u  =:  Xq+  Uq  +  z  cos  (z',  x)j 
y +  «^  =yo+  «^0  +  ^' cos  (z',  y), 
z  +  tr  =  v)q  +  z  cos  (z',  z), 

oder,  da  z — z  unendlich  klein  gegen  z  ist: 

X  +  u  =  Xq  +  Uq  +  z  cos  (z',  x), 

if  +  ^=^!/o  +  ^o+^^os  (z, y), 

z  +  w=  ^0  +  ^  cos  (z',  z). 

Hieraus  ergiebt  sich: 

[  5u  ==  Suq  +  z8cos{z\  x)y 
(8)  Sv=^Sv^+zdcos{z\  y). 

Diese  Werthe  von  Su^  äv,  Sw  sind  in  die  Gleichung  (2)  zu 
substituiren.  Die  zweiten  Theile  derselben  sind,  da  sie  den 
Faktor  z  enthalten,  unendlich  klein  gegen  die  ersten  und 
können  daher  gegen  diese  im  Allgemeinen  vernachlässigt 
werden;  wir  haben  sie  beibehalten,  um  den  Fall  von  den  obigen 
Betrachtungen  nicht  auszuschliessen,  in  dem  die  Integrale 
+#  +«  +*  +#  +#  +« 

fXzdz,Jrzdz,  fzzdZjJ{X)zdz,  f{y)zdz,f(Z)zdz 


— «  — «  — #  —  t  — « 


von  derselben  Ordnung  sind  wie  die  Integrale 

+#  +•  +#  +«  +•  +« 

fxdz,fTdz,fzdz,f{X)dz,f(T)dz,J{Z)dz. 
Stellt  man  sich  die  Werthe  von  3uj  Sv,  Sw  aus  (8)  in  (2) 
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substituirt  vor,  so  sieht  man,  dass  SP  unabhängig  von  Sq  ist: 
es  folgt  daraus,  dass  das  von  Sq  abhängige  Glied  des  zweiten 
Theils  der  Gleichung  (7)  für  sich  verschwinden  muss.  Daraus 
folgt 

oder 

dz       1  +  n^i"^  qJ- 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ^  in  die  Gleichung  (7),  so 
giebt  sie: 

oder,  wenn  man  die  Integration  nach  z  ausführt: 

(9)      0  =  5P-|e3j5,^Jrf^(^^  +  ^  +  ^(l  +  iy^^ 

§  3. 

Die  gefundene  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  für 
eine  Platte  wollen  wir  nun  auf  den  Fall  anwenden,  den  Poisson 
behandelt  hat:  auf  den  Fall  nämlich,  dass  die  Platte  sich  nur 
unendlich  wenig  von  ihrer  ursprünglichen  Gleichgewichtslage 
entfernt  hat.  Wir  beginnen  mit  der  weiteren  Entwickelung 
des  Werths  von  SP. 

Ist  w^  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  so 
werden,  da  die  Mittelfläche  keine  Dilatationen  erlitten  haben 
soll,  Uq  imd  Vq  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sein; 
daher  lassen  sich  Su^  und  dv^^  als  unendlich  klein  gegen  Swq 
betrachten  und  die  Gleichungen  (8)  wie  folgt  schreiben; 

Su  =  zScos{z\  x), 

Sv  =  zScos{z\  y\ 

Sw  =  Swq  +  zS cos {z\  z). 

Femer  ist  in  dem  vorliegenden  Falle,  wenn  man  wiederum 
nur  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigt: 

COS(/,   *)  =  -  5^»  ,   cos  {Z',  y)  =  -  Ig,  cos  (/,  z)  =  U 

und  daher  wird: 
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Ott  =^  —  Z  -A— ^  ,    dv  =  —  2  -55 — -  *    Ott?  =s  Ott?, 


öa?o  '  ö^r, 


0 


0' 


Diese  Werthe  substituire  man  in  die  Gleichung  (2).  Drückt 
man  dann  wieder  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
df  dz  aus  und  das  Element  der  Oberfläche  ihres  Bandes  durch 
ds  dzj  indem  man  unter  ds  das  Element  des  ümfanges  ihrer 
Mittelfläche  versteht;  imd  schreibt  der  Bequemlichkeit  wegen 
Wj  Xj  y  statt  iTq,  x^^  y^j  so  ergiebt  sich: 

Die  Kräfte  X,  T,  Z  und  die  Druckkräfte  {X),  ( y ),  (Z)  lassen 
sich  hier  als  unabhängig  von  w  betrachten,  weil  w  imendlich 
klein  sein  soll  Den  Ausdruck  von  SP  wollen  wir  noch  um- 
formen.   Er  lässt  sich  zunächst  auf  folgende  Weise  schreiben: 


^^=///''*''y'^-{^+^(lf+^)}^ 


w 

dYdie 


-fffz  dx  dy  dz  ^  -^^^z  ds  dydt  ^ 


+ 


Jjd.dz[iZ)öu>-z[iX)^^+^r)^lf)]. 


Das  zweite  imd  dritte  dieser  vier  Integrale  lässt  sich  umge- 
stalten durch  Anwendung  der  Formeln: 


(10) 


I  dx  dy  -^  =  —  \  ds  cos  cp  Fj 


j  dxdy-^-  =^  —  J  dssixKpF, 

In  denselben  bedeutet  F  eine  beliebige  Funktion  von  x  undy: 
die  zweifache  Integration  ist  über  eine  begrenzte  Fläche,  die 
einfache  über  den  umfang  derselben  auszudehnen;  g)  bezeichnet 
denjenigen  Winkel,  den  die  nach  dem  Innern  der  begrenzten 
Fläche  gerichtete  Normale  des  XJmfangs  mit  der  positiven 
ar-Axe  bildet,  und  den  diese  Axe  beschreibt,  wenn  sie  in  der- 
jenigen Bichtung  gedreht  wird  (bis  sie  jener  Normale  parallel 
ist),  in  der  sie  gedreht  werden  muss,  damit  sie  nach  einer 
Drehimg   um    90*^  die  Lage   der  positiven  y-Axe   einninunt. 
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Durch  Benutzung  dieser  Formeln  erhält  man  f&r  SP  folgenden 
Werth: 

+   Jjds  dz  {{Z)  +  z  (Xcos  y  +  Fsin  y) }  Sw 

In  den  letzten  dieser  drei  TheUe  von  SP  führe  man  an  die 
Stelle  von  -g-^  und  -a—   den  Diflferentialquotienten    von    Sw 

nach  der  nach  Innen  gerichteten  Normale  des  Umfangs,-^^^ 

und  den  Differentialquotienten  von  Sw  nach  dem  Bogen  des 

ümfiangs,-g—  ,  ein.    Man  nehme  den  Bogen  5  in  der  Bichtung 

als  wachsend  an,  dass  der  Winkel,  den  die  in  der  Richtung 
des  wachsenden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  der  positiven 
ar-Axe  bildet,  und  den  diese  Axe  beschreibt,  wenn  sie  in  der 
Weise  gedreht  wird,  die  bei  der  Definition  von  q>  bezeichnet 
worden  ist,  bis  sie  der  Tangente  parallel  wird,  ==  y  —  90^  ist. 
Dann  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

ddw      ddw  ,   ddw  • 

^     '  1  döio       ddw    .  ddw 

Es  wird  daher: 

=-JJzd8dz{{X)cos(p  +  {Y)sm(p]^ 

+ffzd8d2{{X)sm-'{T)cos(p}^^. 

Das  zweite  der  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung stellen  wir  uns  partiell  nach  s  integrirt  vor;  dabei  ver- 
schwindet das  aus  dem  Integralzeichen  hervortretende  Glied, 
indem  die  Integration  sich  auf  eine  geschlossene  Curve  be- 
zieht; dann  substituire  man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung 
die  rechte  in  den  Ausdruck  von  SP.    Dies  giebt 
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(12)      3F=^fff<i-  ^y  ^^  {  ^ + -  (I7  +  If)  }^^ 

jj  ^* ^^  ^  { (-^)  CÖ8  9^  +  ( ^  sin  y  }  -Q^ . 

Nun  bilde  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (9).  Wir  stellen  uns  durch  einen  Punkt  der  Mittel- 
fläche, der  die  Goordinaten  x,  y,  vo  hat^  eine  Ebene  gelegt  vor, 
die  der  if-Axe  parallel  ist  und  mit  der  ^rxr-Ebene  den  Winkel 
ä-  bildet;  q  sei  der  E[rümmungsradius  des  Schnittes  dieser 
Ebene  und  der  Mittelfläche  f&r  den  Punkt  {x,  y,  f€)\  dann  ist 

—  =r  2-y  COS*  &  +  2  ^^  cos  d  sm  d  4-  -s-z  sm*  &. 

Die  Werthe  von  —  imd  —  sind  das  Maximum  und  das  Mini- 
st        9t 

mum  Ton  — ;  sie  sind  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung 
Hieraus  folgt: 

Diese  Werthe  sind  in  die  Gleichung  (9)zusubstituiren.  Man  setze 

80  giebt  die  Gleichung  (9) 

(14)  SP  -  1€^k[s  Q  +  ^  5ä)  «  0. 

Nun  ist  die  Bildung  von  SQ  und  SR  nöthig.    Es  findet  sich 

(15,  ,^.2jfä.M^>^^2£f^m*^wy 

Es  ist  aber: 


(13) 
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ff' 


dxdy 


dx*   öjr*' 


ffdxdi/ 


ö*fo  öMtr 


dxdy  dxdy 


^  d^w  ddio  a    d^w    , 


und  auch 


jj  dx  dy 


dx  dy  dx  dy 


«   d*io  döio  ^    d^w    ^ 


//• 


+  jj  dx  dy -^^j,Sw , 


=/>'^/-^  -/^-'^/-^  +/P-'^/ä7^«'- 

Diese  vier  Gleichungen  addire  man.  Auf  der  linken  Seite  der 
resultirenden  Gleichung  erhält  man  dann  \8Q\  auf  der  rechten 
Seite  derselben  verwandele  man  diejenigen  Integrale,  welche 
unter  den  Integralzeichen  das  Element  der  Fläche  mit  einem 
nach  X  oder  nach  y  genommenen  Diflferentialquotienten  multi- 
plicirt  enthalten,  mit  Hülfe  der  Formeln  (10)  in  Integrale,  die 

sich  auf  den  ümÜEing  der  Mittelfläche  beziehen.     In  einem 

fl  »^ 

Theile  dieser  Integrale  kommen  die  Differentialquotienten  -^ 
und  -g-  vor;  diese  drücke  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(11)  durch  YW  ^^^  ~d^  ^^^  ^"^^  integrire  die  Glieder,  welche 

-J^  enthalten,  partiell  nach  s.    Die  Glieder,  welche  hierbei 

vor  die  Integralzeichen  treten,  verschwinden,  weil  die  Integra- 
tion sich  auf  eine  geschlossene  Ciunre  bezieht  und  es  ergiebt  sich: 
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(16)    SQ  =  2ffä.ä4^^+2S^^-,  +  '^}s. 


Ferner  ist 

E8  i8t  aber,  wenn  F  xmd  G  zwei  beliebige  Punktionen  von  x 
und  y  bezeichnen: 


setzt  man  also 


und  berücksichtigt,  dass 

BF      dF     ^       ,  öF  . 

ist,  was  aus  den  Gleichungen  (11)  folgt;  so  ergiebt  sich 
(18)    SR  =  2fJä.ä,{^  +  2^  +  '^}s. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (12),  (16)  und  (18)  büde  man 
nun  die  Gleichung  (14);  die  linke  Seite  derselben  lässt  sich 
darstellen  als  die  Summe  von  drei  Integralen,  von  denen  das 
erste  über  die  Mittelfläche  selbst,  die  beiden  andern  über  den 
umfang  derselben  auszudehnen  sind,  und  von  denen  die  beiden 
ersten  unter  den  Integralzeichen  den  Faktor  dw  haben,   das 

letzte  den  Faktor  y^  hat.     Den  Principien  der  Variations- 
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dÖ 


rechnung  gemäss  müssen  die  Grössen,  mit  denen  Sw  und   «^ 

multiplicirt  vorkommen,   verschwinden.    Man   erhält  demnach 
die  partielle  Differentialgleichung 

+f  +•  +• 

(19)    fzdz  +  :^JXzdz  +  fJrzdz 


—  «  — C 


_  .  3  ^  1  +  20  (d*w       o    d*w  dUo] 

""  3«  ^  1  +  ö  \dx'  "^  ^dx^dy^  "^  df) 

und  die  beiden  Grenzbedingungen 

+•  +•  +* 

(20)      j[Z)  dz  +  ^i  sin  fff{X)  zdz  —  cos  (pf{  Y)  z  dz 

— «  — «  — « 

+•  +• 

+  cos rf\XzdZ'\'%mtf  j  Yz dz 


— «  — « 


-  3i(ä?ö^ (''<'">  -""'^P)  +  lö7  -  äpj  <=°^  9- am  V  J I , 

+•  +• 

(21)  cos r^j  [X)zdz  +  sinqp  j  {Y)zdz 


—  « 


Die  Gleichung  (19)  stimmt  mit  der  partiellen  Differentialglei- 
chung, welche  Poisson  abgeleitet  hat,  tiberein;  abgesehen 
davon,  dass  Poisson  d  =  \  gesetzt  hat,  während  hier  ö  unbe- 
stimmt gelassen  ist.  Die  drei  Grenzbedingungen  von  Poisson 
lassen  sich  darstellen  durch  die  Gleichimgen  (20),  (21)  imd  die 

Gleichung 

+*  +• 

(22)  ^mcp j  {X)zdz  —  cos cp J{T) z dz 


— #  —  # 


Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass  w  bis  auf  eine  additive  lineare 
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Funktion  von  j'  und  y,  die  willkürlich  bleibt,  durch  die  (ilei- 
chungen  (19),  (20),  (21j  bestimmt  ist.  Dai-aus  folgt  dann,  daas 
den  Poisson'achen  Gleichungen  nur  in  den  speciellen  Fällen 
genügt  werden  kann,  in  welchen  die  gegebeueu  Kräfte  von  der 
Art  sind,  dass  die  Gleichung  (22)  von  selbst  erfüllt  wird,  so- 
bald die  Gleichungen  (19),  (20).  (21)  erflillt  sind. 

Es  seien  w,  und  w^  zwei  Funktionen,  die,  statt  w  gesetzt, 
den  Gleichungen  (19),  (20)  (21)  genügen;  dann  erfüllt  "■;— w, 
=  w  die  Gleichungen,  die  aus  den  ebengenannten  entstehen, 
wenn  an  die  Stelle  der  linken  Theüe  dei-selben  0  gesetzt  wird. 
Ich  werde  beweisen,  dass  diesen  Gleichungen  nur  durch  eine 
lineare  Funktion  von  j-  und  y  genügt  werden  kann. 

Man  stelle  sich  den  Werth  von 

gebildet  vor:  einmal  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (15)  und  (17). 
dann  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (16)  und  (18),  und  die  beiden 
Ausdrücke,  die  man  dadurch  erbült,  einander  gleich  gesetzt. 
In  der  identischen  Gleichung,  die  man  dann  hat,  mache  man 
Sin  =  Jtc,  wobei  unter  i  eine  unendlich  kleine  Constante  ver- 
standen wird.  Lässt  man  darauf  den  Faktor  2i,  der  sich  in 
derselben  findet,  weg.  so  wird  sie; 

CCj    j     1  +29/ ö*w     ,    rt     fi'w       ,    fl'u'l  H 

,       r.    l\  +  29((5'u>   ,       Ö'K   \„„         ,   (   Ö'«'      ,    d'K\  .       \ 
+  J'^MTTä-llö^  +  flTä/jcos.p+^g-^^  +  ^Jsmyj 


-Hv 


dff'J 


Genügt  nun  w  den  Gleichungen,  in  welche   die   Gleichungen 

(19),  (20),  (21)  übergehen,  wenn  man  an  Stelle  üirer  linken  Theile 
0  setzt,  80  verschwindet  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung;   es 
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verschwindet  also  auch  die  Unke.  Diese  besteht  aber,  da  ö 
positiv  ist,  aus  eiuer  Summe  von  lauter  positiven  Grössen:  es 
müssen  daher  alle  diese  Grössen  filr  sich  verschwinden,  and 
also  far  alle  Punkte  der  Mittelfläche  der  Scheibe  die  Glei- 
chungen 

«*'         '      dxdi/        '      dy' 
erfüllt  werden.     Diesen  Gleichungen  aber  kann  nur  durch  eine 
lineare  Funktion  von  x  und  3/  genügt  werden. 


54. 

Die  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  des  vorigen  Paragraphen 
will  ich  nun  anwenden,  um  die  Gesetze  der  Schwingungen 
einer  freien,  kreisförmigen  Scheibe  herzuleiten.  Aus  denselben 
ergiebt  sich  für  die  Schwingungen  einer  beliebig  gestalteten 
Scheibe  die  partielle  Differentialgleichung 

(1) 


O-f 


r,'Kr^^ 


8i'S7  +  ä>J' 

in  welcher  p  die  Diclitigkeit  der  Scheibe  bezeichnet,  nebst  den 
Grenzbedingungen 


0=  •- 


0,ä.' 


»  + 


^(«™' 


Ui'' 


■wnv 

"Jcosqoainqp  ) 


Man  erhält  diese  Gleichungen,  indem  man  in  jenen  (X)  =  {T) 

=  (Z)_0,X--(,|^,   r pI^,  Z--p?lf  setzt  nnd 

berücksichtigt,  dass  den  beiden  in  (§  2)  gemachten  Annahmen 
zufolge  ^  und  ^  nicht  unendUch  gross  gegen  -gw  söin  können. 
Zn  den  Bedingungen  (1)  und  (2)  sind  noch  die  hinzuzufügen, 
dass  w  und  -l-  für  '  =  0  in  zwei  gegebene  Funktionen  von 
X  und  1/  übergehen;  dann  wird  ip  vollkommen  bestimmt  sein. 
Wir  suchen  zuerst  eine  partikuläre  Lösung  der  Differential- 
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gleichnng  (1),  die  die  Gleichungen  (2)  erflillt.    Diese  wird  sich 
dann  so  verallgemeinern  lassen,  dass  auch  den  Bedingungen, 
die  fUr  ^  =  0  gelten,  genügt  wird. 
Man  setze  der  Kürze  wegen 

und 

(8)  U7  =  Msin(4A*a^), 

wo  u  eine  Funktion  von  x  und  y,  A  eine  Gonstante  bezeichnet, 
über  die  zu  verfügen  wir  uns  vorbehalten.  Durch  (3)  wird 
der  Gleichung  (1)  genügt  werden,  wenn  u  folgende  Gleichung 
erfüllt: 

(4)  i6A««  =  ^,  +  2^^^,  +  g^. 

Diese  kann  ersetzt  werden  durch  die  zwei  Gleichungen 


4A«^=^  +  ;,.„ 


Macht  man 

(6)  w  =  iS  +  A     V  =  'S  -  Z>, 

so  folgen  fUr  S  und  D  die  Differentialgleichungen 

Nun  führe  man  an  die  Stelle  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
Polarcoordinaten  r,  yj  ein;  dann  werden  die  letzten  Gleichungen: 

Diesen  wird  genügt,  wenn  man 

i  S^  A.cosnxfj .X, 

\  D=B.cosnxfj.  T 

setzt,  wo  A  und  B  willkürliche  Constanten,  n  eine  ganze  Zahl 
und  X  und  T  zwei  Funktionen  von  r  bezeichnen,  die  die  Glei- 
chungen 
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(8) 


dlX  ,}_dX 
dr^   "*"  r   dr 

d^Y  ,     \  dY 


[^,+AX^X^O, 


n 


dr^     '     r    dr 

erfüllen.    Führt  man 

X  =  Xr 

ein,  so  werden  diese  Gleichungen 


-,—4^2   r=0 


(9) 


frf^T  .    1  dX 
dx 

d^Y 


»• 


r  +  ^^-  r.  +  4M:=0, 


X  dx 


dx^         X  dx 


n 


j-,-4)r=o. 


Particuläre  Integrale  derselben  sind: 


(10) 


[  Jf  (n)  =  _?!__ 
I  1.2.3...1 

l  1.2.3...»V       l.w  +  1      1.2.»  +  l.ii 

und  andere  particuläre  Integrale: 


j^ 


l.n  +  l     1.2.n  +  l.n  +  2     1.2.3.n  +  l.m-2.ii+3 

«« 

4-2     1.2.3.n  +  l.»  +  2.n+8 


etc.], 
+etc.J 


(11) 


^"(n)'  ^  jf  (n)  r 


(2x 


j?  -a:(«)  xi^) ' 


«0 

X 


J  X  r(n)  r(«) ' 


WO  ^Tjj  eine  beliebige,  endliche  Grösse  bezeichnet.  Die  allge- 
meinen Integi-ale  der  Gleichungen  (9)  sind  also 

Aus  den  Gleichungen  (11)  geht  hervor,  dass  X^^y  und  J^")' 
für  o:  =  0  unendlich  werden;  wir  nehmen  an,  dass  die  Scheibe 
eine  volle,  keine  ringförmige  ist;  dann  müssen  für  r  =  0,  d.  h. 
für  ar  =  0,  ?/  und  r,  also  auch  X  und  T  endlich  bleiben,  und 
daher  müssen  a  und  ß"  verschwinden.  Die  Constanten  a  und 
ß  lassen  sich,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  =  1  setzen, 
da  wir  in  die  Gleichungen  (7)  die  Constanten  A  und  B  ein- 
geführt haben,  und  daher  kann  man  statt  der  Gleichungen  (7) 
schreiben: 
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{12) 


1  6'=  Acosntp.S:^'", 

I  D  =  BcosnrlJ.  1''"', 
wo  A''"'  und  I"<"'  die  durch  die  Gleichungen  (10)  bestimmten 
Funktionen  bedeuten.  Ich  bemerke,  dass  F'"'  die  Funktion 
ist,  fiir  welche  Bessel  die  Bezeichnung 

eingeführt  hat. 

Wir  werden  jetzt  über  die  Constanten  A,  B,  A  so  zu  ver- 
fugen suchen,  dass  den  Grleichungen  (2)  genUgt  wird.  In 
diesen  Gleichungen  ist  der  Bogen  a  in  derjenigen  Ricbtiuig 
als  wachsend  anzusehen,  die  bei  den  Gleichungen  (11)  (§  3) 
bezeichnet  ist.  Aus  der  dort  gemachten  Bestimmung  geht 
hervor,  dass,  wenn  man  i^'  in  derjenigen  Bichtung  wachsen 
lässt  und  den  Anfangspunkt  yon  *  so  wählt,  dass 

,  =  ;v 

wird,  wo  /  den  Radius  der  Scheibe  bezeichnet, 

y  =  y-  +  180" 
ist.  Benutzt  man  dies,  so   nehmen  die  Gleichungen  (2)  di 
Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  i(',  statt  der  rechtwinkligen, 
folgende  Gestalt  an; 


■1-2«  8  / 


7>  +  i 


ilfl-a"  +   „   fl,.  +  ,iÄ.„i 


^  r'  6tp  \8r8i/i 


?g^; 


igen. 


Diese  Gleichungen  müssen  für  r  =  l,  füx  alle  Werthe  von 
erfüllt  werden,  und  iür  alle  Werthe  von  t.  Nach  (3) 
daher  auch  die  Gleichungen  bestehen,  welche  man  aus  (13) 
findet,  weim  man  man  h  statt  tc  schi^eibt.  Diese  Gleichungen 
geben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

ist,  was  die  erste  der  Gleichungen  (5)  aussagt: 
, .;  1  +2Bai.       1     8'u    _i.fl!«_n 

Führt  man  hier  für  u  und  v  ihre  Werthe  ein,  die  sich  aus  (6) 


I 
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und  (12)  ergeben,  ersetzt  r  durch  y,  drückt  die  zweiten  DifFe- 

rentialquotienten  von  X^^^  und  F^'»^  mit  Hülfe  von  (9)  durch 
diese  Funktionen  selbst  und  ihre  ersten  Differentialquotienten 
aus  und  macht  endlich 

1+20 


i+ö 


=  r. 


so  ergiebt  sich 

0  =  ^  {n«  +  Ayx^X^-^  —  x^^] 


(14) 


Diese  Gleichimgen  sind  zu  erfüllen  flir  r  =  /,  A  h.  für 
x  =  }lL  Hierzu  ist  nöthig,  dass  ihre  Determinante  verschwinde^ 
da  A  und  B  nicht  =  0  sein  sollen.    Es  muss  also  für  ar=A/: 

(15)  0=  8y7|2^«X(") 

'  dx         dx 

sein.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichimg  A  und  aus  einer 
der  beiden  Gleichungen  (14)  das  VerhäJtniss  von  A  und  5, 
so  ist  den  Bedingungen  (2)  genügt.  Wir  wollen  eine  Wurzel 
der  Gleichung  (15)  dui*ch  A„^  bezeichnen  und 

(16)  t^n.  =  ZC»)  { („«_4y^^  ^"'— ^}.  =  A,,Z 

setzen;  dann  wird  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  durch 

w  =  Cnfi  sin(4Äi^a^)cosni/;  Un/ij 


n  be-       I 
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oder  auch  diircb 

(17)  w  =  {co9(iXl^at){A„u<i0sny>  +  B^^ny)) 

genUgt;  wo   A„^,   S,^,   C,^,   D^„  wülkürliclie  Constantei 
zeichnen. 

Wir  wollen  nua  die  Gleichung  (15)  näher  ontersucben  und 
zuerst  die  rechte  Seite  derrfelhen  in  eine  Reihe  entwickeln,  die 
nach  positiven  Potenzen  von  j-  fortschreitet.  Wir  müsseo  zu- 
nächst das  Produkt  von  A"«"'  J"'"'  bilden.  Hierbei  lässt  sich 
aber  die  direkte  Multiphkation  der  unendlichen  Reihen  (10) 
umgehen.  Man  kann  nämlich  durch  Benutzung  der  Differen- 
tialgleichungen (9),  denen  X'"'  und  r<"i  genügen,  eine  lineare 
Differentialgleichung  rierter  Ordnung  für  i''"'  T'^i  finden  und 
aus  dieser  das  Produkt  bestimmen,  indem  man  auf  die  Form 
Rücksicht  nimmt,  die  dasselbe  augenscheinhch  haben  muss. 
Man  setze 

und  bilde  durch  wiederholte  Differentiation  dieser  Gleichung 
die  "Werlhe  der  rier  ersten  DifferetitialqucUenten  von  //  nach 
.T.  Dann  drücke  man  die  zweiten  und  höheren  DifferentJal- 
quotienten  von  ,1''"'  und  l''"'  mit  Hülfe  von  (9)  durch  diese 
Funktionen  selbst  und  ihre  ersten  Difi'erentialquotienten  aus. 
Dadurch  erhält  man  fünf  Gleichungen,  welche  ff  und  dessen 
vier  eröte  Differentialquotienten  angeben  als  lineare  homogene 
Punktionen  der  vier  Grössen 


xi"'  n"',  x«"'- 


drw 


rc 


d£M 


Die  erste  dieser  fUnf  Gleichungen  multiplizire  man    mit 
die  andeni  der  Reibe  nach  mit  den  unbestimmten  Coöfficieoten 
Ay,  Aj,  A^,  Ai,  addire  alle   und   bestimme  diese   CoSfficienten 
so,  daas  in  der  Summe  die  Faktoren  jener 
schwinden;  dann  ergiebt  sich  identisch: 

(18)  0  =  ff+A/^+A^'''^  •    -''''^>     '  '''■^ 


H 


"s  dy- 


Schreibt  man  die  Gleichungen,  durch  welche  die  zweiten 
und    hohem  Differentialquotienten   von   A'l"'   und    I'""    durch 
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diese   Grössen    selbst    und   deren    erste   Differentialquotienten 
ausgedrückt  werden,  folgendermassen: 

-d^  -  a,Xi-^  +  a,   -^-,  -j^  =  b,  Yi-)  +  b,  -j^, 
-J^  =  a,Xi-'  +  a,  -^— ,  -^^  =  ^3  Vi-)  +  b,  -^— , 

SO  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  A  die  Gleichungen: 

^1+02'^+    («;+ 3*2)^3+    «+4*3  +  6flr2'*2)A=0, 

^j+*2'^+  (V+3a2)^3+  (V+4a3  + 6^2  ^20^4=0» 
2^2  +  3  «+  ^2')  ^3  -^  (4<+  4  V  +  6^  VK=0. 
Substituirt  man  in  diese  Gleichungen  flir  die  Gfrössen  a,  b  ihre 
Werthe,  die  sich  aus  (9)  ergeben,  löst  dieselben  auf  und  setzt 
die  Werthe  von  A^,  A^^  A^,  A^j  die  man  findet,  in  die  Gleichung 
(18),  so  wird  diese: 

n  -aATT  X   ^n^-^dH       4;i«  ~  1  d^H  ,     4  d^H      d^H 

Aus  (10)  folgt  aber,  dass 

(19)     Ä^=  Jf(«)  F(")  =  ^^-^^^.(l  +  B,x^  +  B,x^  +  B,x^^ 

+  B,x^^  +  ...) 

sein  muss;  substituirt  man  diese  Reihe  in  die  eben  gefundene 
Differentialgleichimg,  so  findet  sich 

ß ^fc~i 

also 

/OQN       n    _  ("•  ^)^ 

^     ^         *        1.2...^•.n+l.«+2...n  +  X;.«  +  l.n  +  2...n  +  2>t' 

Um  die  Gleichung  (15)   zu  bilden,   sind  ferner  die  Aus- 
drücke: 

X(n)  m^  4.  y (n)  ^i[!!^         Jf  (n)  ^J^  __  ^(n)  ^-^^"^         <^XW  dYi^) 
dx  dx    '  dx  dx     ^        dx       dx 

ZU  entwickeln.    Wir  benutzen  hierzu  die  folgenden  Gleichungen, 
die  identisch  sind  in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9): 

dH^  Jf(n)^+y(n)^!), 

dx  dx  dx    ^ 
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^!^  =    2»^  A-(»)  r(«)  -  1  Ixi')  ^^^  +  rw  ^^ 

dx^  a?'  X  \  dx  dx 

dx       dx 

d^H 
dx' 

6  dXJn)  d  T(n) 

X     dx       dx 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man 

dx  dx  dx  ' 


X*  ar*       \  dx  dx    J 


\  da?  aj?    /        ax'         x  dx^  x* 

rfor       c?x  rfa?*         X    dx  x*      ' 


dx 


Durch  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  werden 
diese  drei  Grössen  der  Reihe  nach: 


_?^.(„  +  2m«  +  2A)ä.^ 


k 


1 

Hiemach  wird  die  Gleichung  (15),  wenn  man  den  Paktor  ar*"+* 
weglässt, 

(21)  0  =  (4y  -  l)n^(«  -  1)  +2*  ("  1)*^,*"' 

1 

WO 

£i  =  -  n«(n2  _  1)  +  4y  (n  +  2A)  (n  +  2Ä  +  l)(n(n  -  1)  -  2Ä 

+  4yk{n  +  k))y 

A/fc=1.2...A.n+l.n  +  2...n  +  /{'.7i  +  l.n  +  2...n+2Ä+l. 

Man  sieht,  dass  die  Gleichung  (21),  deren  Wurzeln,  durch 
Z  dividirt,  die  Werthe  sind,  die  für  ^„^  gesetzt  werden  können, 
nur  die  Potenzen  von  jp  enthält,  deren  Exponenten  Vielfache 
von  4  sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  ZA  eine  ihrer  Wur- 
zeln ist,   auch  —ZA,   ZAV— 1   und    —  ZAV— 1   ihre  Wurzeln 
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sind.  Ich  will  jetzt  nachweisen,  dass  die  vierten  Potenzejj  aller 
Wurzeln  der  Gleichung  (21)  reell  und  positiv  sind;  daraus 
wird  dann  hervorgehen,  dass  miter  jeder  Gruppe  von  vier 
Wurzeln,  wie  die  angegebene  deren  eine  ist,  sich  eine  reelle 
positive  Wurzel  befinden  muss.  Wie  schon  irüher  bemerkt, 
ist  ö  eine  positive  Grösse;  es  ist  also  ;■,  welches  =  j-r-n"  8^" 
setzt  wurde,  grosser  als  1.  Hieraus  folgt,  daas  F^  immer  po- 
sitiv ist,  dass  also  die  GUeder  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

(21)  abwechselnde  Zeichen  haben.  Hiernach  ist  es  unmöglich, 
daaa  die  vierte  Potenz  einer  Wurzel  dieser  Gleichung  negativ 
sei.  Dass  sie  auch  nicht  imaginär  sein  kami,  lässt  sich  auf 
folgende,  indirekte  Weise  darthun. 

Es  seien  Ik  und  IX  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (21). 
Für  die  erste  derselben  sei  die  durch  (16)  bestimmte  Funktion 
U„ti  =  U,  für  die  zweite   =  U':  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 

(22)  {X*-X*)JUVrdr  =  (i 

ist.  Wir  wollen  es  als  bewiesen  annehmen  und  wollen  zeigen, 
dass  dann  X*  nicht  imaginär  sein  kann.    Es  sei 

U=P+QV-\. 
Eine  andere  Wurzel  der  Gleichimg  (21)  muss  dann  (p—q'^  —  \)l 
sein.     Wir  setzen 

X=  p  -  qV  -\: 
dann  wird 

U  =  F^Qy  -\. 
Die  Gleichung  (22)  wird  dann: 

P9{P^~<I')J{F'+Q')rdr  =  0. 

Daa  hier  vorkommende  Integral  kann  nicht  verschwinden,  da 
es  eine  Summe  von  lauter  positiven  Grössen  ist,  also  muss 

pq{p^-q')  =  (i 

sein;  und  dieses  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  X*  reell  ist 
Wir  wollen   nun   die  Richtigkeit   der  Gleichung   (22)   er- 
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weisen.    Daraus,   dass   der  in  (17)  gegebene  Ausdruck  ftLr  w 
der  Gleichung  (1)  genügt,  folgt,  dass,  wenn  man 

dr^         r   dr        r* 

setzt,  gleichzeitig 


(23) 


rfr'         r    dr        r^  ' 


dr^         r   dr       r' 

ist.  Daraus,  dass  derselbe  Ausdruck  für  ti?  die  Gleichungen 
(2)  oder  die  Gleichungen  (13),  welche  dieselben  sind,  erfüllt, 
folgt,  dass  für  r  =  /, 

icki\      I     1  +  Ö  (/r  V  «^  r  dr        r*       j       r'  \dr         r       J  ' 

(ä4) 

l  1  +  f)\dr^  '^   r  dr        r«"  ^j  "^  rfr«  ""  " 

sein  wird.    Die  Gleichungen  (23)  lassen  sich  schreiben: 

dr  r^«— 1  dr  ' 

dr  r***"-^  or 

Durch  Substitution  des  Werths  von  V  aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  in  die  zweite  erhält  man 

(25)        161*  U ^  r--'^  -.-^^^  r'--^^  -^.fr^U. 
^     '  drr^^—^dr  drr^^  —  ^dr 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  die  man  aus 
dieser  erhält,  wenn  man  CT  und  Ä'  statt  U  und  A  setzt.  Sub- 
stituirt  man  den  Werth  von  16A*Z7  aus  (25)  in  das  Integral 

IGl^JUU'rdr 

imd  integrirt  viermal  partiell,  so  kommt  man  auf  das  Integral 

frdr  ü'.r"-!— - —  r^*»-!  — - —  r^'U' 

J  '  drr^^  —  ^  dr  rfrr*»»— i  dr  ' 

und  dieses  ist 

=^16k'*JUÜ'rdr. 

Man  erhält  auf  dem  angedeuteten  Wege  die  Gleichung 
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(26)  U[l*-X^jUürdr  =  ^  U-(l^'^-^f-^^}-^r'u) 

\dr  drr^n—ldr  J  r^—^ 

Nim  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  sowohl  für  r  =  0,  als  für  r  ^  l  ver- 
schwindet. Dass  er  für  r  =  0  verschwindet,  ist  einzusehen, 
wenn  man  erwägt,  dass  U  und  ü"  von  der  Form 

sind.  Um  zu  beweisen,  dass  er  für  r  =  /  verschwindet,  wenden 
wir  die  Gleichungen  (24)  an.  Diese  lassen  sich  folgender- 
massen  schreiben: 

dr^  ~  1  +  2öVr«  r   dr 

d'U  __  _  3n^  r;   ,    n»  +  {n*  +  1)  fl  +  30)  dU 
dr^  -         r»   ^  "^  (1  +2ä)r«  dr  ' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  derer,  welche  aus  ihnen 
entstehen,  wenn  man  U*  statt  U  setzt,  drücke  man  die  zweiten 
und  dritten  Differentialquotienten  von  U  und  U\  auf  welche 
man  kommt,  wenn  man  die  in  (26)  angegebenen  Differentia- 
tionen ausfuhrt,  durch  U  und  17'  selbst  und  ihre  ersten  Diffe- 
rentialquotienten aus;  man  findet  dann,  dass  die  Glieder  auf 
der  rechten  Seite  von  (26)  sich  gegenseitig  aufheben.  Es  folgt 
daraus  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (22). 

Es  ist  bis  jetzt  auf  die  Bedingungen  nicht  Rücksicht  ge- 
nommen worden,  welche  die  Lösung  unserer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung für  ^  =  0  erfüllen  soll  Wir  werden  nun  die 
gefundene  Lösung  (17)  so  zu  verallgemeinem  suchen,  dass  auch 
diesen  Bedingungen  genügt  werden  kann.  Von  dem  Ausdrucke, 
der  in  (17)  =  w  gesetzt  ist,  kann  man  die  Summe  in  Beziehung 
auf  fjL  und  in  Beziehung  auf  n  nehmen,  imd  diese  Doppelsumme 
=  w  setzen.  Bei  der  ersten  der  beiden  Summationen  kann 
man  sich  darauf  beschränken,  die  reellen  positiven  Werthe  A«^ 
zu  berücksichtigen;  durch  die  Berücksichtigung  der  negativen 
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und  imaginären  Werthe  J,«^  gewinnt  man  nichts  an  Allgemem- 
heit  des  Ausdrucks  von  w;  denn:  ist  wiederum 

U„^^  U   fiSr  A„^  =  A 
und 

so  ist  für  denselben  Worth  von  r: 

U=  V,  falls  ;.=  -).' 

und 

U=  {-  1)"+'  V,  falls  X  =  XV-  1. 

Wir  wollen  jetzt  unter 

a„„    /An.,    li-n,.      -M,^,    ... 

die  positiven  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  (21)  verstehen, 
dieselben  ihrer  G^rösse  nach  so  geordnet,  dass  IX„,  die  kleiustfi 

ist,  und  wollen 

tD  =  J^  J'''fcos(4?.;^aO(^«^co8Hi/'  +  S,„ainHi^) 

+  sin(4iä^ai)(C„^cosnv  +  ßBtfSinwi//)}  E7„^" 
setzen.  Die  Constanten  A,  B,  C,  D  müssen  nun  so  bestimmt 
werden,  dass 

für  (  =  0,     »F  =  F{r,  ii>), 

wird,  wo  F  und  ff  zwei  gegebene  Funktionen  von  r  und  yi  be- 
deuten. Aus  der  ersten  Beduigung  werden  sich  die  Werthe 
der  Grössen  A,  B  ergeben,  aus  der  zweiten  die  Werthe  der 
Grössen  C,  D\  und  zwar  diese  auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie 
jene;  es  ist  also  hinreichend,  zu  zeigen,  wie  jene  gefunden 
werden  können.     Die  erste  Bedingung  erfordert,  dass 

F{r,rfi)  =  ^  ^(An^cosnip  +  B^^Brnntp]  Un^ 

werde.  Wir  stellen  uns  F{r,  yj)  nach  den  Cosinus  und  Sinmi 
der  Vielfachen  von  i/i  entwickelt  vor,  so  dass  JH 

F(r,  V)  =  F„  (r)  +  F,(r)  cos  v  +  f,  (r)  cos 2 y»  +  . . .       H 
+  Fj(r)  sin  i//  +  /",'(»■)  siu  2yi  +  ...  -" 

ist,  und  dann  diese  Entwickelung  für  F{r,  i^)  substituirt.  Dann 
zeigt  sich,  dass 


M 

mmt 

4 


(27) 
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sein  musB.  Die  Funktioiieü  F^ir)  und  F^(r)  lassen  sich  als 
gegeben  betrachten;  die  Bestimmimg  der  Grössen  A  und  B 
ist  also  auf  die  Aufgabe  reducirt,  eine  gegebene  Funktion  von 
r  nach  den  Funktionen  U^,  f „, ,  C«, , . . .  zu  entwickelu. 
Vorausgesetzt,  dass  diese  Entwickelung  möglich  ist,  kann  man 
die  Coeflicienten  derselben  mit  Hülfe  des  Satzes  finden,  der 
durch  die  Gleichung  (22)  ausgesprochen  wird.  Diese  Gleichung 
zeigt,  dass,  wenn  u  und  u  zwei  verschiedene  Zahlen  sind, 

fUn„  C/n^.  rrfr  =  0 

ist;  es  folgt  daher  aus  den  Gleichungen  (27); 

An^jl\>,  U„^  rdr  =JF^{r)  l/„^rdr, 

B„^Ju„u  Un^rdr=  fF„(r)U„^rdr. 


§5. 
Für  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Eiialirung  ist 
die  TJntersuchtmg  des  Falles  wichtig,  in  welchem  die  Schwin- 
gungen der  Scheibe  von  der  Art  sind,  dass  sie  einen  reinen 
Ton  erzeugen.  Die  V'erhältnisse  der  Schwingungszahlen  der 
verechiedenen  Töne,  welche  eine  Scheibe  geben  kann,  und  die 
Knotenlinien,  die  bei  jedem  einzehien  vorhanden  sind,  bieten 
sich  hier  als  die  hauptsächlichsten  Vergleichungspunkte  dar. 
Mit  diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  In  dem- 
selben muss  tu  durch  folgenden  Ausdmck  dargestellt  sein: 
(28)  «■  =  {  cos  [4  ).l„at)  {A  cos  n^'  +  Bsm»  v) 

-i-8iE4Ail^ß/(Cco3ni;'  +  D sin n\fi) }  V^^. 
Der  Ton  ist  durch  ).„^  in  der  Art  bestimmt,  dass  seine  Schwin- 
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goi^zatil,  d.  h.  die  Anzahl  d«r  ein&clieD 
in  der  Einheit  der  Zeit  roUfuhrt  werden. 


)  Bewegimg  ^^H 

len  Schwingung^  ^^^^1 

1 

t,  für 
inkt«       I 


ist.  Die  Knotenlinieu  sind  diejenigen  Linien,  fär  welche,  für 
alle  Wertbe  von  /,  w  =  0  ist;  sie  werden  daher  die  Funkt« 
enthalten,  fllr  welche  entweder  die  Gleichnng 

(29)  U^  -  0 
erfbllt  wird,  oder  rlie  beiden  Gleichungen 

i^  cos  n  «J  +  S  sin  n  ip  =  0 , 
Cco3n>^  +  Dsinnw  =  0 
beBteben.  Die  Gleichung  (29)  liefert  gewisse  Werthe  tob 
als  Wurzeln.  So  viele  reelle  Wurzeln  sie  hat,  die  kleiner  als 
/  sind,  so  viele,  mit  der  Peripherie  der  Scheibe  concentrische 
Kreise  werden  in  der  Klangfigur  vorkommen;  die  Anzahl  und 
Grösse  derselben  wird  allein  von  dem  Tone  abhängen  und 
unabhängig  sein  vun  den  Werthen  der  Coefficienten  A,  B,  C, 
D.  Die  Gleichungen  (30)  werden  für  keinen  Punkt  erfüllt, 
wenn  nicht 

A:B=^C:D 
ist;   in   diesem  Falle   sind  jene  Kreise    die   einzigen  Knoten- 
linien.    Besteht   diese  Proportion,   so   geben   die  Gleichungen 

(30)  n  Werthe  von  i^,  von  denen  je  zwei  aui'einanderfolgende 
um  —  unterschieden  sind;  dann  kommen  also  zu  jenen  Kreisen 
noch  n  Durchmesser  als  Knotenlinien  hinzu,  welche  die  Peri- 
pherie der  Scheibe  in  gleiche  Theile  tbeilen. 

Diese  allgemeinen  Resultate  der  Theorie  sind  im  Weseat^ 
liehen  mit  der  Erfahrung  in  üebereinstimmung.  Der  Versuch 
zeigt,  dass  die  Knotenlinien  aus  Kreisen  bestehen,  die  mit  der 
Peripherie  der  Scheibe  concentrisch  sind,  uud  aus  Durch- 
messern, die  diese  in  gleiche  Theile  tbeilen,  wenn  man  von 
gewissen  Verzerrungen  absieht,  die  diese  Linien  erleiden  und 
die,  wie  mir  scheint,  hauptsächhch  darin  ihren  Grund  haben, 
dass  die  Scheibe  niclit  vollkommen  frei  ist,  wie  die  Theorie 
sie  voraussetzt.  Der  Versuch  zeigt  aber  auch,  dass  bei  einem 
Tone,  bei  dem  zuweilen  Durchmesser  als  Knotenlinien  vor- 
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kommeB,  die  Durchmesser  zuweilen  fehlen,  Fehlen  sie,  so 
ordnet  sich  der  auf  die  Scheibe  gestreute  Sand  zwar  auch  in 
Durchmessern  an:  diese  bleiben  aber  nicht  fest  während  der 
Bewegung  der  Scheibe,  sondern  oscilliren.  Wollte  man  diese 
interessante  Erscheinung  zu  erkläi-en  versuchen,  so  müsste  man 
die  Bewegung  eines  Sandkornes  verfolgen",  welches,  von  einer 
Stelle  der  Scheibe  fbrtgeschnellt,  auf  eine  andere  fällt,  und 
so  von  einer  Stelle  zur  andern  geschleudert  wird,  während  die 
Scheibe  selbst  die  durch  die  Gleichung  (28)  ausgedrückte  Be- 
wegung vollführt.  Auf  diese  Betrachtung  will  ich  indessen 
hier  nicht  näher  eingehen. 

Chladni  hat  durch  Versuche  gefunden,  dass  die  Schwin- 
gungszahlen der  Töne,  die  in  ihren  Klangfiguren  dieselbe  An- 
zahl von  Durchmessern  haben,  (d.  h.  der  Töne,  die  demselben 
Werthe  von  n  entsprechen)  mit  Ausnahme  der  tiefsten,  sich 
nahe  wie  die  Quadrate  aufeinanderfolgender,  gerader  oder  un- 
gerader Zahlen  verhalten,  je  nachdem  die  Zahl  der  Durch- 
messer gerade  oder  ungeradp  ist.  Ich  will  jetzt  nachweisen, 
dass  die  Theorie  dasselbe  Gesetz  liefert  Es  geht  dies  aus 
einer  L'mformong  der  Gleichung  (21)  hervor. 

Pttr  die  Funktion  >'("',  die  durch  die  zweite  der  Glei- 
chungen (10)  bestimmt  ist,  hat  Poiason')  folgende  aemicon- 
vergente  Beihe  entwickelt: 


^'" -7^  ri'™' ^^ + ™'"(' -tIW-*!^ 


(1.3.5.1)' 


a«*)V 


,   ,  ■    rt  „   ,fl'    1  (1.3.51'     1       ,  (1.3.5.7.93*      1 

+  (sin2^-cos2^)  ^-j- —  - -j-^  ijg^3+^-^^^;^^  j^— ,- 

Auf  eine  ähnliche  Weise  findet  man 

I  (Lg)'      1      I  (I.3.5)'     1      , 
r    1.2    (isij»"''    1.2.3   (16I)''''" 

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (10) 


')  Joamal  de  l'EcoIe  PolTtechn.  cap.  1 

KlTDhhoffi  G«amm«]ttt  Abhuidlun^n. 
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Setzt  man  hier  ii  =  0  und  substituirt  für  ]'<"',  I'''^'  die  eben 
gebenen  Reihen,  so  erhält  mar  ähnliche  Reiben  fUr  r">,  JTW; 
aus  diesen  findet  mau  wiederum  ähnliche  Reihen  für  P'",  X'-^, 
IL  s.  1     So  ergiebt  sich: 

(l-*n*)(9—*»*i     1 


^"'=ra"?iU'°'^^-'~*""'+''°^^'"*""'H^ 


1.2 


+  (ain{2j: — \nn) 


L.  ('-<»')  (B— in')(25 - 4»*) (49— <»*) 1 

^  1.2.3.4  (18 

_  (t— <''*)(8  — <  «  *}  (25  —  4*')       1 

1.2".  3'"  (ler)' 

,    q-^»')    1      ,    (l-4»'l(9-4w')       1 


(l-4'''}(t 


•)(25-4«') 


(16j 


-  +  - 


h 


Die  erste  dieser  beiden  Reihen  ist  in  einer  ein  wenig  andern 
Form  echon  von  Herrn  Jacobi  in  Schuhmachers  aatrouo- 
mischen  Nachrichten  Bd.  28,  S.  94  angegeben.  Substituirt 
man  diese  Werthe  von  F'"'  und  J*"'  in  Aie  Gleichung  (15), 
welche  identisch  mit  der  Gleichung  (21)  ist,  so  kami  man  aus 
der  resultirenden  Gleichung  tang  (2  a:  —  Jnn)  ausdrucken  als 
den  Quotienten  zweier  Reihen,  die  nach  den  Potenzeu  von-^- 
fortschreiten.     Es  ergiebt  sich 


(81)  tang(2-r— Jnn) 


16g  ^  (ISx)'        (Igj)' 


»  =  ;■(!— 4>i>)-8, 

S-^tl— «»"jCg— 4»')  +  48(l  +  4ii'l;  

D  =  — y  J  ((1  —  4..")  (9  — 4»"|  (13  — 4n"))  + 8(9+136 n'+SO«'). 
Ifit  a-  gross,  so  kaiin  man  die  rechte  Seite  der  Gleicliuog  (31) 
=  0  setzen;  dadurch  erhält  man,  als  Nähemngswerthe  dflf 
Wurzeln  derselben,  die  Werthe,  welche  der  Ausdruck 
li(«  +  2*) 
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annimmt,  wenn  für  h  gaiize  Zahlen  gesetzt  werden.  Es  folgt 
hieraus  das  oben  auBgesprochene ,  von  Chladni  gefundene 
Gresetz,  da  die  Schwingungszahlen  der  Töne  den  Quadraten 
der  Wurzeln  der  Grleichung  (31)  proportional  sind.  Diese 
Gleichung  zeigt  femer,  dass  die  Proportionalität  der  Schwin- 
gungszahlen  mit  den  Quadraten  aufeinanderfolgender  gerader 
oder  ungerader  Zahlen  um  so  näher  Statt  finden  wird,  je  höher 
die  Töne  sind;  und  sie  liefert  ein  Mittel,  auf  eine  bequeme 
Weise  alle  Töne,  die  zu  einem  Werthe  von  b  gehören,  mit 
Ausnahme  der  tiefsten,  mit  grosser  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
Was  die  Zahl  h  in  dem  Näheningswerthe  von  IXb/l  anbetrifft, 
so  zeigt  die  numerische  Rechnung,  dass  sie  =  |it  ist ;  so  dasa 
also  IK^  filr  grosse  Werthe  von  «  nahezu  =in(n  +  2fi)  ist: 
ein  Resultat,  welches  in  vollhommner  Uebereinatimmung  mit 
den  Beobachtungen  von  Chladni  ist, 

Tm  die  tiefsten  Töne  für  einen  Werth  von  n  zu  ermitteln, 
muss  man  die  kleinsten  Wm'zeln  der  Gleichung  (21)  berechnen. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 


0=1- 


-+  - 


--r-\-  etc. 


brii^en,  indem  man  sie  für  n  =  0  und  w  =  1  durch  .t'  dividirt. 
Die  Rechnung  giebt  folgende  Werthe  von  log  A^,  log  A^  .  ..: 


für  9  =  1, 

also  r  =  h  {nB.i:k  Poisaou) 

»-0 

»=  1 

..-2 

«  =  3 

log^, 

0,6842079 

1,3480266 

0,2650703 

0,973  3073 

log^ 

2,5351132 

3,688  0591 

2,061  5798 

3,1052465 

log^, 

5,097  3650 

6,406  Ö347 

4,5889514 

6,8682055 

l08-<. 

8,149.924 

9,655978 

7,6208431 

9,083 199 

logA 

11,5834 

13,249  6 

11,040582 

12,653148 

logA 

15,33 

17.130 

14,776  04 

16.51613 

log^. 

21,3 

18,7780 

20.629  0 

log  .4, 

23,01 

24,96 

log^. 

29,48 
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für  ö  ==  1,  also  y  =^l  (nach  Wertheim): 
n  =  0  n=l  n  =  2  n  =  3 


log^i 

0,681 2413 

1,352 1826 

0,224  2682 

0,939  3022 

log  ^2 

2,566  8026 

3,5940911 

2,018  9332 

3,066  4444 

log  ^3 

5,120  4304 

6,413  6351 

4,546  2236 

5,827  9058 

log  ^4 

8,174058 

9,663  768 

7,578  3037 

9,042  324 

log^, 

11,6088 

13,257  8 

10,998  263 

12,612  037 

log^ 

15,35 

17,138 

14,733  92 

16,47493 

log^ 

21,3 

18,736 

20,587  7 

log^ 

22,97 

24,92 

log^ 

29,44 

Hieraus 

gehen  folgende  Werthe  von 

log  {in^iy 

t 

hervor : 

für  Ö  =  J 

• 
• 

1» 

«  =  0 

n=l 

H  =  2 

n  =  3 

0 

— 

0,278  37 

1,006  51 

1 

0,698  67 

1,41553 

1,891 17 

2,246  93 

2 

1,963  08 

2,348  29 
für  Ö  =  l 

• 
• 

0 

0,236  38 

0,970 14 

1 

0,71168 

1,42012 

1,889  97 

2,242  98 

2        1,96712        2,350  22 

In  der  folgenden  Tafel  sind  die  Tonverhältnisse,  welche  Chladni 
gefunden  hat,  zusammengestellt  mit  denen,  welche  die  Rechnung 
giebt  Es  sind  die  Töne  angegeben,  welche  eine  Scheibe 
geben  kann^  deren  tiefster  Ton  C  ist  In  den  mit  C/l  über- 
schriebenen  Columnen  finden  sich  die  Töne,  welche  Chladni 
beobachtet  hat,  in  den  mit  jP.  überschriebenen  die,  welche  die 
Rechnung  unter  der  Voraussetzung  d  =  |,  in  den  mit  H\  über- 
schriebenen die,  welche  die  Rechnung  unter  der  Voraussetzung 
d  =s  1  geliefert  hat    Die  Angaben  beziehen  sich  alle  auf  die 
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gleichschwebende  Temperatur.  •)  Jeder  herechiiete  Ton  ist 
durch  den  ihm  zunächst  liegenden  Ton  der  Scale  bezeichnet, 
dem  ein  +  oder  —  beigefügt  ist,  je  nachdem  jener  etwas 
höher  oder  tiefer  als  dieser  war. 


f^ 

i>  =  ü 

„  =  1 

«  =  2 

n  =  3 

0 

2 

Ch.      P.      w. 

GU    Gü+  A-t- 

CA. 

b 

'7+ 

F.       W. 

h-    c- 

7+  >  + 

Ch. 

c 

ff 

F.      W. 

C       C 

Ch.       F. 
d      dü- 

W. 

dit  — 

Eb  zeigen  sich  hier  nicht  unerhebliche  Abweichungen  der  be- 
obachteten Töne  von  den  durch  die  beiden  Rechnungen  er- 
mittelten. Die  beobachteten  Töne  stimmen  mit  den  aus  der 
Poisson'schen  Annahme  (fl  =  J)  ermittelten  etwas  besser 
llberein,  als  mit  den  aus  der  Worthcim'schen  Annahme 
('9=  1)  berechneten;  doch  ist  die  Abweichung  bei  jenen  zu 
gross,  als  dass  hieraus  ein  Schluss  gegen  diese  Annahme  ge- 
zogen werden  könnte. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Vergleichung  einiger  numerischer 
ResiUtate ,  welche  die  Theorie  in  Bezug  auf  die  Knoteulioien 
giebt,  mit  den  entsprechenden  Resultaten  der  Beobachtung. 
Hr.  Professor  Strehlki.'  hat  die  Güte  gehabt,  mir  die  Ergeb- 
nisse einiger  Messungen  von  ausgezeiclmeter  Genauigkeit  mit- 
zutheilen,  die  er  an  zwei  kreisförmigen  Glasscheiben  angestellt 
hat.  Diese  Scheiben  waren  mit  derselben  Sorgfelt  gearbeitet, 
wie  die  quadratischen  Scheiben,  an  denen  er  die  Messungen 
angestellt  hat,  die  von  ihm  in  Dove's  Reportoriiun  Bd.  III. 
S.  113  bekannt  gemacht  sind;  die  eine  von  ihnen  hatte  unge- 
fähr 6  Zoll  Durchmesser  und  1  Linie  Dicke,  die  andere  7  Zoll 
Durchmesser  und  1,1  Linie  Dicke.  Zum  Beweise  der  Voll- 
kommenheit der  Sclieiben  und  der  Genauigkeit  der  Messungs- 
methode kann  die  Kleinheit  der  Unterschiede  der  folgenden 
Zahlen  dienen,  die  dm-ch  Messung  verschiedeneF  Durchmesser 

1}  Chladni  sagt  zwar  nicht  aiisdracklich  ia  seiner  Äkufitik,  aua 
welcher  seine  Angaben  geDommeu  aind,  dosa  dieselben  üch  auf  die 
gleichachwebeude  Temperutui  bexiubea-,  doch  scheiDt  et  nnEweifeUutft, 
dus  dem  so  hl. 
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des  Knotenltreises  ohne  Knotendurchmesaer  auf  einer  Scheibe 

gefunden  wurden. 

Erste  Seite. 

Kehi-seite  derselben  Scheibe. 

24^4l5 

24\42                        m 

43 

m 

44 

425                      ■ 

425 

■ 

405 

415                     ■ 

Mittel     24i-,423 


24M26  ^" 

Eben  so  regelmässig  als  diese  Scheibe,  welche  mit  I  bezeich- 
net werden  mag,  zeigte  sich  die  andere  TzöUige,  welche  11  ge- 
namit  werden  soll.  Ich  will  die  Werthe  der  Radien  der 
Knotenkreise,  welche  diese  beiden  Scheiben  ergeben  haben, 
zusammenstellen  mit  den  Werthen,  welche  die  Rechnung  bei 
der  Poisson'schen  oder  der  Wertheim'schen  Annahme  von 
6  giebt. 


Beobachtung 

Sechnung 

I         1         H 

i". 

ff. 

»  =  0, 

«- 1, 

/"  =  ! 

;.  0,6792       i.  0,6782 
/. 0,7811        i. 0,7802 

/.  0,68062 
;.  0,78136 

(.0,67941 
(.0,78088 

Den  Radius  des  Knoteiikreises,  der  dem  Tone  (n  =  0,  ^  =  1) 
entspricht,  hat  auch  Savart  gemessen;  er  fand  bei  drei  ver- 
schiedenen Scheiben  die  folgenden  Werthe: 

/. 0,6819,  LO,G798,  /. 0,6812. 
Diese  Angaben  theilt  Poisson  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
suchungen über  die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte 
in  der  oben  citirten  Abhandlung  mit.  Poisson  hat  dort  für 
den  Fall  b  =  0  und  imter  der  Annahme  ß  =  \  die  tiefsten 
Töne  und  die  zu  diesen  gehörigen  Knotenkreise  berechnet. 

Die  aus  der  Wertheim'schen  Annahme  abgeleiteten  Re- 
sultate weichen  von  den  aus  der  Poisson'schen  abgeleiteten 
nur  wenig  ab;  mit  den  Strehlke'schen  Beobachtungen  stim- 
men jene  noch  besser  überein,  als  diese.  Wie  mir  scheint, 
spricht  dieses   aber  nicht  gegen  die  Poisson'sche  Annahme, 
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denn  eine  vollkommene  Uebereiiistimmung  zwischen  der  Theorie 
und   dem  Versuche  darf  man   nicht   erwarten,   weil   die    dem 
Versuche   unterworfenen  Scheiben  nicht   die  Eigenschaften  i 
aller  Strenge  besitzen,  welche  in  der  Theorie  ihnen  beigelegt 
werden. 

Herr  Strehlke  hat,  aosser  den  angeführten,  niir  noch 
die  Resultate  einiger  anderer  Messungen  mitgetheilt,  die  von 
ihm  an  weniger  vollkommenen  Scheiben  angestellt  sind.  Ich 
lasse  dieselben  folgen,  zugleich  mit  den  entsprechenden  Zahlen, 
welche  die  Bechnimg  unter  der  Annahme  Ö  =  J  und  unter  der 
Annahme  Ö  =  1  gegeben  hat. 


Radien  der  Knotenkre 

se. 

Beobachtung 

Bechnung 
«=i    1    ö-l 

11=1 

»-2 
«  =  3 

»-1 

u  =  l 

p  =  l 

0,781     0,783     0,781     0,783 
0,79       0,81       0,82 
0,838     0.842 
0,488    0,492 
0,869     0,869 

0,78136 
0,82194 
0,84523 
0.49774 
0.87067 

0,78088 
0,82274 
0,84681 
0,49715 
0,87015 

Der  Radius  der  Scheibe  ist  hierbei  - 


lieber  die  Schwingungen  einer  kreiafSmügen 
elastischen  Scheibe.  >) 

Die  Entdeckung  Chladni's,  die  Ruhelinien  einer  schwin-  ] 
genden  Scheibe  durch  aufgestreuten  Sand  sichtbar  zu  machen, 
leitete   auch   die  Auimerksamkeit   der  Mathematiker   auf  das  1 
Problem  der  schwingenden  Scheiben,     Frl.  Sophie  Germain  ^ 
hat  das  Verdienst,  zuerst  einen  Versuch  zur  Lösung  des  Pro- 
blems gemacht  zu  haben;  ans  einer  Hypothese,  die  sie  Über  die 
Kräfte    ersonnen   hatte,    mit  der  eine  elastische  Platte  Form- 
veränderungen   widerstrebt,    entwickelte    sie,    unterstützt   von 

1)  Pogg.  Ann.  Bd.  81.  1950. 
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Lagrange,  die  Diä'ereiitialgleicbimgeti  für  die  SchwingungeQ 
einer  solchen.  Sie  war  im  Stande  diese  Gleichungen  ftir  den 
Fall  einer  rechteckigen  Scheibe  zu  integrii-en,  und  erhielt  in 
Beziehung  auf  die  Höhe  der  Töne  und  die  Knotenlien,  die 
diese  begleiten,  ßesultate,  die  mit  ihren  Beobachtungen  in 
üebereinstimmung  waren.  Diese  Uebereinstimmung  kann  in- 
dessen uui'  als  eine  zufällige  angesehen  werden;  jene  Differen- 
tialgleichungen sind  nicht  die  richtigen;  denn  os  lässt  sich 
nachweisen,  dass  sie  einen  "Widerspruch  gegen  sich  selbst  in 
sich  tragen.  Die  Schuld  hiervon  föllt  auf  die  Hypothese,  von 
der  Frl.  Germain  ausgegangen  ist. 

Auf  einer  festeren  Grundlage  bat  Poissou  eine  zweite 
Theorie  der  Schwingungen  einer  Scheibe  aufgebaut.  Die  all- 
gemeinen Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  und  die  Bewe- 
gung eines  beliebig  gestalteten  elastischen  Körpere  wai-en  durch 
Kavier  und  durch  ihn  aufgestellt;  aus  diesen  leitete  er  die 
entsprechenden  Gleichungen  für  den  Fall  ab,  dass  der  Körper 
eine  sehr  dünne  Platte  ist.  Diese  Gleichungen  hat  or  integrirt 
unter  der  Annahme,  dass  die  Platte  eine  kreisförmige  ist,  imd 
80  schwingt,  daas  alle  Punkte,  die  gleich  weit  vom  Mittel- 
punkte abstehen,  sich  immer  in  demselben  Schwingungazustande 
befinden.  Er  fand,  dass  eine  solche  Platte  unendlich  viele 
Töne  geben  kann,  von  denen  der  tiefste  Ton  von  1,  der  zweite 
von  2,  der  dritte  von  3  Knotenkreisen  etc.  begleitet  wird;  er 
berechnete  die  Kadien  der  Knotenkreise,  die  zu  den  beiden 
tiefsten  Tönen  gehören,  und  land  eine  gute  Uebereinstimmung 
mit  den  Werthen,  die  Savart  durch  Messung  dieser  Badien 
erb  alten  hatte. 

Aber  auch  die  Poisson'sche  Theorie  der  Schwingungen 
einer  Platte  bedurfte  einer  Berichtigung.  Ich  habe  nachge- 
wiesen, dass  den  drei Grenzbedingungeu,  die  Poissou  entwickelt 
hat,  im  Allgemeinen  nicht  gleichzeitig  genügt  werden  kann, 
und  habe  zwei  Grenzbedingungen  entwickelt,  die  an  die  Stelle 
jener  zu  setzen  sind.  Hiernach  hatte  es  keuie  Schwierigkeit 
die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte  im  allgemeinen 
Falle  durch  die  Rechnung  zu  verfolgen.  Nach  der  Theorie 
Poisson's  war  dieses  nicht  möglich,  da  hier  sich  schon  der 
Widerapruch  seiner  drei  Grenzbedingungeu  zeigt,   während  in 
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dem  von  ihm  oeliandelten  speciellen  Falle  diesen  gleichzeitig  i 
genügt  werden  kann,  und  dieselben  gleichbedeutend  sind  mit  I 
den  beiden  Ton  mir  aufgestellten. 

Bevor  ich  die  Resultate  meiner  Rechnung  angebe,  muss  ich 
folgende  Bemerkung  voranschicken.  Li  den  Gleichungen,  die 
sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  beliebig 
gestalteten  elastischen  Köipers  beziehen,  kommt  eine  Grösse 
vor,  die  ich  Ö  nennen  will,  für  die  bisher,  den  theoretischen 
Betrachtungen  P  o  i  s  s  o  n  's  und  den  Beobachtungen  von  C  a  g  n  i  a  r  d- 
Latour  gemäss,  der  Wertli  J  angenommen  worden  ist,  Hr. 
Wertheim  hat  aus  seinen  Versuchen  auf  einen  andern  Werth 
von  6  schliessen  zu  müssen  geglaubt,  nämlich  auf  den  Werth 
ö  =  1.  Da  die  Grösse  Ö  auch  in  den  Gleichungen  vorkommt, 
die  sich  auf  die  Schwingimgen  einer  Platte  beziehen,  so  habe 
ich  die  Rechnung  in  Beziehung  auf  die  Töne  und  die  Knoten- 
linien einer  Kreisscheibe  tür  beide  Werthe  von  0  angestellt. 
Es  zeigte  sich,  dass  der  Unterschied  beider  Rechnungen  immer 
nicht  erheblich  und  desto  kleiner  ausfällt,  je  höher  der  Ton 
ist.  Ich  begnügte  mich  daher  fllr  die  höheren  Töne  die 
Rechnung  allein  unter  der  älteren  Annahme  filr  ö  durchzu- 
iuhren. 

Die  Knotenlinieu,  die  zu  irgend  einem  Tone  der  Ki-eis- 
scheibe  gehören,  bestehen  der  Theorie  gemäss,  welches  auch 
der  Werth  von  ö  sei,  aus  Ki-eisen,  die  eoncentrisch  sind  mit 
der  Periphene  der  Scheibe,  und  Durchmessern,  die  dieselbe 
in  gleiche  Theile  theilen.  Einen  jeden  Ton  kann  man  chai'ak- 
terisiren  durch  die  Zahl  der  Durchmesser  und  die  der  Kreise, 
die  in  der  zugehörigen  Knotenfigur  sich  finden.  Es  bezeichne 
n  die  Anzahl  der  Durchmesser,  ^  die  der  Kreise;  dann  werden 
sich  die  Schwingungszahlen  der  Töne,  welche  eine  imd  dieselbe 
Scheibe  geben  kann,  ordnen  lassen  in  eine  Tafel  mit  doppeltem 
Eingänge,  mit  einem  in  Beziehungauf  nund  einem  in  Beziehung 
auf  fi.  Die  Höhe  der  Töne,  die  eine  Scheibe  liefert,  ist  ab- 
hängig von  ihrer  Grösse.  Dicke  und  ihrem  Stoße;  jedoch  sind 
die  Intervalle  zwischen  zwei  entsprechenden  Tönen  von  diesen 
Bedingungen  unabhängig  und  bei  allen  Kreisscheiben  die  näm- 
lichen. Die  beiden  folgenden  Tafeln  enthalten  diese  InteiTalle; 
die  erste  ist  unter  der  Annahme  Ö  =  J,  die  zweite  unter  der 
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Aniialime  6  =  \  bereeboet;  in  jeder  ist  die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen angegeben,  die  bei  den  einzelneu  Tönen  in  der  Zeit 
vüllfillirt  werden,  in  der  bei  dem  Gmndton  der  Scheibe  eine 
Schwingung  geschieht.  Der  Gnmdton  ist  derjenige  Ton,  dessen 
Knotenfigur  aus  zwei  auf  einander  senkrechten  Durchmessern 
bestellt. 

ö  =  i. 

I,     «  =  0.      «  .  1.     71-2.      a  =  3.      n  -  4.      n  -  5. 

0  1,0000  2,3124  4,0485  6,1982 

1  1,6131  3,7032  8,4033  9,6445  13.3937  17,6304 

2  6,9559  10,8383  15,3052  20,3249 


3 

15,9031. 

«  = 

1. 

^ 

n-O. 

«-1. 

11  =  2. 

n-3. 

0 
1 
2 

1,7284 
7,3344 

3,9072 
11,4003. 

1,0000 
6,7111 

2,3274 
10,0762 

Cbladni  hat  in  seiner  Akustik  Beobachtimgen  über  die 
Töne  einer  kreisförmigen  Scheibe  mitgetheüt;  aus  diesen  er- 
gaben sich  die  folgenden  Scbwingungazahlen : 


=  0. 


-1. 


0 

1.0 

2,2 

1 

1,6 

3,6 

6,0 

9,0...  9,5 

2 

6,4  + 

10,1 

14,3 

19,0 

3 

14,3. ..15,1. 

4,0      6,0. ..6,4 
12,7     17,0     ^ 


Das  hinzugefügte  Zeichen  +  deutet  hier  an,  dass  der 
beobachtete  Ton  etwas  höher  war.  Die  beohachteten  Tonver- 
hältnisse  stimmen  etwas  besser  mit  denjenigen  überein,  die 
unter  der  Annahme  ö  =  J  berechnet  sind,  als  mit  denjenigen, 
die  ach  hei  der  Annahme  Ö  =  1  ergeben  haben;  indessen  steht 
zu  hoflfen,  dass  genauere  Beobachtungen  der  Töne  auf  eine 
bestimmte  Weise  fUr  die  eine  oder  die  andere  dieser  Annahmen 
sprechen  werden. 

In  Beziehung  auf  die  TonverhäJtnisse  bemerke  ich  hier 
noch  Folgendes,  Wie  die  Schwingungszahlen  der  Töne,  die 
ein  frei  schwingender  Stab  geben  kann,  sich  immer  mehi-  und 
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mehr  den  Quadraten  der  ungeraden  Zahlen  nähern,  je  höher 
die  Töne  werden;  so  nähern  sich  auch  die  Schwingungszahlen 
der  höheren  Töne  der  kreialörmigen  Scheibe  den  Quadraten 
gewisser  ZalUen,  nämhch  den  Quadraten  von  m  +  2f.i.  Diese 
Thatsache  hat  schon  Chladni  dui-ch  Beobachtungen  festge- 
stellt; und  die  Theorie  bestätigt  sie,  welchen  Werth  man  auch 
für  fJ  annehme. 

Um  mit  Hülfe  der  bisherigen  Angaben  die  absolute  Höhe 
der  Töne  einer  Kreisscheibc  berechnen  zu  können,  ist  es  noch 
nöthig  die  Bestimmung  für  die  Höhe  des  Gnmdtones  hier  her- 
zusetzen. Dieser  ist  von  den  Dimensionen  und  dem  Stofife  der 
Scheibe  abhängig;  bezeichnet  l  ihren  Radius,  e  ihre  halbe 
Dicke,  q  den  !Ejlasticitätscoefficienten  und  p  die  Dichtigkeit 
ihres  Stoffes,  so  ergiebt  sjcli  die  Anzahl  der  Schwingungen, 
die  in  der  Zeiteinheit  bei  dem  Grundton  vollführt  werden: 

bei  der  Annahme  0  =  J:  -^l/-^  1,04604, 


und  bei  der  Annahme  0  = 


1,02357. 


Durch  Beobachtung  ist  diese  Grösse,  soviel  mir  bekannt,  bis- 
her nicht  ermittelt  worden. 

Ich  komme  jetzt  zur  Angabe  der  "Werthe  der  Badien  der 
Knotenkreise,  die  zu  den  verschiedenen  Tönen  gehören,  wie 
sie  die  Rechnung  unter  den  beiden  Annahmen  für  6  und  wie 
die  Beobachtung  sie  geliefert  hat.  Die  Anordnung  der  fol- 
genden Tafeln,  in  denen  diese  Wertlie  enthalten  sind,  ist  entr 
sprechend  der  Anordnung  in  den  Tafeln  fiir  die  Höhe  der  l 
Töne;  der  Ra^lius  der  Scheibe  ist  =  1  gesetzt. 

«  =  i. 


0,68062  0,78136  0,82194  0,84523  0,86095  0,87256 
I  0,39151  0,49774  0.66043  0,60365 
t  0,84200  0,87057  0,88747  0,89894 

0,25679 

0,59147 
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n  =  0.   n  =  l.   n  =  2.    w  =  3. 

0,67941  0,78088  0,82274  0,84681 

0,49715 
0,87015. 

Die  Beobachtungen,  deren  Resultate  nun  folgen,  sind  von 
Hm.  Strehlke  angestellt,  der  die  Güte  gehabt  hat,  sie  mir 
mitzutheilen.  Hr.  Strehlke  hat  seine  Messungen  an  sechs 
sehr  sorgfältig  gearbeiteten  Scheiben  ausgeführt,  die  durch  I, 
n,  in,  rV,  V,  vi  bezeichnet  werden  sollen;  die  vier  ersten 
waren  von  Glas,  die  beiden  letzten  von  Metall;  Dicke  und 
Durchmesser  der  Scheiben  waren,  nach  Pariser  Maas,  unge- 
fähr die  folgenden: 

Scheibe  I 
II 

ni 

IV 

V 

VI 

Die  an  diesen  Scheiben  gemessenen  Radien  der  Kiotenkreise 

waren  in  Theilen  des  Radius  der  Scheibe  ausgedrückt: 

Scheibe  I. 


Dicke. 

Durchmesser. 

1     Linie 

6  Zoll 

1,1     „ 

7     „ 
7     „ 
7     „ 
5     „ 

1        ,. 

6     „ 

u 

■ 

1 


1 


n  =  0. 
0,6792 

n  =  0. 
0,6782 


1» 
1 


n  =  0. 

0,6780 

9  f  0,3915 
^  l  0,8414 


1 


n  =  0. 

0,6770 
0,3911 
0,8411 

0,2575 
0,5921 
0,8954 


n=  1. 
0,7811. 

n  =  l. 
0,7802. 

n=l. 

0,7800 

0,4977 
0,8697 

w  =  l. 

0,7792 
0,4971 
0,8698 


Scheibe  IL 


Scheibe  HI. 


n  =  2.  n  =  3. 

0,8210  0,8447 

0,5605  0,6038 

0,8867  0,8981. 

Scheibe  IV. 

n  =  2.  «  =  3.     n  =  4. 

0,8205  0,8445  0,8601 

0,5608  0,6043 

0,8870  0,8983 


n  =  4.   n  =  5. 
0,8601  0,8717. 
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Scheibe  V. 

(l       M  =  0.        )t-l. 

1     0,6781     0,7796 

Scheibe  VI. 
itt     «  =  o.      n  =  \.     H  =  2. 

1     0,0783     0.7802     0,8213. 

Die  aii  deu  verschiedenen  Scheiben  erhaltenen  Eesultatd  ' 
stimmeu  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  unter  einander  über- 
ein und  mit  den  Besultaten  der  Rechnung,  sowohl  derjenigen, 
die  unter  der  Annahme  fl  =  \,  als  derjenigen,  die  imter  dar 
Ätmahme  Ö  =  1  augestellt  ist.  Für  die  eine  oder  die  andere 
dieser  Annahmen  entscheiden  die  Messungen  der  Radien  der 
Knotenkreiae  nicht,  da  der  Unterschied  der  Werthe,  die  die 
Rechnung  bei  beiden  ergiebt,  ein  zu  geringer  ist. 


Heber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines 
nuendlich  dHuDeu  elastischen  Stabes. ') 

Poisson  hat  in  seinem  Trait6  de  m6canique  eine  Theorie 
der  endlichen  Formal ideruugen  entwickelt,  die  ein  unendlich 
dünner,  ursprünglich  gerader  oder  krummer,  elastischer  Stab 
durch  Ki'äfte,  die  theils  auf  sein  Inneres,  theils  auf  seine  Enden 
wirken,  erlUhrt  De  Saint-Venant  hat  jedoch  nachgewiesen, 
dass  die  Voraussetzungen,  von  denen  Poisson  dort  ausge- 
gangen ist,  theilweise  unrichtig  sind,  und  hat  zum  ersten  Male 
die  Torsion  und  Biegung  eines  uneudhch  diiimen  Stabes  von 
beliebigem  Querschnitt,  von  den  Grundgleichungen  der  Theorie 
der  Elasticität  ausgehend,  mit  Strenge  untersucht.  De  Saint- 
Venant  hat  dabei  aber  nur  den  Fall  behandelt,  dass  der  , 
Stab  ursprünglich  cylindiisch  ist,  dass  die  Formänderungen 
unendlich  klein  sind,  und  dass  die  Axe  des  Stabes  eine  l 
Ase  der  Elasticität  ist.  In  der  vorliegenden  Abhandlung 
untersuche  ich,  von  den  Gleichungen  der  Theorie  der  Elasti- 

1)  Borchftrdt's  Joarnal  Bd.  56.    185B. 
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cität  ausgehend,  tue  Formändeiimgeii  eines  luiendHch  dünnen" 
Stiibes  von  überall  gleichem  Querschnitt  ohne  diese  beschrän- 
kenden Ämiahiuen. 

In  dem  ersten  Paragraphen  stelle  ich  über  die  Gnmd- 
gleichungen  der  Theorie  der  Elasticität  gewisse  Betrachtungen 
an,  welche  die  Anwendung  derselben  auf  den  Fall  eines  un- 
endlich dünnen  Stabes  vorbereiten;  im  ^.  2  wh'd  diese  An- 
wendung in  ihrer  Allgemeinheit,  in  Be2iehung  auf  daa  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung,  gemacht;  §.  3  behandelt  das 
Gleichgewicht  eines  ursprünglich  cylindrischen  Stabes,  der 
durch  Kräfte,  die  auf  die  Enden  wirken,  eine  endliche  Form- 
ändeinmg  erlitten  liat;  es  ergiebt  sich  hier,  dass  die  Aufgabe, 
die  Gestalt  des  Stabes  zu  bestimmen,  auf  dieselben  Differen- 
tialgleichungen fühi-t,  wie  das  Problem  der  Bfltatiou  eines 
schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt;  im  5-  -t  endlich  ent- 
wickle ich  ein  Beispiel  für  daa  Gleichgewicht  eines  ursprüng- 
lich kiTimmen  Stabes  unter  dem  Eiufluss  von  Kräften,  die  auf 
die  Enden  wirken,  indem  ich  die  Formänderung  untei'suche, 
die  eine  aus  einem  Drahte  von  ki'eisförmigem  Querechuitt  ge- 
bildete Schraubenlinie  durch  eine  Ki-art  erfährt,  die  auf  einen 
mit  dem  Ende  derselben  fest  verbundenen  Punkt  der  Aze^ 
in  der  Richtung  dieser  wii'kt. 

i  1. 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkUgen  Coordinaten  eines 
Punktes  eines  homogenen  elastischen  Körpers  in  seinem  natür- 
lichen Zustande;  mit  diesem  Namen  will  ich  den  Zustand  eines 
Körpers  bezeichnen,  bei  dem  an  keinem  Orte  Dilatationen 
(oder  Contractionen)  stattfinden.  Durch  unendlich  kleine 
Kräfte,  die  theils  auf  das  Innere,  theils  auf  die  Oberfläche 
wirken,  und  die  ich  äussere  nennen  will,  um  sie  von  den 
elastischen  zu  unterscheiden,  möge  der  Körper  eine  Form- 
änderung erleiden;  nach  derselben  seien  x  +  n,  y  +  v,  z  +  ir 
die  Coordinaten  des  vorher  betrachteten  Punktes,  den  ich  als 
den  Punkt  {x,  y,  z)  bezeichnen  will.  Durch  diesen  Punkt  denke 
man  sich  nach  dem  Eintreten  der  Pormändeining  eine  Ebene 
senkrecht  zur  j-Axe   gelegt;   diese   theilt  den  Körper  in  zwei 
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Theile;  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  elastiscUen  Kraft,  welche  der 
Theil,  dem  die  grösseren  Wertbe  von  t  entsprechen,  auf  den 
andern  im  Punkte  {r,  y,  z)  ausübt,  seien: 

X,  y,,  z„ 

und  die  analoge  Bedeutung  sollen  die  Zeichen 


X^,    Yy,  Z„ 

-y.,  Y„  Z, 


haben.     Dabei  ist  dann: 


X„,  Z^=  1,,  X, 


Ich  setze  ferner: 


bezeichne  durch 


Öl'    '' 


"    ^S 


die  Componenten  der  äusseren,  auf  die  Eiidieit  des  Volumens 
bezogenen  Kraft,  die  nach  der  Formänderung  im  Funkte 
{x,  y,  z)  im  Inneni  des  Körpers  w-irksam  ist,  ferner  durch 

>(X),  i(r},  i{Z) 

die  Componenten  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  äusse- 
ren Ki'aft,  die  auf  die  Oberfläche  im  Funkte  (j-,  y,  z)  ausgeübt 
wird,  wobei  ich  unter  /  eine  unendlich  kleine  Constaute,  unter 
X,  y,  Z,  (X),  (Y),  (Z)  endliche  G^rössen  verstehe,  und  schreibe 
endlich  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  in  seinem 
natUi'lichen  Zustande: 

5  =  0. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  9  Differentialquotienten  von 
a,  V,  w  nach  j;  y,  z  unendhch  klein  sind,  sind  dann  die  6 
Grössen  X«,  X^ , . . .  lineai'e  homogene  Funktionen  der  6  Grös- 
sen i-j,  Xy.  ...,  deren  CoefGcienten  die  Constanten  der  Elasti- 
cität  des  Körpers  sind,  und  fllr  den  Fall  des  Gleichgewichts  ' 
ist  ftii'  jeden  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 
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(1) 


6  Yx   .   d  Yy    \dY%  .-y 

dx  dy         dz  ' 


und  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche: 


(2) 


•Xx  ä"    +    -X^i 


If + X,  I  +  x|^  -  .(X)  i/(||)V  (!)■+  (II)-, 

g  +  v.K-(y)y(||)V(|)'+(H)', 


'^-äf+n 


2.M+-Z.  ^. +2i 


|  +  ^»i  =  ,-,Z)/(|f)V(|)'+(W 


wo  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  für  die  Punkte 
im  Lmem  des  Körpers  g  negativ  ist. 

In  den  allgemeinen  Lösungen  dieser  Differentialgleichungen 
für  w,  ü,  ti?  kommen  6  willkürliche  Constanten  vor;  die  Aus- 
drücke von  w,  V,  V3  enthalten  nämlich  die  additiven  Glieder 

«0  +  ^y  "■  ^'^  b^  +  az  —  ex,  Cq  +  Bx  —  atf, 

in  denen  a^,  b^j  c^,  a,  b,  c  willkürliche  Constanten  sind.  Es 
folgt  das  daraus,  dass  die  Grössen  u,  v,  to  nur  in  so  fem  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  vorkommen,  als  sie  die  Werthe 
von  Xx,  Xy, .,.  bedingen,  und  diese  Werthe  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  za  u,  v,  w  die  angegebenen  Glieder  hinzufügt  Die 
6  Constanten  a^,  b^,  c^,  a,  b,  c  sollen  durch  die  Festsetzung 
ihre  Bestimmung  erhalten,  dass  für  den  Punkt  (^  ==  0,  y  =  0, 
z  =  0),  der  in  dem  Körper  liegen  möge, 

(3)  «  =  0,»  =  0,  «,  =  0,^-^  =  0,  1^  =  0,  1^  =  0 

ist.    Da  von  den  9  Grössen: 


1, 

dv 

dto 

a.' 

ö*' 

du 

1, 

dfO' 

dy' 

dy' 

du 

ÖD 

1, 

a»' 

dt' 

a  unendlich  dilnucn  ciasTüchen  I>tabe9. 
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die  3  der  obersten  Horizontali-eihe  die  Coaiiius  der  Winkel 
sind,  die  eiii  ursprünglich  der  j-Äxe  paralleles  Linienelement 
nach  der  Fonuändeiouig  mit  deu  Äxen  bildet,  und  die  übrigen 
die  entsprechende  Bedeutung  haben,  so  sagen  die  drei  letzten 
der  Gleichungen  (3)  aus,  dass  ein  durch  den  Punkt  {x  =  0, 
y  =  0,  z  —  0)  der  x-Axe  ursprünglich  parallel  gelegtes  Linien- 
element seine  Richtung  nicht  ändert,  und  ein  durch  denselben 
Punkt  der  i/-Axe  orsprünghch  parallel  gelegtes  Linienelement 
senkrecht  auf  der  r-Axe  bleibt 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  bestimmen  die  Funktionen 
u,  V,  iD  eindeutig,  wie  später,  nach  der  Gleichung  (9),  nachge- 
wiesen werden  soll.  Die  Ausdrücke  von  h,  v,  w  und  ihre 
Differentialquotienten  nach  x,  y,  z  müssen  hieniach  den  Faktor 
I  enthalten;  sie  werden  daher  von  der  Ordnung  von  i  sein, 
wenn  alle  Dimensionen  des  Körpers  endlich  sind,  oder,  um 
mich  präciser  auszudrücken,  wenn  in  der  Funktion  g  nur  end- 
liche Constanten  vorkommen.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
Voraussetzung,  dass  die  9  Differentialquotienten  von  h,  u,  w 
nach  r,  y,  :  imendlich  klein  sind,  unter  welcher  die  Gleichungen 
(1)  und  {2)  nur  richtig  sind,  erfüllt.  Enthält  y  eine  unendlich 
kleine  ConstanteÄi  wird  diese  Voraussetzung  im  Allgemeinen 
nicht  erfüllt ;  ihr  wu-d  aber  auch  genügt  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  werden  soll. 

Es  seien  alle  Dimensionen  des  Körpers  unendlich  klein 
und  von  derselben  Ordnung;  oder,  um  bestimmter  zu  sprechen, 
es  sei  die  Gleichung  y  =  0  der  Art,  dass,  wenn  man  in  ihr 
setzt: 

(4)  .r  =  iE,  y  =  iti,  ?=iä, 

wo  i  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet,  sie  übergeht  in 
eine  Gleichung 

3  =  0, 
deren  linker  Theil  eine  Funktion  von  f,  l),  j  ist,  die  nur  end- 
liche Constanten  enthält.  Die  Grössen  X,  T,  Z,  (X),  (F),  (Z) 
sollen  Punktionen  von  -r,  y,  ;  und  t  sein,  aber  solche,  die  end- 
lich bleiben  für  alle  Werthe,  die  j,  y,  z  in  dem  Körper  er- 
halten. 

Die  Substitutionen  (4)  denke  man  sich  auch  in  den  Glei- 
chungen (1),  {2)  imd  (3)  ausgeführt.     Macht  man 
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du 


dtc    .    dv 


Ex-  y^j  9«-  öp  + 


^i' 


und  bezeichnet  durch  3£xj  ?)x,  3*>  •••  ^®  Ausdrücke,  die  man 
erhält,  wenn  man  x^,  y«,  Zxj  ...  ersetzt  durch  £3.,  t)x,  Ja;;  *  •  •  in 
den  Ausdrücken,  die  X»,  1«,  ^x>  ...  als  Funktionen  ron  r^j 
t/xj  "«>  •••  darstellen,  so  erhält  man  dadurch: 


(5) 


üXx  j^  dxy  j^  dXt   •'2  Y 

'ei  +  W''  "ä^  ~  ~  '    ' 


09. 

83» 


e^^T,^ 


3?)«  _  _  ,:2  y 


ftkr  9  =  0: 


öj  +  a»  +  a*  '*  "*' 


(6) 


IE  -^  4-3E 


.|?  +  3E.|5-.i(.V,l/(f 


+ 


:i?)M^) 


a 


+ 


,Ö9 


)'-  ri)  • 


9.i-;+9.is+?>.i?-«<^-)i/(^;)'+(^;)'^rji)" 

und  für  E  =  0,  9  =  0,  }  =  0: 

(7)  „  =  0,«  =  0,,.  =  0,  1-^  =  0,  |f  =  0,|j  =  0. 

Wenn  durch  die  Ausführung  der  Substitutionen  (4)  in  den 
Ausdrücken  von  X,  7,  Z,  (J),  (Y),  [Z)  die  Grösse  i  nicht 
verschwunden  ist,  so  kann  man  doch  für  diese  6  Grössen  die 
endlichen  Grenzwerthe  setzen,  denen  sie  sich  der  gemachten 
Annahme  zufolge  nahem  müssen,  wenn  i  sich  der  Null  nähert; 
A  h.  man  kann  X,  T,  Z^  (X),  (T),  {Z)  als  endliche  und  von  i 
unabhängige  Funktionen  von  £,  ^,  j  betrachten.  Aus  diesem 
Grunde  müssen  die  Werthe,  die  für  m,  ü,  w  aus  den  Gleichungen 
(6)>  (6)>  (7)  sich  ergeben,  von  der  Ordnung  des  Produkts  ii 
sein;  von  derselben  Ordnung  sind  die  Differentialquotienten 
von  u,  V,  w  nach  E,  9,  J,  und  daher  sind  die  Differentialquo- 
tienten von  «,  t;,  w  nach  x,  y,  z  von  der  Ordnung  von  1. 
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Die  Q-leichungeu  (1)  und  (2)  gelten  deshalb  auch  für  dea 
jetzt  betrachteten  Fall;  sie  vereinfachen  sich  in  demselben  aber 
weaentlicli.  Ei-wägt  man  nämlich,  dass  die  rechten  Theile  der 
Gleichungen  (5)  unendlich  klein  sind  gegen  die  rechten  Theile 
der  Gleichungen  (6),  so  sieht  man,  dass  die  Grösaen  J,  Y,  Z 
nur  einen  verschwindend  kleinen  Einfluss  auf  die  Werthe  von 
u,  V,  TB  ausüben,  dass  man  sie  daher  vernachlässigen  und  die 
Gleichungen  (1)  ersetzen  kann  durch  die  folgenden: 


eXt 


fl,    ^    a«     ' 


d£. 


=■0, 


+  ^^  =  0. 


Diese  Gleichungen  sind  unter  der  Voraussetzung  abgelei- 
tet, dass  iX,  iV,  iZ  von  derselben  Oiiinung  wie  i(.V),  i{r), 
i{Z)  sind;  sie  gelten  offenbar  auch  in  dem  Falle,  dass  jene 
3  Knute  unendlich  klein  gegen  diese  sind,  sie  gelten  aber 
nicht  in  dem  umgekelirten  Falle.  Die  Schlüsse,  welche  weiter 
imten  aus  den  Gleichungen  (8)  gezogen  werden  sollen,  gelten 
also  auch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  letzte  Fall 
nicht  stattfindet. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  in  eine  Gleichung 
zusammenfassen.  Von  den  36  Constanten,  welche  die  Gleich- 
ungen enthalten,  die  X^,  }',,  ...  als  Funktionen  von  x^,  y„  ... 
darstellen,  müssen  15  anderen  15  gleich  sein,  so  dass  der 
Ausdruck 

X^iij-^  +  Ijrfy^  +  Z,dz,+  },dy,+  Z^dz,  -|-  X^dx^ 

das   vollständige   Differential   einer   homogenen   Funktion   2'™ 
Grades  der  6  Variabein  *,,  y^,  z,,  y,,  z„  x^  ist,')    Ist  F  diese 

1>  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  leicht  aus  den  Prinzipien 
der  mech&uischen  Wttrmptheorie.  Würe  Dämlich  der  angegebene  AtiB- 
druck  kein  volUtänitigee  DifTerenttal,  so  könnt«  man  mit  Hülfe  des  ela- 
Btiscben  Körpen  Arbeit  gewinnen,  indeni  man  Druckkräfte  auf  die  Ober- 
fläche dosselhcn  wirken  lüast,  die  man  so  variirt,  daas  der  Körper  wieder 
in  seinen  ureprüuglichen  Zustand  üurückgeftthrt  wird;  es  konnte  das  nach 
jenen  Prinäpien   nicht  der  Fall  sein  ohne  einen  entsprechenden  Verlust 


8il  —  dJFdxdydz  =  0, 
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Funktion,  so  sind  die  Gleicliungeu  (1)  uiid  (2)  gleichbedeutend 
mit  der  einen: 

(9) 

in  der  das  erste  Glied  der  Hnkeu  Seite  das  Moment  der  äusse- 
ren Kräfte  Gh-  uuendÜcli  kleine  Aenderungen  von  «,  v,  w,  und 
das  zweite  die  entsprechende  Variation  des  in  ilun  vorkommen- 
den, über  das  Volumen  des  Körpers  ausgedehnten  Integrals 
bedeutet. 

Aus  einer  gewissen  Eigenschaft  der  Funktion  F  lässt  sich 
die  oben  ausgesprochene  Behauptung,  da»s  die  Gleichungen 
(I),  (2),  (3)  die  Fxmktionen  u,  v,  w  eindeutig  bestimmen,  be- 
weisen. 

Wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  müsste  es  von  Null  ver- 
schiedene Werthe  von  a,  «,  w  geben,  die  den  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  geniigen,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
{!)  und  (2)  gleich  Null  gesetzt  siud.  Es  soll  gezeigt  werden, 
daas  es  solche  Werthe  nicht  giebt  Multiplicirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  mit  udxdyds,  vdrdydz,  wdxdydz  und  integrirt 
sie  über  das  Volumen  des  Körpers,  dividirt  man  die  Gleichungen 
(2)  dui-ch 


l/f 


«»V 


^  +  s'i 


multiplicirt  sie  mit  hi^O,  vrfO,  wdQ,  wo  rfO  ein  Element  der 
Oberflä<:he  des  Körpers  bedeutet,  und  integrirt  sie  über  diese 
Oberfläche,  so  erhält  man  flir  den  Fall,  dass  A',  Y,  Z,  [X), 
(Y),  {Z)  =  0  sind,  dui-ch  Addition: 

0  =  ^Fdx  dy  dz. 

Für  einen  Körper,  dessen  Elasticität  in  allen  Richtungen  die- 


tw  Wärme;  filnde  tiin  solcher  statt,  so  wäre  aber  dennoch  die  Ueberein- 
stimmung  mit  den  genannten  Friimpiea  nicht  bergeätcUt,  denn  man 
könnte  mit  Hülfe  dea  elastlBchen  Körpers  Wärme  in  Arbeit  verwandeln, 
ohne  dazu  Körper  von  verschiedener  Tamperatnr  nothig  zu  haben.  Diese 
Betrachtung  ist,  wie  ich  glaube,  schon  von  W.  Thomson  iu  Quarterly 
Matbematical  Journal  (April  1855)  angestellt;  ich  habe  die  eilirte  Stelle 
nicht  einsehen  können. 
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selbe  ist,  ist  di(>  Funktion  F  weiter  unten,  in  der  Gleichung 
{2S),  aufgestellt;  es  hat  hier /■  die  Eigenschaft,  nie  negativ  zu 
werden  und  nur  zu  verschwinden,  wenn  die  6  Argumente  j-,, 
ir,,..  =  0  sind;  da  bei  denjenigen  Körpern,  welche  in  verschie- 
denen Richtungen  eine  verschiedene  Elasticität  besitzen,  die 
Unterschiede  der  Elasticität  nur  klein  sind,  so  wird  man  an- 
nehmen düifen,  dass  bei  allen  in  der  Natur  vorkommenden 
Körpern  F  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Es  folgt  dann  aus  der 
abgeleiteten  Gleichung,  dass  die  6  Grössen  ^r^,  r^,...  in  dem 
ganzen  Körper  gleich  Null  sind.  Um  zu  beweisen,  dasa  hieraus 
und  aus  den  Gleichungen  (3)  für  den  ganzen  Körper  u  =  0, 
F  =  0,  w  =  0  sich  ergiebt,  entwickle  ich,  wie  man  u  finden 
kann,  wenn  j'„  x^,...  gegeben  sind.     Es  ist 

/^erth  von  «  für   .!■  =  0,  y  =  0,   r  = 
itegration  auf  einem  beliebigen  "W 

,  y  =  0,  s  =  0)  bis  zu  dem  Punkte 
Bei  ähnlicher  Bezeichnung  bat  ms 

%  -  (t),+/U';/' +&<" +/,>=''•■)' 


wo  (m}(|  den  Werth  von  Mfür.r  =  0,  y  =  0,  r  =  0  bedeutet, 
und  wo  die  Integration  auf  einem  beliebigen  "Wege  von  dem 
Punkte  (j-  =  0,  y  =  0,  s  =  0)  bis  zu  dem  Punkte  {r,  y,  z)  aus- 
zudehnen ist.    Bei  ähnlicher  Bezeichnung  bat  man: 


flj'  "gy        "St' 

dt/d>  *\  dx^  S^  ^  d:  j 
Sese  Werthe  denke  man  sich  in  die  Gleichung  fUr  -^  substituirt; 
einen  ähnlichen  Ausdruck,  wie  man  ihn  dann  fdr  5-  erhält, 
kann  man  für  -^  ableiten;  ^  hat  den  einfacheren  Ausdruck 
ffj.  Wenn  nun  die  6  Grössen  *i ,  3-^,  .  .  .  =0  sind 
imd   die  Gleichungen    (3)   bestehen,   so  folgt  hieraus  zunächst, 

dass  ^,  -J^ ,  ."  =s  0   sind,   und   dann   weiter,   dasa  k  =  0  ist< 

Sj'  öy'  dz  ' 
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Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  ofTeubar  ableiten,  dass  i 
und  «t  verschwinden. 

Die  Gleichung  (9)  gilt  —  wie  die  Gleichnngeu  (1)  und 
(2)  —  nur,  wenn  alle  Dimensionen  des  Körpers  von  gleicher 
Ordnimg  sind;  eine  Gleichung  von  ähnlicher  Form  lässt  sich 
aber  auch  für  den  Fall  aufstellen,  doss  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt  ist.  In  diesem  Falle  denke  man  sich  den  Körper  in 
Theile  zerlegt,  von  denen  ein  jeder  Dimensionen  von  gleicher 
Ordnung  hat.  Einen  von  diesen  Theilen  stelle  mau  sich  vor 
in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine  Lage  gebracht,  die 
sogleich  charakterisirt  werden  soll;  j-,  y,  z  seien  dann  die 
Coordinaten  eines  Punktes  des  Theiles  in  Beziehung  auf  ein 
rechtwinkhges  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  in  dem 
Theile  selbst  liegen  möge;  x  +  u,  >/  -l-  v,  r  +  tr  seien  die  Coor- 
dinaten desselben  Punktes  in  Beziehung  auf  dasselbe  Coordi- 
natensystem,  wenn  der  TheU  in  seine  veränderte  Form  und 
Lage  zurückgebracht  ist;  jene  noch  unbestimmt  gelassene  Lage 
des  Theiles  bei  seinem  natürlichen  Zustande  soll  so  gewählt 
sein,  dass  für  j-  =  0,  y  =  0,  ;  =  0  die  Gleichungen  (3)  bestehen. 
Es  gilt  dann  flii'  den  betrachteten  Theil  die  Gleichung  (9), 
wenn  man  bei  der  Bildung  von  öii  die  elastischen  Kräfte  be- 
rücksichtigt, die  auf  seine  Oberfläche  von  den  benachbarten 
Theilen  ausgeübt  werden.  Stellt  man  die  Gleichung  (9)  fOr 
alle  Theile  auf,  in  die  der  Körper  zerlegt  gedacht  ist,  und 
nimmt  die  Summe,  so  erhält  man: 


(10) 


Öii- 


-  äsjFdx  dy  dz 


-0, 


wo  Öii  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  bedeutet,  die  tbeib 
auf  das  Lmere,  theüs  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  wirken, 
da  das  Moment  der  auf  die  Grenzflächen  der  einzelnen  Theile 
wirkenden  elastischen  Kräfte  verschwindet. 

Die  Gleichung  (10),  die  die  Gleichtmg  (9)  als  speciellen 
Fall  enthält,  lässt  noch  eine  weitere  nützhche  Verallgemeine- 
rung zu;  sie  lässt  sich  nämlich  von  der  Voraussetzung  ujiab> 
hängig  machen,  dass  x,  y,  z,  ii,  v,  w  sich  auf  den  natürlichen 
Zustand  des  entsprechenden  Theiles  des  Körpers  begehen; 
beziehen  sich  J-,  y,  r,  h,  v,  w  auf  einen  Zustand,  in  dem  belie- 
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bige,  nur  imeDdlich  kleine  DUatatiooen  stattfinden,  und  sind 
H,  o',  u  die  Werthe,  welche  ii,  v,  tr  anuelimen,  wenn  man  den 
betrachteten  Theil  in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine 
beliebige  La^e  übergehen  lässt,  so  sind  die  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  richtig,  wenn  man  in  ihnen  für  u,  v,  le  setat  u  —  u', 
0  —  ü',  w  —  w'.  Dieselbe  Substitution  muss  daher  auch  die 
G-leichungen  (9)  und  (10)  fui-  diesen  Fall  gültig  machen. 

Von  der  Gleichung  (10),  die  sich  auf  das  Gleichgewicht 
des  elastischen  Körpers  bezieht,  kann  man  durch  ein  bekanntes 
Prinzip  der  Mechanik  leicht  übergehen  auf  den  Fall  der  Be- 
wegung desselben;  ist  I  die  Zeit  und  T  die  lebendige  Kraft, 
so  gilt  flU'  die  Bewegung  die  Gleichung: 

(11)  J dt\äT-k-  6Sl  —  S2:j Fdxdydz  )  =  0. 


Es  aollen  jetzt  die  Gleichungen  (10)  und  (II)  auf  eisen 
unencBich  dünnen  Stab  von  überall  gleichem  Querachidtte,  aul 
dessen  MantelHäche  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  angewandt 
werden. 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Stab  in 
seinem  natürlichen  Zustande  cylindiisch  ist.  Bei  diesem  Zn- 
stande denke  man  sich  in  dem  Stabe  ein  rechtwinkhges  Axen- 
system;  die  erste  Äxe  soll  die  Linie  sein,  in  der  die  Schwer- 
punkte der  Querschnitte  liegen,  die  beiden  andern  sollen  pa- 
rallel den  Hauptaxen  eines  Querschnitts  sein,  die  durch  den 
Schwerpunkt  desselben  gehen.  Auf  der  ersten  Axe  'rähle  man 
einen  Punkt  P  und  fasse  drei  Linienelemente  ins  Auge,  welche 
von  P  aus  in  den  Richtungen  der  drei  Axeu  gezogen  sind; 
ich  nenne  sie  0, 1, 2 ;  dabei  soll  0  dasjenige  sein,  welches  die  Rich- 
tung der  Länge  der  Cylinders  hat.  Diese  drei  Linienelemente 
werden,  wenn  der  Stab  eine  Acnderung  der  Gestalt  erlittenbat,  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  senkrecht  aufeinander  stehen,  sondern 
Winkel  bilden,  die  von  rechten  um  Grössen  abweichen,  die 
von  der  Ordnung  der  Dilatationen  sind,  die  stattgefunden  haben. 
Es  soll   die  Lage  der  Punkte  des  Stabes  in  der  Nähe  von  P 
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aul  ein  rechtwinkliges  Coor<Uaateiisy3tem  bezogen  werdea. 
dessen  Anfangsponkt  P  isX,  dessen  x-Axe  die  Richtung  des 
Linienelementes  0  hat,  und  dessen  =-Axe  senkrecht  anf  dem 
Linienelement«  I  stellt  In  Bezug  auf  dieses  Coordinatensy- 
(stem  seien  die  Coordinaten  eines  Ponktes  des  Stabes: 

j-  +  a,  y  +  o,  z  4-  '"f  wenn  der  Stab  seine  reränderte  Form 

und  Lage  bat,  und 

j-,  g,  e  wenn  der  Stab  in  seinem  ursprünglichen  Zustande 

und  in  der  Lage  sich  befindet,  bei  der  die  Lioienelemente 

0,  I,  2  in  die  Äxen  der  x,  y,  z  &llen. 

Setzt  man  noch  fest,  dass  s  nur  Werthe  erhalten  soll, 
die  von  der  Ordnung  der  Querdimeusionen  des  Stabes  sind, 
80  haben  dann  die  Zeichen  x,  y,  z,  u,  r,  tr  dieselbe  Bedeutung, 
die  ihnen  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (10)  untergelegt 
ist.  Es  seien  weiter  |,  i/,  ^  die  Coordinaten  des  Punktes  P 
nach  der  Formänderung  des  Stabes  in  Beziehung  auf  ein  an- 
deres, beliebig  im  Baume  gewähltes,  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system;  ich  bezeichne  durch 

«0-    ßo^    r.y 

"V      ßr     /,. 

«.-   ßv   n 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Axen  der  x,  y,  z  bilden 
mit  den  Axen  der  g,  »;,  Z>  so  dass  der  Index  0  auf  die  Jt-Axe, 
der  Index  1  auf  die  y-Axe,  der  Index  2  auf  die  z*Axe  sieb 
bezieht.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  beiden  in  Rede 
stfihenden  Ooordinatensjsteme  die  Eigenschaft  haben,  dass 
durch  Drehung  des  einen  die  a^-Ase  der  |-Axe,  die  //-Axe 
der  jj-Äxe,  die  s-Axe  der  ^-Axe  parallel  gemacht  werden  kann. 
Mit  Hülfe  der  eingeführten  Zeichen  lassen  sich  die  Coordinaten 
in  Beziehung  auf  die  Axen  der  ^,  »;,  ^  des  Punktes  ausdrücken, 
di.'ssen  Coordinaten  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  r,  y,  : 
sind;  x  \- Uy  y  -\- v,  z  -\-  w\  es  sind  die  genannten  Coordinaten 

1  +  ß„  (ar  -f- «)  +  a,  ü/  +  »)  +  a,  (2  +  IT), 
(12)  \r,+ß^{x^-u)+  ß,  (y  +  t.)  +  ß^  {z  +  tc), 

;  +  yo  ('  +  «)  +  /.  (y  +  ")  +  Yi  (•  +  '«). 
Bedeutet  «  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  dem  Anfange 
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des  Stabes  in  dem  ursprünglichen  Zustande  desselben,  so  müssen 
diese  drei  Grössen  Funktionen  von  s  +  x  sein,  d.  h.  ihre  par- 
tiellen Differentialquotienten  nach  x  sind  gleich  ihren  partiellen 
Differentialquotienten  nach  s.  Erwägt  man,  dass  g,  17,  f  und 
die  Grössen  a,  ß,  y  nicht  x  enthalten,  so  folgt  hieraus: 

Diese  Gleichungen  sollen  einmal  mit  Uq,  ß^^  Yq,  dann  mit 
«j,  /?!,  y^,  endlich  mit  ofj,  /J,,  y2  multiplicirt  und  jedesmal 
addirt  werden.     Setzt  man: 


(13) 


- 1/  m 


u,  ^  (s + m  -  >-• 


woraus  folgt: 


und  setzt  man  weiter: 

80   findet  man   auf  die  angegebene  Weise  bei  Bücksicht  auf 
die  bekannten  Relationen  zwischen  den  Grössen  a,  ß^  y: 

du      du   .      f      .     .         /     ,      \  , 
5^  =  0;  "^  ^(^  + ''^  ~  ^(^  ■*■  ""^^  *' 


dv       dv    .      f     .      ^         /      I     \ 
—  =.  —  +p{z  +  io)^r{x  +  u), 
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Aus  Betrachtungen,  die  im  §  1  angestellt  sind,  geht  aber  her- 
vor, dass  w,  ü,  w  unendlich  klein  gegen  j^j  ß^y  q^  sind;  vor- 
ausgesetzt, dass-g^,  -^,  ^  nicht  unendlich  gross   sind  gegen 

M,  V,  w,  sind  also  jene  DifFerentialquotienten  nach  s  unendlich 
klein  gegen  die  nach  x\  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen  höherer  Ordnung  hat  man  daher: 

du 

dv 

dw 
^^qx-py. 

Durch  Integration  findet  man  hieraus: 

w  =  Wo  +  (ry  — ^^+  i)xj 


(14) 


t?  =  Wo  +pzX'-'—x 


3 


.2 


wo  Mq,  ??o,  tÜQ  von  X  unabhängige  Grössen  bezeichnen. 

Bildet  man  mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  von  u,  v,  w  die 
Werthe  von  x^j  y«, . .  .,  so  ergiebt  sich: 


(15) 


a^«  =  ry  —  172  +  €, 

d 


yy 


z^  = 


dt 


y^"  dz  ^"äy 

Buq 


Alle  diese  Werthe  sind  von  x  unabhängig;  in  Folge  dessen 
nehmen  die  Gleichungen  (8),  die  für  die  Gleichungen  (1)  ge- 
setzt werden  dürfen,  die  folgende  Form  an: 


(16) 


d2Cy    ,   d^c 

er. 


dYy 

ezy 

dy 


+ 


+ 


dz 
dZ, 

dz 


=  0, 

=  0, 
=  0. 
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Versteht  maii  unter  ^  =  0  die  Gleichung  des  Umfanges  des 
Querschnitts  des  Stabes,  beräcksichtigt,  dass  <?  unabhäjigig  von 
X  ist,  und  dass  für  die  Mantelfläche  des  Stabes  {.!').  (J^,  (Z) 
=  0  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (2)  fiir  ^  =  0: 


■^.Il+*fc-''. 


(17) 


+  r.i 


0, 


,Sl_ 


Die  Gleichungen  (3)  endlich  sagen  aus,  daas  iiir  ji  =  0,  e  =  0: 


(18) 


^  0,     i'„  =  0, 


=  0, 


-  0 


Substituii-t  man  in  den  Gleichungen  (16)  und  (17)  flir  1\t 
X,,  ...  ihre  Ausdrücke  durch  x,,  ^y, ...  und  fm-  diese  Grössen 
die  in  (15)  angegebenen  Werthe,  so  bestimmen  die  Gleichungen 
(16),  (17),  (18)  die  Grössen  «„,  «(,,  n'^  eindeutig,  und  zwar  als 
lineare  homogene  Funktionen  von  p,  q,  r,  f.  Dass  »„,  u^,  w^ 
durch  die  genannten  Gleichungen  eindeutig  bestimmt  sind,  folgt 
daraus,  dass,  wenn  man  p  =  0,  9=0,  r  =  0,  (  =  0  setzt,  die 
Gleichungen  (16),  (17),  (18)  nicht  anders  erfüllt  werden  köimen, 
als  wenn  it^  =  0,  r^  =  0,  iCu  =  0  ist.  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  ergiebt  sieb  dmch  ganz  ähnhche  Betrachtungen, 
wie  sie  oben  p,  292  u.  293  angestellt  sind.  Substituirt  man  die 
Werthe  von  «„,  «o,  fc,,,  die  sich  aus  (16),  (17),  (18)  ergeben,  in  die 
Gleichungen  (14),  so  findet  man  auch  u,  v,  w  als  lineare  homo- 
gene Funktionen  von  ;',  q,  r,  j;  die  Coefficienten  derselben 
sind  unabhängig  von  «;  wenn  daher  t^,  -^ ,  ^,  -^  nicht  un- 
endlich gross  sind  gegen  p,  q,  r,  t  respective,  so  werden  die 
Gleichungen  (14)  die  über  g?,  J'-,  J^  gemachte  Voraussetzung 
erflülen.  Substituirt  man  die  Werthe  von  w^,  v^,  w^  in  die 
Gleichungen  (15),  so  ergeben  sich  auch  x^,  x^,  ...  als  line&re 
homogene  Funktionen  von  p,  q,  r,  e,  und  setzt  man  diese  in 
den  Ausdruck  von  F  ein,  so  erhält  man  filr  F  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Gradüs  derselben  vier  Grössen.    Diese  Funk- 
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tion   ist   unabhängig  von   . 
sind.     Setzt  man 


■  von  X  uuahhUM 


jFd,jd-,=^f, 


frit ^3T+S£i-  SJf<h I  =  0. 


■ffo  die  Integration  über  den  Quei-schnitt  des  Stabes  ausgedehnt 

gedacht  ist,  so  ist /eine  homogene  Punktion  zweiten  Grades 

von  p,  g,  r,  e,  deren  Coefficienten  allein  von  den  Constanten 

des  Querschnitts    und  der  Elasticität  des  Stabes   abhängen. 

Durch   Einflilirung   dieser  Grösse  f  werden   die   Grleichungen 

(10)  und  (U)r 

(19)  ÖÜ-dJfds  =  0 

und 

(20) 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Function  /  ertorSt 
nach  den  angestellten  Betrachtungen  im  Allgemeinen  die  Lösung 
dreier  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen,  Diese  Be- 
stimmung wird  bedeutend  erleichtert,  wemi  man  annimmt,  dass 
die  Axe  des  cylindrischen  Stabes  einer  Eiasticitätsaxe  parallel 
ist.  In  diesem  Falle  sind  die  Äusdi'ücke  von  X„  Ä\,  . , .  durch 
j-j,  :ry,  ...  die  folgenden;^) 

J's-  =  Ao^^x  +  AiJ/u  +  Ai^^  +  Asy«' 

y,  =  Ao'^-  +  Ai^K  +  '^it^'  +  A»y" 


Die  erste   der  Gleichungen    (16)   wird  hiemach  bei  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (15): 

(21}  aJ'-^  +  2A.,p^-  +  A,,  ^,»  =  0, 

und  die  erste  der  Gleichungen  (17): 


4 


I)  BerL  Ber.  „über  die  Fortatbritte  der  Physik  iii  den  Jiihren  1850 
und  1851".  p.  24ä. 
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m  (a.B 


+  M.. 


-ri 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  ei-sten  der  Gleicliuugen 
(18)  ist  Up  zu  bestimmen.  Die  übrigen  der  Gleichungen  (16), 
(17),  (18}  dienen  zur  Bestimmung  von  u^  und  w,,;  mau  genügt 
ihnen,  wie  zuerst  de  Saiut-Venant  bei  seinen  Untersuchungen 
über  die  Torsion  von  Prismen  bemerkt  hat,  indem  man 

(23)  7^=0,  z.  =  o,  r.  =  o 

setzt.  Löst  man  nämlich  diese  Gleichungen  nach  yj,,  s,,  _y,  auf, 
so  erhält  man  fiir  diese  3  Gröaaeu,  wenn  man  füi*  ^i  seinen 
Werth  aus  (15)  setat,  lineare  Ausdrücke  von  ^  und  ;,  also 
Ausdrücke,  welche  die  Gleichung  erfllllen: 

welche  die  Bedingung   dafttr  ist,  dass   die  beiden  ( 
w^  den  drei  Gleichungen 


y»  = 


?+?s 


gemäss  bestimmt  werden  können;  die  Integration  dieser  di'ei 
Gleichungen  fühi-t  diei  willkürliche  Constanten  ein,  durch  deren 
passende  Wahl  den  drei  letzten  der  Gleichungen  (18)  genügt 
werden  kann. 

Es  soll  jetzt  noch  der  Werth  von  T  in  der  Gleichung 
(20)  entwickelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  Iiat  man  die  Aus- 
drücke (12)  nach  t  zu  differenziren  und  die  Summe  der  Quadrate 
der  Differentialquotienten  zu  bilden.     Es  ist 

wo  0(1,  Oj,  a,,  Oj  von  t  unabhängig  sind,  und  wo,  wenn  die 
Dimensionen  des  Querschnitts  des  Stabes  als  uneudlicli  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  bezeichnet  werden,  «,  von  der  ersten 
Ordnung  ist,  a,,,  «j,  a,  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Aehn- 
liche  Ausdrücke  gelten  to  c  und  tc.  Dass  die  Ordnungen  der 
Coefficienten  u  richtig  angegeben  sind,  sieht  man  am  leichtesten 
aus  den  Gleichungen  (14).     Aus  dem  Ausdrucke  von  u  folgt 
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,'jj 


dl  "*"  "3  rf/' 


ähnliche  Gleichungen  werden  filr  -^  und  -^  gelten.    Aus  dem   I 
Werthe  von  e,  der  in  (13)  angegeben  ist,  kann  man  schliessen,  , 
dass  ~    nicht   unendlich   gross  ist  gegen  die  drei  Grössen  3^,  J 
J,   -^ ,   vorausgesetzt,   daas   die  DifFerentialquotienten   dieser 
Grössen   nach  s  nicht   unendlich   gross   gegen   sie  selbst  sind; 
-  folgt  bei  einer  ähnlichen  Voraus-  | 
'  unendlich  gross 
ist  gegen  die  neun  Grössen 

da,     d^     dj^     doi     dj^     d^     da,     dß^     d^ 
dt'    dt'    dt'    dl'    dl'    dl'    dt'    dl'    dl' 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  man  bei  Vernachlässigung  unendlich  1 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Differentialijuotienten  der  1 
Ausdrücke  (12)  zunächst  schreiben  kann: 


aus  den  Werthen  1 


+'^-+yi 


de  ' 


'77 


+y 


+  '2. 


vn-n  Aan    ' 


Aus  den  Gleichungen  (13)  folgt  nun  weiter,  dass  keine  Ton  den 
Grössen  -^,  -^,  -^  unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  Gros-    . 

sen  :rfi  ^.1  ^.\   aus  diesem  Grunde  können  in  den   eben  an- 

dt      dt     dt 

gegebenen  Ausdillcken  die  mit  x  behafteten  Güeder  vernach- 
lässigt werden;  die  Glieder,  welche  y  und  r  enthalten,  dürfen 
dagegen  im  Allgemeinen  nicht  fortgelassen  werden,  weil  ihre 
Coefficienten  unendlich  gross  gegen  -^ ,  -^ ,  ^  sein  können. 

Bildet  mau  mit  Rücksicht  hierauf  die  Summe  der  Quadrate 
der  angegebenen  Ausdrücke,  multipHcirt  dieselbe  mit  dy  dz  und 
iutegrirt  über  den  Querschnitt  des  Stabes,  so  erhält  man,  da 
nach  den  im  Anlange  dieses  Paragraphen  gemachten  Fest- 
setzungen 
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\  ydydz  =^0,    j  zdt/dz  =  0,    j  r/zdr/dz  =  0 

ist  * 

Man  setze  nun 

^1  dt   ^Pl  dt   ^  ^1   dt  "  ^' 
^«  rf^    ^  ^2  rf^    ^  ^2   rf^    -  «^ 


^1  rf<   ^  '^l  d^    ^  ^1    rf^   "         ^' 


•dann  ist: 


Substituirt  man  diese  "Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  und 
berücksichtigt,  dass  von  den  Grössen  P,  Q,  R  nur  die  erste 

unendlich  gross  gegen  jf  >  jf  >  jl  sein  kann,  so  wird  derselbe, 
wenn  man  der  Kürze  wegen 

jdi/ dz  =  A,  J  (y*  +z^dydz^iJL 

setzt: 

Multiplizirt  man  diesen  Ausdruck  mit  J  g  ds,  indem  man  unter 
g  die  Dichtigkeit  des  Stabes  versteht,  und  integrirt  ihn  über 
die  Länge  des  Stabes,  so  erhält  man  den  Werth  von  T,  der 
in  die  Gleichung  (20)  zu  setzen  ist.  Wirken  auf  den  Stab 
keine  äusseren  Elräfte,  so  wird  diese  Gleichung: 

Die  Gleichungen  (19),  (20)  und  (24)  sind  unter  der  Voraus- 
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Setzung  abgeleitet,  daes  der  Stab  in  seiuem  oatUrlicbeii  Zustande 
cyliiidrisch  ist;  mit  einer  gewissen  Modification  gelten  sie  aber 
auch,  wenn  der  Stab  iii  seinem  natürlichen  Zustande  nicht 
cylindrisch  und  beüebig  gekrümmt  ist,  falls  nur  der  Querschnitt 
überall  derselbe  ist.  Unter  dieser  Bedingung  wird  der  Stab 
durch  passende,  auf  sein  Inneres  wirkende  Kräfte  cylindrisch 
gemacht  werden  können;  dabei  werden  seine  Theile  unendlich 
kleine  Dilatationen  erleiden;  bezieJit  man  die  Grössen  j,  y,  : 
und  V,  V,  w  auf  den  Zustand,  in  dem  der  Stab  sich  dann  be- 
findet, statt  auf  semen  natürlichen  Zustand,  und  bezeichnet 
durch  u,  V,  w  die  Werthe,  die  n,  v,  ir  annehmen,  wenn  mau 
den  Stab  in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  oiua  beliebige 
Lage  übergehen  lässt,  so  werden  die  Gleichungen  (10)  und  (11) 
richtig,  wenn  man  in  F  statt  u,  v,  w  setzt:  u—u,  v  —  v, 
ir~-7i''.  Daher  werden  die  Gleichungen  (19),  (20)  und  (24) 
auch  jetzt  gelten,  wenn  man  iny  fUr  ;>,  g,  r,  b  gesetzt  hat: 
p — p,  q  —  q,  T  —  r,  G  —  e',  wo  p,  q,  r,  t  die  Werthe  be- 
deuten, die  p,  q,  r,  e  annehmen,  wenn  man'den  Stab  in  seinen 
natürlichen  Zustand  und  in  eine  beliebige  Lage  übergehen 
lässt  Es  sind  nämUch  in  diesem  Falle  «  —  «',  i?  —  e',  in  —  w 
dieselben  linearen  Funktionen  von  p  —  p\  q  —  ?'.  r  —  r',  e  —  «' 
wie  in  dem  üiüberen  u,  v,  w  von  p,  q,  r,  n.  Um  die  Wahrheit 
dieser  Behauptung  einzusehen,  muss  man  nur  erwägen,  dass 
die  Gleichungen  (14)  auch  hier  gelten,  dass  auf  demselben 
Wege,  wie  diese,  sich  die  Gleichungen  ableiten  lassen,  die  aus 
(14)  entstehen,  wenn  man  den  Zeichen  h,  u,  w,  u^,  Vg,  w^,  p, 
q,  r,  e  einen  Strich  beifügt  (in  denen  dann  «'„,  f'„,  m\,  die 
Werthe  von  u',  v,  «■'  fiir  a:  =  0  bedeuten),  und  dass  die  Glei- 
chungen (16),  (17),  (18)  richtig  sind,  wenn  man  in  ihnen  u,  v, 
ur  ersetzt  hat  durch  n  —  u,  v  —  v,  w  —  «■'. 


§3. 


m 


Es  soll  jetzt  die  Gleichung  (19)  weiter  entwickelt  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  den  Stab  keine  anderen 
äusseren  Kiilfte  wirken  als  solche,  die  in  den  Enden  desselben 
ihre  Ängiiffspunkt«  haben. 

In  dem  Ausdrucke  von  /kommen  nur  vier  gesuchte  Funk- 
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tionen  von  s  vor,  nämlich  p,  q,  r,  g;  diese  sind  aber  definirt 
durch  die  Differentialquotienten  von  |,  i;,  f,  Uq,  ß^j  y^,  a^,  ß^, 
Yv  ^2J  ßii  Yi^  zwischen  denen  gewisse  Bedingungsgleichungen 
bestehen.  Die  16  genannten  unbekannten  Punktionen  von  s 
will  ich  für  den  Augenblick  durch  y^,  y^,  ...  bezeichnen  und 
die  Bedingungsgleichungen,  die  zwischen  ihnen  bestehen,  durch 
qpj  =  0,  qpg  =  0,  ....     Setzt  man 

WO  Aj,  Aj, . . .  neue  unbekannte  Funktionen  von  s  bedeuten,  so 
ist  die  Gleichung  (19)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

(25)  0  =  5ß  -  Sjuds, 

in  welcher  öy^,  Sy^,  ...  JA^,  JAg,  ...  als  unabhängig  von 
einander  zu  betrachten  sind.  Da  nach  der  gemachten  Annahme 
SSI  nur  von  Variationen,  die  sich  auf  die  Enden  des  Stabes 
beziehen,  abhängen  soll,  so  muss  hiemach  flir  jedes  y 

(26)  ^=#^ 

ds 

sein. 

Ich  stelle  nun  die  Bedingungsgleichungen  y^  =0,  yj^  =  0> 
...  zusammen  imd  füge  die  Bezeichnungen  der  Faktoren  A^, 
Ao,  ...,  die  ich  einführen  will,  hinzu. 

Bedingungsgleichungen.  Faktoren. 

g-/9o(l  +  0  =  0,  B, 

jf-yo{i+*)  =  o,  c. 

"^'-£' +  ^r'J^  +  r,%  -  9  -  0,  M,, 

Kirohhoff,  GeMmmelte  A bhuidlangf n.  20 
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Bedingungsgleichungen.  Faktoren. 

«1+    ßl+    yi-i  =  o,  jAj„ 

«j  «0  +  ÄÄ  +  rt  u      =0.  ^0 ' 

Setzt  man  in  der  Gf^leichung  (26)  für  y  der  Reihe  nach:  p,  q, 

r,  e,  i,  %  fe,  «0»  A>  ro>  «i>  A>  ri.  «2>  Ä>  ^2»  so  erhält  man 
hiemach: 

dp       ^Of        Qq  -  '■^v        ßr  ~  ■™«' 
ds  ^         ds  ^         ds  ' 

rfi •'"o  77  +  ^0«0  +  '-11  «1  +  '-12  «2> 

^^  =  ^0  ^'  +  ^oÄ  +  ^lA  +  ^1,  ßr 

^^^^  =  ^l^°+^0««  +  ^l«l+^2«2> 
^^^  =  ^lS"+^0Ä  +  ^l/?l+^2/S2, 

^<^  =  M,^»  +  ^„yo  +  ^iyi  +  ^2r2, 

wo 

Aus  den  drei  letzten  Gruppen  dieser  Gleichungen  zu  je  dreien 
findet  man  durch  Multiplication  mit  a^,  ß^j  Yq,  mit  a^,  ß^,  y^, 
mit  a^f  ß^f  y^  und  Addition  die  folgenden: 


eines  unendlich  dUnnen  elastischen  Stabes. 


807 


^iP  =  Kl  -{l  +  s)(Aa^+Bß^  +  Cyi), 

^  =  ^02  -  M2P  -(!  +  «)  (^«2  +  ^  A  +  Cr^), 

Da  nun  i^^  s  l,,,  A^j  =  X^^,  X^q  =  X^^  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus, 
wenn  man  benutzt,  dass  £  unendlich  klein  ist: 


(27) 


^-§==M,g^M,r, 


Die  Grössen  M^,  M^,  M^^  A,  B,  C,  die  in  diesen  Gleichungen 
vorkommen,  haben  eine  einfache  Bedeutung,  die  ich  ableiten  will. 
Es  soll  der  Anfang  des  Stabes  als  befestigt  angenommen 
und  die  Gleichung  (25)  auf  den  Theil  des  Stabes  von  seinem 
Anfange  bis  zu  einem,  durch  einen  gewissen  Werth  von  s  be- 
stimmten Querschnitt  angewendet  werden;  es  ist  das  erlaubt, 
wenn  man  unter  SSi  das  Moment  der  elastischen  £[räfte  ver- 
steht, welche  auf  diesen  Querschnitt  von  den  Theilen  des 
Stabes,  denen  grössere  "Werthe  von  s  entsprechen,  ausgeübt 
werden.    Die  Gleichung  (25)  wird  dann: 

eu 


0  =  *i2  — 2 


as 


Sy, 


oder  entwickelt: 

SSl:r^Adl  +  B8n  +  C8t, 

+  M,{a,8ao  +  ß^8ß^  +  r^8ro) 

+  M,(a,8a,+ß,8ß,+roSri)' 

Hieraus  folgt,  dass  A,  B,  C  die  Sunmien  der  Componenten 

20* 
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nach  den  |-,  i;-,  ^-Äxen  der  elastischen  Kräfte  sind,  die  auf 
den  durch  den  angenommenen  Wertli  von  s  bestimmten  Quer- 
schnitt von  denjenigen  Theilen  des  Stabes,  denen  grössere 
Werthe  von  s  entsprechen,  ausgeübt  werden,  und  dass  M^, 
iVfj,  M,  die  Drehungsmomente  derselben  Kräfte  in  Btzug  auf 
die  r-,  y-,  r-Ajcen  sind.  Der  Sinn,  in  welchem  diese  Drehungs- 
momente als  positiv  gerechnet  sind,  lässt  sich  folgeudermassen 
angeben : 

Setzt  man  die  Reilienfolge  der  Axen  fest,  dass  auf  die 
y-Axe  die  ^-Äxe,  auf  diese  die  :-Axe  und  auf  diese  wieder 
die  j-Axe  folgt,  so  ist  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  eine 
der  Axen  positiv,  wenn  es  —  diese  Axe  als  die  erste  ge- 
rechnet —  die  Punkte  der  diütten  Axe  nach  der  Richtung  der 
zweiten  zu  bewegen  sucht. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  aus  dieser  Bedeutung  von 
A,  B,  C,  J/y,  ilij,  Mj  die  Grleichungen,  welche  aussprechen, 
dass  A,  B,  C  von  s  unabhängig  sind,  und  die  Gleichungen  (27) 
sich  leicht  herleiten  lassen,  indem  man  die  sechs  Gleichge- 
wiehtabcdingungeu  eines  staiTen  Körpers  anwendet  auf  ein 
durch  zwei  beliebige  Querschnitte  begrenztes  Stück  des  Stabes. 
Setzt  man  namüch: 


-M^ß^  -i-M^ßi  ^AL.ß^, 


so  geben  chese  Bedingungen: 


=  eonst. 


=  coust-, 


Jtf^  -H  (-B  f  —  C »; )  =  eonst, 
^1  +  {^^  —  -/^Z-}  =  const, 
JV/t  +  (^»,— Sil  =  const. 

Difi'erenzh't  man  die  drei  letzten  Gleichimgen,  multiplizirt  sie 
darauf  einmal  mit  «„,  ß^^,  y^,  dann  mit  c„  ^,,  y-^,  endlich  mit 
"it  ßv  1't  "^'*^  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen (27). 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  nun  zu  setzen; 


3/,= 


!<.(;'-  P')  +  «Ol  (?  -  ?')  +  "« (»■  -  r')  +  floB  (t  -  f'). 


s  uoeiidlicli  dünucn  clasti'iclieu  StnbfS 


K-r,- '"  (p  -f  •)  +  «,i  (?  - '/)  +  ■■„  (••  -  '■■)  +  "■„(•-  <■). 


dabei  bat  man, 


Vena  man  der  Kürze  wegen 
Aa„  +  B,%  +  Cy,  -   S 


.»  = 


U- 


,Jp-p}  +  '>„{l-l')  +  " 


>■■) +  »„(•- 


Die  Grössen  a  sind  hier  von  den  Constanten  des  Querschnitts 
und  der  Elasticität  des  Stabes  abhängig,  und  zwischen  ihnen 
bestehen  die  Relationen  «,),  =  ir,,,,  n,,^  —  "to>  •  ■  ■  ■  I^'^  Grössen 
a  sind  nicht  alle  von  derselben  Ordnung.  Da  e  —  s'  eine  Zahl 
ist,  und  p  — //,  q  —  q,  r  —  t'  reciproke  Längen  sind,  so  müssen 
die  Grössen  a,  welche  einmal  den  Index  3  haben,  eine  Di- 
mension weniger  enthalten  als  diejenigen  Grössen  a,  bei  welchen 
der  Index  3  nicht  vorkommt,  und  eine  Dimension  mehr  als 
a^^\  die  Längen,  welclie  in  den  Ausdrücken  der  Grössen  a 
vorkommen,  sind  aber  von  der  Ordnung  der  Dimensionen  des 
Querschnitts  des  Stabes,  also  unendhch  klein;  es  mUssen  da- 
her a„j,  a,j,  Bjs  unendlich  klein  gegen  o,,  und  unendlich  gross 
gegen  die  anderen  Grössen  a  sein;  aus  diesem  Grunde  dürfen 
die  mit  t—  i  behafteten  Glieder  in  den  eben  angegebenen 
Gleichungen  nicht  vernachlässigt  werden,  wenn  auch  p — j>', 
q  —  /,  T  —  r  endlich  sind.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen 
folgt: 

j  _  j'  ^        "i.  If-j'')  4-°»  (g  -?•>  +°»  (r-r  )-S. 

diesen  Werth  denke  man  sich  in  die  Ausdrücke  von  ^,  M^, 
M^  substituirt;  die  Terme  derselben,  die  S  enthalten,  werden 
dann  wegen  der  eben  angeführten  Verhältnisse  zwischen  den 
Grössen  a  unendlich  klein  gegen  M^,  M^,  M^,  falls  S  nicht 
unendlich  gross  gegen  M„,  Al^,  M^  ist.  Wiid  dieser  Fall  aus- 
geschlossen, so  hat  man  dalier: 

[  K  =  *oa  (/>  —P)  +  Kl  (1 "  ?')  +  ''m  {'-  ~  '■')' 
(28)  A/j  =  fi^^(p_y)  +  fi^^(y_5')  +  Ä„(r-r), 
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WO  die  Grösssen  b  sich  in  einfacher  Weise  aiisdrlickeu   lassen 
durch  die  Grösgen  a,  und  wo  ^^j  =  Äj,,,  ij,  =  iai,  b^n  =  ^oi- 

Die  Bedingung,  unter  der  diese  Gleichungen  gelten,  die 
Bedingung  nämlich,  dass  S  nicht  unendlich  gross  ist  gegen 
M,„  3/1,  M^,  wird  erfüllt,  wenn  bei  der  betrachteten  Gleich- 
gewichtsfigur des  Stabes  die  Äxe  desselben  endlich  gekrümmt 
ist,  einerlei,  ob  im  uatüi'lichen  Zustande  diese  Axe  gerade  oder 
krumm  ist.  Aus  den  Gleichungen  (27)  folgt  nämlich,  dass  die 
Ausdi-ücko  Aa^  +  Bß^  +  Cy^  und  Aa^  -f-  Bß^  +  Cj-j  von  der- 
selben Ordnung  sind  wie  A/,,,  A/,,  M^;  dieselben  Ausdrücke 
müssen  also  unendlich  klein  gegen  S  sein,  wenn  S  unendlich 
gross  gegen  itf,,,  Jl/j,  A/j  sein  soll;  ist  jeues  der  Fall,  so  müssen 
aber  die  Verhältniase  A:B\C  imendlich  wenig  abweichen  von 
den  Verhältnissen  <ir,:ßn'-Yi<'i  ^-  ^-  '^<^  Richtung  der  Tangente 
der  Axe  des  Stabes  muss  überall  unendhch  wenig  abweichen 
von  der  Bichtung  der  Resultante  der  constonten  Kräfte  A,  B,  C. 

Es  aoll  mm  angenommen  werden,  dass  der  Stab  in  seinem 
natürlichen  Zustande  ejlindrisch  ist,  d.  h.  dass  p'  =  0,  y'  =  0, 
r' =  0  ist.  Substituirt  man  die  Wei-tlie,  die  dann  M,„M^,M^ 
in  Folge  der  GleicJiimgen  (28)  erhalten,  in  die  Gleichungen 
(27),  so  gelangt  man  zu  Differentialgleichungen,  welche  identisch 
mit  denjenigen  sind,  auf  welche  die  üntci-suchung  der  Rotation 
eines  schweren  Köiiiers  um  einen  festen  Punkt  führt,  wenn 
man  den  hier  gebrauchten  Zeichen  die  folgende  Bedeutung  in 
Bezielmng  auf  den  rotirenden  Körper  giebt: 

Die  Äxen  der  |,  tj,  y  sind  die  Äsen  eines  im  Baume 
festen  Coordinatensystems ;  die  Axen  der  j-,  y,  r  sind  die  Axen 
eines  im  Körper  festen  Coordinatensystems  zui-  Zeit  s;  der 
Anfangspunkt  des  letzteren  ist  der  Drehungspunkt,  seine  j-Axe 
geht  dui'ch  den  Schwerpunkt;  A,  B,  C  sind  die  negativen  Com- 
poneuten  des  Gewichtes  des  Körpers  nach  den  |-,  tj-,  ^-Axen, 
muItipUcirt  mit  dor  j'-Coordmate  des  Schwerpunktes;  endhch 
ist,  wenn  m  die  Masse  eines  Raumelementes  des  Körpers  be- 
deutet, das  die  Coordinaten  x,  y,  z  hat: 

ioo  =  2:m{y^  +  z^),         b,,  =  ~2myz, 


,  =  ^».(r'  +  ^^), 


eines  uuendlkh  dünnen  elastiBchoti  Stabes. 
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Die  BestiimnuQg  der  Gestalt  des  elastischen  Stabes  erfordert, 
wenn  das  entsprechende  Pioblem  der  Rotation  gelöst  ist,  noch 
die  Ausführung  dreier  Quadraturen;  man  erhält  nämlich  die 
laufenden  Coordinaten  eines  Punktes  der  Axe  des  Stabes  aus 
den  Gleichungen: 


I  =fa^ds,        r,  =fß„ds,        y=fyc 


äs. 


Ich  will  schliesslich  die  entwickelte  Theorie  auf  einen  ein- 
fachen Fall  anwenden,  in  dem  der  Stab  m  seinem  natürlichen 
Zustande  nicht  gerade  ist;  der  Stab  sei  ein  Draht  Ton  kreis- 
förmigem Querschnitt  und  nach  allen  Richtungen  gleicher 
Elaaticität,  dessen  Ase  im  natürlichen  Zustande  eine  Schrauben- 
linie bildet. 

Bei  einem  Körper,  dessen  Elasticität  in  allen  Richtungen 
dieselbe  ist,  bestehen  die  Gleichungen'): 

j;  =  2iirf(l+Ö).^,  +  Öy,  +  Öz.], 

Z..  =  2K  ;ör,  +  dl,,  +  {1  +  Ö)  z.}, 

Daraus  folgt   für  den  Fall,   dass  j-,  y,  z,  ti,  v,  lo  sich  auf  den 

natilrUcIien  Zustand  des  Körpei-s  beziehen: 

(29}         F=  K  fA  +y'y  +  z*.  +  hr/'.  +  iz%  +  i^\ 

+  Ö(x, +y,  +  z,)=}. 
Die  Gleichungen  (23)  geben: 

»„=.?.  =  —  —^^  J-i,      V,  =  0. 


1)  In  diesen  Gleichungen  haben  die  GröBBen  K  und  9  dieaelbe  Be- 
deutung, wie  in  meiner  Abhandlung  „über  das  Gleichgewicht  und  ilie 
Bewegung  einet  elaatiscben  Scheibe".  Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegen- 
heit, da«B  die  Theorie  des  Gleiehgewichts  und  der  Bewegung  einer  un- 
endlich dünnen  elastischen  Scheibe  sich  strenger,  als  es  dort  geschehen 
ist,  entnickcln  Ifteet  auf  einem  Wege,  der  iiliiilieh  demjenigen  ist,  den 
ich  in  dieser  Abhandlung  für  einen  Stab  eingeschlagen  habe,  und  daaa 
auf  diesem  Wege  auch  der  Fall  behandelt  werden  kann,  in  dem  die 
Scheibe  in  versciiiedenen  Richtungen  verschiedene  Elaaticität  hat. 


Die  Gleichungen  (21) 


Gleichgewicht  uod  du 
I)  wei-den: 


Ifly 


\-pz 


¥  =  0- 


Da  der  Querechnitt  des  Drahtes  ein  Ki-eis  sein  soll,  so  ist  g  = 
y*  +  z'  —  const.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  der  ersten  der  Gleichungen  (18)  folgt  daher  k„  =  0.  Die 
Gleichungen  (15)  geben  demnach: 


,  =  ry  —  yj  +  e. 


-P!/> 


Bildet  man  nun 

benutzt  dabei,  dass 

fy  d,j  dz  =  0,        Js  dff  dz  =  0,        ^yz  d,/  dz  = 
und  setzt,  gemäss  der  schon  früher  gebrauchten  Bezeichnung. 

jdydz  =  /,        ffdydz  ^Jz^^dyäz  =  |,  ^H 

BO  findet  man:  ^^| 

Von  den  Grössen  a^o»  ' 

ludicea  versehenen  gleich  Null,  und 


+  29        (■ 
sind  d^er  alle  mit  ungleichen 


c  =  Ku, 


~,K(., 


iKh^ 


"K  -  1  +  29 

Von  den  durch  die  Gleichungen  (28)  eingeführten  Grössen  b^, 
j^ip  ...  sind  gleichfalls  diejenigen,  welche  ungleiche  Indices 
haben,  gleich  Null,  und  es  ist: 


K^  =  &> 


1 -M» 


K,,. 


■ndlicli  düimen  claetiacheu  Stabes. 
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Der  Kürze  wegen  soll  gesetzt  werden: 

Ich  bezeichne  durch  |',  i/,  t;',  «'„,  fj„,  /„,  a\, , 

die  Werthe,    die   |,  ?/,  ti  «nt  /^o»  J*!!!  «n  A' 

uehmeu,  weaii  der  Draht  in  seine  natürüche  Gestalt  und  in 

eine   gewisse  Lage   gebracht  wird;    diese   Lage   lässt   sich   so 

wählen,  dass 

I'  =  a .  cos  &', 

(/  =       —  sin  ö-' .  sin  n'*. 


^'  = r  sin  ß' .  cos  h's 

ist,  wo  (?'  und  «'  Constanten  sind;  dabei  bedeutet  d'  den 
Winkel,  den  eine  Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Axe 
derselben  bildet,  und  ^-^  ist  der  Radius  der  Cylinderfläche, 
auf  der  die  Schraubenlinie  liegt.  Aus  diesen  Werthen  von  ^, 
r,',  ^  ergehen  sich  die  folgenden  Werthe  von  «'„,  ff^.  y'^: 

a„  =  cos  &', 

p\  =  sin  i?' .  cos  »'s, 

Y\  =  sin  ä' .  sin  n's. 
Wäre  der  Querschnitt  des  Drahtes  kein  Kreis,  so  würden  dui'ch 
die  natürliche  Gestalt  desselben  auch  die  Wertlie  von  «',,  ^i,7\, 
a\,  /?,,  y\  bis  auf  einige  Vorzeichen  bestimmt  sein;  da  aber 
der  Querschnitt  als  kreisfönnig  vorausgesetzt  ist,  so  bleibt  eine 
dieser  Grössen  wiUküi-lich  und  kann  gleich  einer  willkürlichen 
Function  vou  s  angenommen  werden;  ich  setze: 

k'i  =  sin  iT-' .  cos  l's, 
indem  ich  unter  t  eine  willkürliche  Constante  verstehe').    Es 
ergiebt  sich   dann  aus   den  Belationen  zwischen  den  Grössen 
tt',  ß,  •)■',  wenn  man  über  das  unbestimmt  bleibende  Vorzeichen 
Ton  b'j  nach  Willkür  verfügt, 


1)  Es  liiaat   Bii^h   die  Rechnang  ctnaa  abkürzen,  indem  mau  T  =  0 
Mtzt;  doch  zielte  ich  es  vor  diese  Constante  unbettimnit  zu  lassen. 
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ß\  =  —  cos  &' .  cos  ns .  cos  ts  —  sin  ns  .  sin  fs^ 
y\  =  —  cos  &' .  sin  ns  .  cos  Is  4-  cos  ns .  sin  ts, 
a'o  =       sin  i?-' .  sin  Is. 

ml  ' 

/S'2  =  —  COS  d-' .  COS  ns ,  sin Is  +  sin  ns .  cos  Tä, 
;''3  =  —  cos  &' .  sin  n'5  .  sin  ts  —  cos  ns .  cos  fs. 

Hieraus  findet  man  weiter: 

/?'  =  /'  —  n  cos  t>', 

q  =     —  n'  sin  &' .  cos  Tä, 

r  =    —  n  sm  i?"  .  sm  /  5. 

Nun  setze  man  |,  ?;,  f,  a^,  ß^,  y^,  a^,  ß^,  rv  «2»  /*2j  ^2  gleich 
den  Ausdrücken,  die  aus  den  Ausdrücken  von  |',  7/',  c!',  ... 
entstehen,  wenn  man  in  diesen  die  Constanten  &',  n,  Ü  ersetzt 
durch  neue  Constanten  &,  w,  /,  Allen  Differentialgleichungen 
des  Problems  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  (27)  wird  dann 
genügt,  welches  auch  die  "Werthe  von  i?-,  w,  /  sein  mögen;  da- 
durch, dass  man  passende  Beziehungen  zwischen  den  Constanten 
!?•,  w,  /,  d',  n',  r,  Aj  B,  C  festsetzt,  kann  man  auch  diese  er- 
füllen. Die  Gleichungen  (27)  werden  nämlich,  wenn  man  die 
Gleichungen  (28)  und  die  oben  entwickelten  Werthe  der 
Grössen  b  anwendet: 

^ilSZll)  ^  L(p-p')r-N{r-r')p-{Att,  +  Bß,  +  Cy,), 
^^(^  =  N{g~g')p-L{p-p')q  +  Aa,  +  Bß,  +  Oy,. 
Denselben  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 

-4  =  -^'  i(ncosi9'  — n  cosd^sin* 

—  iV(w  sin  d-—  n  sin  &')  cos  &  \ , 

5  =  0,        C=0. 

Die  beiden  letzten  dieser  Gleichimgen  sprechen  eine  von  den 
Bedingungen  aus,  unter  denen  die  für  |,  17,  c,  . . .  angenom- 
menen Ausdrücke  gelten;  sie  sagen  aus,  dass  die  auf  das  Ende 
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des  Drahtes  wirkende  Kraft  dip  Eicbtimg  derÄxo  der  Schrauben- 
linie haben  muss.  Zn  dieser  Bedingung  tritt  noch  eine  andere 
hinzu,  die  sieb  auf  die  Drebungsniomente  bezieht,  die  auf  das 
Ende  des  Drahtes  ausgeübt  werden.  Die  Gleichungen  (28) 
geben; 

itffl  =  —L[n  cos  (9  —  n'  cos  &'), 

2tf j  =  —  JV(n  sin  &  —  n'  sin  9'}  cos  ts, 

Mj=  —  A  (n  sin  i9  ^  n'  sin  &'}  sin  ts. 

In  diesen  Gleichungen   möge  unter  s  der   auf  das  Ende  des 
Drahtes  bezügliche  Werth  verstanden  werden;  bildet  man: 
Mi  =  M„  «„  -f-  M,  «j  +  Jt/j  «s, 

M,  =  ^^  ßo  +  ^ißi  +  M*  ßv 

80  sind  dann  JI7{,  M,_,  M^  die  Drehungsraomente,  die  von  Aussen 
her  auf  das  Ende  des  Drahtes  wuken,  in  Bezug  auf  drei  Äxen, 
die  durch  das  Ende  den  Axen  der  ^,  r„  ^  parallel  gelegt  sind. 
Man  findet: 
M^  =  —  lL{ncos&  —  H  cos  li ')  cos  ö- 

+  A  (ji  sin  fl  —  n'  sin  .9-')  sin  ,9-}, 
i»/,  =  —fL{n cos &  —  n  cos  »') sin> 

—  iV{n  sin  i?  —  n'sin^'jcost^jcosnj, 
AJj=  —  (i,(n cos  i?  —  n' cos i?') sin  !?■ 

—  A(n  sin  i?  —  n  sm  &')  cos  5^j  sin  n*. 
Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  schreiben: 

wo  i;  und  ^  sich  auf  das  Ende  des  Drahtes  beziehn.  Es  folgt 
daraus,  dass  M^  und  M;  gerade  den  Drehungsmomenten  gleich 
sind,  die  die  Kraft  A  heiTorbringen  wtirde,  wenn  sie  ihren  An- 
griffspunkt in  einem  mit  dem  Ende  des  Drahtes  fest  verbun- 
denen Punkte  der  Äxe  der  Schraubenlinie  hätte. 

Hieraach  gelten  die  für  |,  7;,  £,  .  .  .  angenommenen  Aus- 
drücke, wenn  die  Fonnäuderung  des  Drahtes  hervorgebracht 
ist  diurch  eine  Ki-aft  A.  die  aid"  einen  mit  dem  Ende  des 
Drahtes  fest  verbundenen  Punkt  der  Axe  der  Sclu'aubeidinie 
in  der  Richtung  dieser  Axe  wirkt,  und  durch  ein  Drehungs- 


I 
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moiuent  M^  um   dieselbe  Axe.     Sind  A  imd  JA  gegeben,   so    | 
bestimmen  die   Gleichungeü  flii-  A  und   itfj  die   beiden  unbe- 
kaunten  Coustaiiten  n  und  &,  die  in  den  Ansdi-ücken  von  |,  »/,  ^ 
vorkommen.    Sind  dieae  gefunden,  so  hat  man  tlir  die  Ver- 
längerung der  Scbi-aubeulinie  den  Ausdruck 

«(cos  d  — cos  (!;') 
und  für  die  Drehung  ihres  Endes  um  ihre  Axe  den  Ausdnick 

wo  s  wieder  sich  auf  da'?  Ende  bezieht. 

tim  auf  den  Fall  zu  kommen,  der  in  der  Einleitung  als 
der  Gegenstand  dieses  Paragraphen  bezeiehnet  wurde,  hat  man 
Jl/[  =  0  zu  setzen.  Diesen  Fall  hat  schon  J.  Thomson ')  be- 
handelt; aber  die  Betrachtungen,  die  er  über  denselben  anstellt, 
sind  nicht  strenge,  und  das  Resultat,  zu  dem  er  gelangt,  ist 
nicht  genau. 


lieber  das  Verhältuiss  der  tlnercoutractiou  zur     ^^^ 
Längendilatatiou  bei  Stäbea  vou  federhartein  Stah!.^) 

Wenn  ein  homogener  cylindrischer  Stab,  dessen  Elasticität  in 
verschiedenen  Kichtungen  dieselbe  ist,  in  der  Richtung  seiner 
Länge  durch  einen  Zug  ausgedehnt  wird,  so  erleiden  seine 
Querdimensionen  eine  Contraction.  Nach  theoretischen  Be- 
trachtungen von  Poisson  sollte  das  Verhältuiss  der  Quercon- 
traction  zur  Längendilatation  immer  J  sein,  Wertheim  schloss 
aus  seinen  Versuchen,  dass  dasselbe  J  ist;  nach  einer  mehrfach 
ausgesprochenen  Ansicht  hat  es  weder  den  einen  noch  den 
anderen  Werth  und  ist  verschieden  bei  verschiedenen  Substanzen. 
Bei  den  meisten  Körpern,  bei  denen  man  eine  gleiche  Elasti- 
cität in  verscliiedenen  Richtungen  annehmen  kann,  stellt  sich 
der  experimentellen  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  der  um- 
stand  hindernd   in   den  Weg,   dass   bei   ihnen,   auch  bei  sehr 


1)  Mech.  Hag.  L,  p.  160  und  207. 

2)  Pogg.  Ann.    Bd.  108,     1850, 
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kleinen  Fonnändenuigea,  bleibeude  Delmuiig  und  elastische 
Nachwirkung  in  erheblichem  Grade  aich  zeigen.  Es  ist  dieses 
der  Fall  bei  ausgeglühten  Metalldrähteu  und  Glasstaben.  Bei 
hart  gezogenen  Metalldrahten  ist  eine  bleibende  Dehnung  imd 
eine  elastische  Nachwirkung  \"iel  weniger  beraerklich;  aber  bei 
ihnen  ist  sicher  die  Elasticitat  in  verschiedenen  Bicbtungen 
verschieden.  Bei  gehärteten  Stahlstäbeu  dagegen  kann  man 
wohl  mit  Wahrscheinlichkeit  eine  Gleichheit  der  Elasticitat 
in  verschiedenen  Richtungen  voraussetzen;  und  da  diese  ilber- 
diess  mehr  noch  als  hart  gezogene  DräJite  einem  idealen  ela- 
stischen Korper  älmÜch  sind,  so  ei-schoinen  sie  vorzugsweise 
geeignet  zu  Versuchen  über  den  Werth  jenes  Verhältnisses. 
Ich  habe  an  mehieren  rimdeii  Stäben  von  federhartem  Stahl, 
von  etwa  2,85"""  DurchmessLT  und  ungefähr  300°""  Länge, 
solche  Versuche  ausgeführt  und  will  diese  hier  beschreiben. 
Es   stelle    m   Fig.    13  j,-  ^ 

^^  ^' einen  elastischen  Stab      .--,   L' ^ t  r-. .  • 

vor,    der    in   A'   hoiizontal  ^j.  ^f 

befestigt   ist;   in  A   sei   ein  fi*.  m. 

homontaler  Arm  Ä  B'  senkrecht  auf  der  Längsrichtung  des 
Stabes  an  demselben  angebracht  Wird  iu  ü'  ein  Gewicht  V 
angehängt,  so  bewirkt  dieses  gleichzeitig  eine  Biegung  und  eine 
Torsion.  An  dem  ü-eien  Ende  des  Stabes  sei  ein  Spiegel  C 
so  befestigt,  dass  seine  Fläche  nahe  horizontal  ist;  gegen  den 
Spiegel  sei  von  oben  her  ein  Fernrohr  gerichtet,  und  eine 
Scale,  die  aus  zwei  Systemen  senkrecht  sich  schneidender, 
gleich  weit  von  einander  abstehender  Linien  besteht,  sei  hori- 
zontal so  augebracht,  dass  ihr  Spiegelbild  im  Fernrohr  er- 
scheint. An  dieser  Scale  lässt  sich  dann  gleichzeitig  die  Bie- 
gung und  die  Torsion  beobachten.  Angenommen,  dass  der  Quer- 
schnitt des  Stabes  ein  Kreis  ist,  so  kann  man  aus  dem  Radius 
desselben,  dem  Gewicht  P,  der  Länge  .4"  A  und  der  beob- 
achteten Biegung  den  Elasticitätscoefficienten,  aus  dem  Radius, 
dem  Gewichte  P,  den  Längen  A  A,  A  B'  und  der  beobach- 
teten Torsion  den  Toi-sionscoefficienten  berechnen;  aus  dem 
Verhältnisse  dieser  beiden  Coöflicienten  findet  man  dann  leicht, 
unter  der  Voraussetzung  der  Gleichheit  der  Elasticitat  in  ver- 


318     Ueber  das  Vorliältuiss  der  Qut-reontraclion  zur  LäiigeDiliktatioti 

scliiedeuen  Ricbtungeu,  das  gesuchte  Verhältnisa  der  Quercou- 
traction  zur  Längendilatatiou.  Bei  der  Bestimmung  dieses 
Verhältniasea  ist  die  Kenntnias  des  Radius  des  Stabes  uimötliig, 
da  dieser  in  gleicher  Weise  in  den  Ausdrücken  des  Elastici- 
tätscoSfficienten  und  des  Torsionscoeflieienten  vorkommt. 

Die  Stäbe,  welche  ich  den  Versuchen  unterworfen  habe, 
sind  Stücke  von  gezogenen  Drähten;  man  kaun  daher  bei  ihnen 
nicht  mit  Sicherheit  voraussetzen,  dasa  ihi-  Querschnitt  ein 
Kreis  ist;  man  wird  aber  ohne  merklichen  Fehler  annehmen 
dürfen,  dass  der  Quersclmitt  eine  EUipse  ist,  bei  der  das 
Quadrat  der  Excentrici<ät  vernachlässigt  werden  kann.  Bei 
dieser  Annahme  kann  man  sehr  leicht  den  Emfluss  der  Ab- 
weichung des  Querschnittes  von  der  Kreisfonn  eliminiren. 
Man  hat  nur  nöthig,  den  Stab  um  seine  Axe  um  90"  za 
drehen,  den  Arm  A'  b'  wieder  horizontal  in  Ä  zu  befestigen 
und  zum  zweiten  Male  die  Formänderung  zu  beobachten, 
die  der  Stab  erleidet,  wenn  das  Gewicht  P  m  B  aufgehängt 
wird.  Die  Torsion  muss  dann  eben  so  gross,  wie  bei  der 
ersten  Lage  des  Stabes,  gefunden  werden,  die  Biegung  im  All- 
gemeinen aber  anders;  die  Torsion  bei  der  einen  oder  der 
anderen  Lage  und  das  ftrithmetische  Mittel  aus  den  beiden 
Biegiuigen  sind  so  gross,  wie  die  Torsion  und  die  Biegung  sein 
würden,  wenn  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  Ki-eia  wäre, 
dessen  Radius  das  Mittel  aus  den  beiden  Halbaxen  des  ellip- 
tischen Querschnitts  ist. 

Der  Arm  A  B'  lässt  sich  nicht  leicht  mit  Greuauigkeit 
senkrecht  zur  Stabaxe  machen;  eine  geringe  Schiefe  desselben 
hat  auf  die  Torsion  nicht  Einfluss,  wohl  aber  auf  die  Biegung. 
Diesen  Einfluss  habe  ich  auf  folgende  Weise  unschädhch  ge- 
macht Der  Arm  Ä  B  ist  die  Hälfte  eines  Querstabea  B  D'  \ 
nachdem  das  Gewicht  P  la  B  gewirkt  hat,  liänge  ich  es  in, 
ly  auf  und  nehme  das  Mittet  aus  den  in  beiden  Fällen  beob- 
achteten Biegungen.  Die  Torainnen  müssen  in  beiden  Fällen 
dieselben  sein,  wenn  die  Stabaxe  durch  die  Mitte  von  B  U 
hindurchgeht;  ist  diese  Bedingung  nicht  genau  erfüllt,  so  sind 
auch  die  Torsionen  vei-scliieden,  ihr  Mittel  ist  dann  aber  so 
gross,  wie  die  Torsion  sein  wüi'de,  wenn  die  Länge  eines  jeden 
Armes  genau  der  Hälfte  von  b'  D'  gleich  wäre. 
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Um  micli  vou  der  Voraussetzung  unabhängig  zu  machen, 
dass  der  Tlieil  des  Stabes  bei  A"  genau  seine  Lage  behält, 
wenn  das  Gewicht  P  an  das  Ende  seines  Hebelarms  gehängt 
wird,  habe  ich  die  Einrichtung  geti'offen,  dasa  der  Stab  A"  Ä 
die  Hälfte  eines  Stabes  Ä  A"  ist,  der  bei  A"  einen  Queratab 
B"  D'  von  denselben  Dimensionen  wie  B"  IX  und  einen  Spiegel 
C  ti'ägt,  auf  welchen  ein  zweites  Fernrohr  gerichtet  ist.  Der 
Stab  ist  bei  A"  in  einem  dünnen  Blechatticke  befestigt;  es 
werden  gleiche  Gewichte  bei  B"  und  B"  oder  bei  D'  und  D" 
angehängt  und  das  Bild  derselben  Scale  wird  in  beiden  Spiegeln 
beobachtet. 

Der  Apparat,  den  ich  benutzt  habe,  ist  in  Fig.  J,  (Taf.  I) 
perspectivisch  dargestellt  An  der  Wand  des  Beobachtuugs- 
zimmers  sind  vier  Bretter  A,  B,  B,  C  befestigt;  das  erste  von 
diesen  trägt  die  Scale,  die  beiden  folgenden  die  beiden  Fernrohre, 
das  letzte  den  den  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab.  An 
dem  Brette  A  sitzen  zwei  horizontale,  zu  ihm  senb-echte 
Leisten  a,  a;  an  jeder  von  diesen  sind  zwei  kleine,  nach  Linen 
vorspringende  Holzstilcke  angebracht,  durch  welche  von  unten 
her  die  Schrauben  et,  a  geführt  sind;  auf  diesen  Schrauben 
ruht  die  Scale  und  ist  durch  sie  mit  Hülfe  einer  Libelle  hori- 
zontal gestellt.  Die  Scale  ist 
auf  Papier  gedruckt  und  auf  eine 
Glasplatte  aufgespannt.  Fig.  14 
zeigt  einen  Theil  derselben.  T'i 
eine  Axe  ist  parallel  derWiinu 
die  andere  senkrecht  zu  diesfi  \ 
ich  werde  die  erste  die  |-Axe, 
die  zweite  die  ij-Axe  nennen.  üt: 

Die  Bretter  B,  B,  C  tragen 
die  Holzleisten  b,  b,  c,  die  etwas 
weiter  als  die  Leisten  a,  a  vor- 
springen, und  von  denen  die  bei-  ^''  '*" 
den  ersten  zwei  Femröhre  ß,  ß  von  etwa  30  maliger  Ver- 
grösHerung  halten.  Die  Gesichtslinien  dieser  sind  vertical  ge- 
stellt. Um  das  zu  erreichen,  ist  unter  dem  Objektive  eines 
jeden  ein  Kreuz  von  zwei  Fäden  ausgespannt  und  das  Fern- 
rohr so  gerichtet,  dass  das  Spiegelbild,  welches  ein  Queck- 
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Silberhorizont  Ton  dem  Schnittpunkte  dieser  Fäden  gewührt, 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Fadenki'euzes  im  Femrohr  zu- 
sammenfällt. 

An  dei-  Leiste  c  hängt  der  Stab,  dessen  Formänderungi.'n 
gemessen  werden  sollen.  In  der  Nähe  des  vorderen  Endes 
der  Leiste  ist  durch  dieselbe  eine  veiÜcale  rechteckige  Oeffiiung 
gestemmt,  die  theilweise  von  einem  Holzstück  ausgefüllt  wird, 
das  von  den  vier  seitlichen  Schrauben  ;■,  y,  y,  y  gehalten 
wird,  welche  mit  ihren  Spitzen  in  Vertiofiingen  eingreifen,  die 
in  demselben  angebracht  sind,  ^'on  diesen  vier  Schrauben 
liegen  die  beiden  ersten  in  einer  horizontalen,  die  beiden  letzten 
in  einer  veiticalen  Ebene.  Mjt  Hülfe  derselben  kann  das 
Holzatück  in  der  Richtung  der  ^-Axe  verschoben  und  um  zwei 
Axen  gedreht  werden,  von  denen  die  eine  vertical,  die  andere 
nahe  parallel  der  /;-Axe  ist.  Das  Holzstück  ist  vertical  durch- 
bolirt;  durch  die  Durchbohmng  ist  von  unten  nach  oben  der 
Stiel  eines  kleinen  Schraubstockes  gefühlt  und  mit  Hülfe  einer 
Schi-aubenmutter  so  weit  an  dem  Holzstücke  befestigt,  dass  er 
nur  mit  starker  Eeibuiig  in  demselben  sich  drehen  lässt.  In 
das  nach  nuten  gekehrte  Maul  dos  Schraubstocks  ist  ein  dünnes 
Stückchen  Stahlblech  gespannt,  welches  eine  OelVnung  hat,  die 
so  gi'oss  wie  der  Qnersclmitt  des  zu  mitersnchenden  Stabes 
ist.  Durch  diese  Oeffnung  ist  der  Stab  bis  zu  seiner  Mitte 
gesteckt  und  hier  mit  einer  sehi-  kleinen  Menge  Zinn  festge- 
löthct.  Diese  VoiTichtungen  gestatten  dem  Stahe  (der  m  Fig.  1 
Taf.  I  durch  (/  bezeichnet  ist)  eine  Lage  zu  geben,  bei  der 
seine  Axe  horizontal  und  der  |-Axe  pai-allel  ist,  und  die  an 
ihm  befestigten  Querstäbe  e,  e  so  nahe  horizontal  sind,  als  es 
möglich  ist,  wenn  sie  nicht  vollkommen  parallel  einander  sind. 
Zu  diesem  Zwecke  wii'd  an  den  Stab  (/  eine  mit  Haken  ver- 
sehene Libelle  so  gehängt,  dass  ihre  Mitte  unter  der  Mitte 
des  Stabes  sich  befindet,  und  durch  Drehung  der  Schrauben 
y,  y  ihre  Blase  zum  Einspielen  gebracht.  Darauf  wird  die 
Libelle  an  einen  der  Querstäbe  e,  e  gehängt,  und  dieser  durch 
Drehung  des  ßlechstückä,  welches  den  Stab  d  hält,  horizontal 
gemacht.  Sind  beide  Querstäbe  einander  parallel,  so  muss 
auch  der  zweite  jetzt  horizontal  sein.  Üb  das  der  Fall  ist, 
erkennt  man,   indem   man   die  Libelle   an  ihn  anhängt     Eine 
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kleine  Abweichung  ist  nicht  za  fürchten.  Findet  sie  statt,  so 
stellt  mau  den  Stab  tl  am  zweckmäasigsten  so,  dass  die  beiden 
Querstäbe  um  gleich  viel  nach  entgegengesetzten  Seiten  von 
der  Hoiizontalen  abweichen.  Die  Bewegung  endlich,  welche 
nöthig  ist,  um  tlie  Axe  des  Stabes  */  der  |-Axe  parallel  zu 
richten,  kann  theils  durch  Drehung  des  Schraubstocks  in  dem 
Holzstücke,  das  diesen  trägt,  theils  durch  die  Schrauben  y,  •/ 
ausgefilhrt  werden.  Um  zu  beurtheilen,  ob  der  beabsichtigte 
Parallelismus  besteht,  habe  ich  das  folgende  Verfaliren  einge- 
schlagen. In  zwei  Punkten  der  |-Axe  der  Scale  sind  die 
Fäden /,/ befestigt,  die  unten  in  zwei  Schlingen  endigen.  In 
diese  Schlingen  ist  ein  Stab  y  von  ähnlichen  Dimensionen,  wie 
der  Stab  rf,  eingelegt.  Die  Länge  der  Fäden  ist  so  gewählt, 
dass  beide  Stäbe  ungefähr  in  derselben  Höhe,  der  eine 
hinter  dem  andern,  sich  betinden.  An  dem  Stabe  ^  wird  ein 
Spiegelstreifen  aufgehängt,  der  mit  zwei  Haken  versehen  ist,  die 
den  Haken  einer  Libelle  ähn- 
lich sind,  Fig.  15;  gegen  diesen 
Spiegel  richtet  man  ein  Fern- 
rohr, vor  dessen  Objektiv  ein 
Lotb  angebracht  ist,  i 
das  Spiegelbild  des  Lothes  von 
dem  Verticalfaden  des  Faden-  fi^.  ii. 

krenzes  gedeckt  wird.  Darauf  hängt  man  denselben  Spiegel- 
streifeo  an  den  Stab  tl  und  richtet  diesen  so,  dass  bei  unver- 
änderter Stellung  des  Femrohrs  dieselbe  Deckung  statt- 
findet. 

An  den  Enden  des  Stabes  d  sind  die  Träger  zweier  Silber- 
spiegel  A,  k  angeachi-aubt,  deren  Mitten  nahezu  von  den  öe- 
sichtsünien  der  beiden  Fernrohre  getroffen  werden  sollen.  Um 
zu  beurtheilen.  ob  das  stattfindet,  dienen  zwei  Lothe  /,  /,  die 
an  den  Schnittpuiditen  der  Fäden  aufgehängt  sind,  welche,  wie 
schon  erwähnt,  unter  jedem  der  beiden  Objective  sich  befinden. 
Jeder  Spiegel  kann  gegen  seinen  Träger  mit  Hülfe  dreier 
Paare  von  Schräubchen  in  engen  Gränzen  bewegt  und  so  ge- 
richtet werden,  dass  passende  Punkte  der  Scale  in  dem  Ge- 
sichtefelde des  zugehörigen  Fernrohrs  erscheinen. 
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Fig.  16  stellt  einen  der  beiden  Querstäbe  dar.    Derselbe 
ist    aus  StaMblech  gearbeitet;   iu  seiner  Mitte  hat  er  einen 
Ausschnitt,   dessen  Seiten  a, 


Schneiden  sind;  diese 
greifen,  wenn  er  auf  den  Stab 
d  aufgesetzt  ist,  in  feine  Ein- 
Ffg.  1«.  schnitte  ein,  die  in  diesen  mit 

der  Feile  gemacht  sind,  und  sind  hier  mit  einer  sehr  kleinen 
Menge  Zinn  festgelöthet.  In  die  Enden  des  Queretabes,  die 
verdickt  sind,  sind  die  stählernen  Spitzen  6,  l>  eingeschraubt, 
die  dazu  dienen  die  Hinge  c,  c  zu  ti-agen,  an  denen  feine,  in 
Haken  endigende  Drähte  sitzen,  an  ivelche  die  Gewichte  ge- 
hängt werden,  die  den  Stab  d  biegen  und  tordiren  sollen. 

Wenn  man  sich  erlaubt  die  Winkel  als  unendlich  klein 
zu  betrachten,  unter  welchen  die  in  die  Fernrohre  gelangenden 
Strahlen  reflectirt  werden,  so  können  als  Maass  filr  die  Bie- 
gungen und  Torsionen  der  beiden  Stabbälften  unmittelbar  die 
Voränderungen  dei'  Coordiiiaten  der  Scalenpunkte  dienen,  deren 
Spiegelbilder  TOn  den  Schnittpunkten  der  beiden  Fadenkreuze 
gedeckt  werden.  Bei  den  angestellten  Versuchen  muss  indessen 
Bücksicht  auf  die  endliche  Grösse  jener  Winkel  genommen 
werden.  Diese  Rücksicht  macht  einige  näher  eingehende  Be- 
trachtungen uötldg. 

Ich  fühi'e  ein  dreiaxiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
ein;  zwei  Ajcen  desselben  sollen  die  I-Ase  und  »j-Axe  der  Scale 
sein;  von  diesen  hat  die  erste  die  Richtung  der  Linie  A'  A" 
Fig.  13,  die  zweite  die  Eichtung  der  Linie  A'  D\  die  dritte, 
welche  ich  die  tf-Axe  nennen  will,  soll  vertical  abwärtä  gekehrt 
sein.  Den  den  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab  denke  ich 
mir  zuuächst  gerade  gemacht;  es  kann  das  dadurch  geschehen, 
dass  in  der  Kälie  seiner  Enden  Unterstützungen  angebracht 
mid  diese  so  gestellt  werden,  dass  eine  Libelle,  auf  die  eine 
oder  auf  die  andere  Stabhälfte  gehängt,  einsteht.  Die  Stahaxe 
ist  dann  parallel  der  |-Axe.  Von  einem  variabeln  Punkte  der 
Stahaxe  ausgehend  stelle  ich  mir  diei  auf  einander  rechtwiiddige 
Axen  Tor,  die  ich  bezeichnen  will  als  ar-Axe,  f/-Axe,  i-Axe,  die 
fest  verbunden  mit  den  Molekülen  des  Stabes  und  bei  der  eben 
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bezeichneten  Lage  desselben  den  Äsen  der  |,  »;,  ^  parallel  sind. 
Hat  der  Stab  eine  Aenderung  der  Lage  und  Gestalt  erlitten, 
so  bilden  jene  Axen  mit  diesen   Winkel,   deren  Cosinus  icb 

durch 

bezeichne,  so,  dass  die  Indices  0,  1,  2  sich  resp.  baziehen  auf 
die  a-Axe,  y-Axc,  z-Axe.  "Weiter  seien  |,  t},  y  die  Coordinaten 
in  Bsziehuug  auf  die  |-,  ?;-,  ^-Axen  des  Punktes,  von  dem  die 
'■■i  .V-!  2-Axen  ausgehen.  Den  Zeichen  dieser  drei  Coordinaten 
und  jener  neun  Cosinus  werde  ich  oben  "  oder  '  oder  "  bei- 
fügen, wenn  sie  sich  auf  die  Punkte  der  Stabaxe  A'*,  A,  A" 
Fig.  13  beziehen  sollen. 

Sind  die  Unterstützungen,  durch  welche  der  Stab  gerade 
gemacht  ist,  entfernt,  so  hat  sich  derselbs  gekrümmt  in  Folge 
seines  eigenen  tiewicLtes,  des  Gewichtes  der  Spiegel,  ihrer 
Träger  mid  der  Querstäbe.  Um  die  Betrachtungen  nicht  un- 
nöthig  zu  compliciren,  werde  ich  annehmen,  dass  diese  Krüm- 
mung angesehen  werden  kann  als  hervorg  ;bracht  durch  gleiche 
Gewichte,  die  in  Ä  und  A"  wirken:  die  Grösse  dieser  Ge- 
wichte sei  G.  Die  Grösse  der  gleichen  Gewichte,  welche  be- 
stimmt sind  in  R  und  B"  oder  in  D'  und  ö"  angehängt  zu 
werden,  nenne  ich,  wie  früher,  P.  Die  Hälfte  von  A  A"  bs- 
zeicbne  ich  durch  s,  den  vierten  Theil  der  Summe  von  ff  IX 
und  B"  D  durch  /.  Um  die  Reclmuugen  etwas  zu  verein- 
fachen, nehme  ich  an,  dass 


und 


AA'  =  Ä'A'' 
BÄ  =  UA  =  B'Ä  =  U  Ä- 


ist,  bemerke  aber,  dass  das  Endresultat  aucU  Gültigkeit  be- 
hält, wenn  diese  Gleichungen  nicht  genau  erfüllt  sind.  Der 
Badius  des  als  kreisEormig  gedachten  Querschnitts  des  Stabes 
sei  p.  Den  Elasticitätsco^fficienten  setze  ich  in  Ueherein- 
atimmung  mit  den  Bezeichnungen,  welche  ich  in  früheren  Ab- 
handlungen über  Elasticität  gebraucht  habe, 
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=  2ir 


1  +  2Ö' 


das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Längendilatation  in 
dem  Falle,  dass  der  Stab  durch  einen  longitudinalen  Zug  aus- 
gedehnt wird 


e 


1+20* 


Der  Kürze  wegen  mache  ich  weiter: 


L^^Q*K,N^^g*KL± 


i+se 

26' 


Die  Formänderungen  des  Stabes  sollen  als  unendlich  klein  be- 
trachtet werden;  es  ist  dann  immer: 

«0  =  1»      *      /*i  =  h  Vi  =  1> 

A  +  ri  =  o,  ro  +  «2  =  o»   a,+ß^^o. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gewichte  P  nicht  wirken,  hat  man^): 


»2  -««-TgJV 

/5'3    =  /^ 

r    =.^  +  a\s  +  ^ 

(1) 

< 

ß\  =  /5«2 

1 

worai 

18  folgt: 

«2         «2=     2^ 

/?',-/?",  =  0. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gewichte  P  in  B'  und  J?'^  angebracht 
sind,  ist: 


0  S.  oben  p.  285. 
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(2) 


(Ö  +  P)«» 


«2   =  «"'2  +  ~2l^ 


c  =^  +<«+-' 


(Ö  +  P)»» 


8A' 


a  2  =  «f  2  — 


2iV 


2.V 


woraus  folgt: 


2Pls 


Ich  werde  die  Veränderungen,  welche  die  in  Betracht  kom- 
menden Grössen  dadurch  erleiden,  dass  die  Gewichte  P  in 
B'  und  J?"  angehängt  werden,  durch  Vorsetzen  eines  S  be- 
zeichnen; es  ist  dann: 

woraus  sich  ergiebt: 

^^'  Z  "  •"  "^  14-2(9""  Ja, -5a",  2/* 

Werden  die  Gewichte  P  statt  in  B  und  J?"  in  U  und  ZT' 
angebracht,  so  gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  nur  in 
ihnen  —  /  statt  /  gesetzt  wird. 

Es  handelt  sich  nun  darum  abzideiten,  wie  8tt\y  Sci\,  8^^, 
8^\  aus  den  an  der  Scale  zu  machenden  Ablesimgen  gefunden 
werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  die  Richtungen 
der  nach  Unten  gekehrten  Spiegelnormalen  in  die  Betrachtung 
einführen  und  durch  n  und  n'  bezeichnen.  Der  Kürze  wegen 
will  ich  dabei  setzen: 

cos  (?i'  I)  =  a ,     cos  {vi  7/)  =  /?',    cos  (n  ^  «  y' 
cos (n 'D  =  u\    cos (w"//)  =  ß\    cos (n"ö  =  y\ 
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In  Fig.  17  sei  OJ  die  Gesichts- 
linie des  ersten  Fernrohrs,  0|  und  Ori 
seien  zwei  Linien,  die  in  der  Ebene 
der  Scale  der  |-Axe  und  der  i^-Axe 
parallel  gezogen  sind;  dabei  möge  der 
Punkt  L,  der  Schnittpunkt  der  Gesichts- 
linie mit  der  Spiegelebene  sein,  N  der 
Schnittpunkt  der  aus  dem  Punkte  ^ 
gezogenen  Spiegelnormale  mit  der 
Ebene  der  Scale  imd  S  der  Punkt 
der  Scale,  dessen  Spiegelbild  in  der 
Gesichtslinie  liegt.  Ich  bezeichne 
weiter  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  |-,  i;-,  J-Axen  des 
Punktes  f  durch  a',  V,  c ,  des  Punktes  S  durch  Jf',  Y',  0,  des 
Punktes  N  durch  A\  B^  0.    Es  ist  dann: 

also 

A  —  a  = ,c 

r 
r 

Da  aber  die  Linie  N^  in  der  Ebene  des  Dreiecks  O  St,  liegt 
und   den  Winkel  desselben  bei  ^  halbirt,  so  ist 

2r'« 


Daraus  folgt: 
(4) 


X'  -d  ^  [A  -  d)^-r^ 

r-^b'  =  [B-^b^^^^ 


X  — a  =5  — .  « 


^'-*'  =  -A'Ät- 


Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  bei  entsprechender  Bezeich- 
nung für  den  zweiten  Spiegel: 


(5) 


X  —  a    =  —  a 


Y"-i"=  ^ßf' 


tr 


2/'«— 1 
2r"«-l 


c  . 
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l  (n'x),  (n'i/),  {n  t)  die  "Winkel,  welche  die  ) 
n   bildet  mit  den  von  A'  ausgehenden  Äxen  der  j-,  y,  t,  so  ist 
a  =>  coa  (n  x]  +  a\  cos  (n  y)  +  a\  cos  (»'  z) 
ß'  =■  ßfa  cos  (n'  J)  +  COB  [n  y)  -\-  ^,  cos  (n'  ?). 
Es  ist  k'j,  oder  —  /^d,  der  Winkel,  um  den  sich  der  Stab 
um  eine  verticale  Axe  aus  der  Lage  gedreht  hat,  bei  der  seine 
Ase  der  |-äxü  parallel  ist;  dieser  Winkel  ist,  wenn  nicht  =0, 
90  doch  sicher  sehr  klein,  und  da  cos  [n' y)  und  coa  {n  x)  auch 
nur  kleine  Grössen  sind,  so  wird  man  setzen  dürfen: 
a  =  cos  [n  J-)  4-  a'^  cos  {n  s) 
ß'  =  cos  («■  y)  +  ,f,  coa  {ti  :). 
Ich   werde    die  Werthe,   welche   die   in  Betracht   kommenden 
Grössen  in  dem  Falle  annehmen,  dass  der  Stab  auf  die  oben 
angegebene   Weise    gerade   gemacht    ist,    durch    Ueberaetzen 
eines  —  bezeichnen.     Es  ist  dann: 

cos («' 3^)  =  a'^  cos(n'y}  =  i^,  C0B(n'?)  = /'. 
Die    letzten  Gleichungen   lassen    sich    in  Folge    dessen 
schreiben: 


(6) 


„t 


Ä"- 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sollen  nun  Ausdrücke  fllr 
c  und  c"  abgeleitet  werden.  Die  Gleichung  der  Ebene  des 
ersten  Spiegels  in  Beziehung  auf  die  aus  dem  Punkte  A'  ge- 
zogenen Axen  der  x,  y,  z  sei; 

j:  cos  {n'w)  +  y  COS  [n  y)  +  z  COS  (n  ?)  —  />'  =  0; 
die  Gleichung  derselben  Ebene  in  Beziehung  auf  die  Axen  der 
I,  11,  S  ist  dann: 

(I  -  r)  «■  +  (1  -  V)  p+ic-  o  /-!)'= 0. 
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Der  Punkt,  für  den  |  =  «',  ^  =  *S  f  =  «?'  ist,  gehört  dieser 
Ebene  an;  es  ist  daher: 

(a'  - 10«  +  (*'  -  v)ff  +  [c-^)r  -  /y  =  0, 

woraus  folgt: 

,        w    ,    D'  4-  {^'  -  a)  a  +  (V  -  b')  ß' 
^  =  b  H -' • 

7 

Bei  meinem  Apparate  betragen  U  und  ?/  —  b'  wenige  Milli- 
meter, I'  —  a  ist  wenige  Centimeter,  c  mehr  als  2  Meter; 
man  wird  deshalb  in  Anbetracht  der  Heinheit  von  a  und  ß" 
statt  dieser  Gleichung  schreiben  dürfen: 

und  für  cc  wird  es  erlaubt  sein  einen  auch  rohen  Näherungs- 
werth  zu  setzen.    Ich  mache 

wo  A  eme  gegen  C  sehr  kleine  Grösse  ist;  dann  werde  ich  in 
Folge  der  Gleichungen  (4)  setzen  können: 

(9)  ^=--2C"- 

Dadurch  erhalte  ich: 

Es  folgt  hieraus: 

7_  vT      jy      (r-q')(A"~a), 
c  —  t.   -t-  xy  2^  , 

es  ist  also  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8,: 

oder,  da  5"  =  b*  ist) 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

e"=  C-h  +  r  -  f^  -  (^'^-^"K^"-^). 
Kun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2j: 

%J  UA  Ö  /  ,       1  n 
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6"'^*       6 

aus  den  Gleichungen  (6)  und  (9)  folgt,  dass  näherungsweise: 


«2=  - 


und  ebenso  ist: 


// 


a,=  - 


X"-T'' 

2C 


Es  ergiebt  sich  daher: 

c"=  c-  Ä+2^[i*(x  -  x)+  (|.  -  (r-O)  (X"  -  jr-)]. 

Diese  Werthe  von  c  und  c"  substituire  man  in  die  Glei- 
chungen (4)  und  (5);  dabei  setze  man  flir  /  und  y"  die  Nähe- 
rungswerthe : 

(10) 


sc 


welche  sich  leicht  aus  der  Gleichung  (9)  imd  den  dieser  ana- 
log zu  bildenden  Gleichungen  ergeben.  Bei  Vernachlässigung 
Ton  kleinen  Gliedern  höherer  Ordnung  findet  man  dann: 

+  8-^[(T'  +  ^(S'-«'))(^-^)  +  f'(^"-^')]} 

'  ' (|,(x-:r)+(^^*-4(r-a"))(x'-x')]} 


(11) 


+ 


8 


a  =  — 


sc 
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(12) 


Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  kann  man  aus  den  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  die  Werthe  von  «g?  ^'2?  /^2>  ß'i  bilden. 
Ich  will  aber  diese  Werthe  selbst  nicht  aufstellen,  sondern  an 
ihrer  Statt  die  von  vier  Grössen,  die  ich  durch  (X'),  (F'), 
(JT"),  (F")  bezeichne  und  durch  die  folgenden  Gleichungen 
definire: 

(X')  =  a'-2c(a',+  ^) 

(r)  =  y-2C^>3  +  4) 

(X"):=a"-2c(«",+  4) 

Einerseits  folgt  hieraus: 

und  also  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3): 

^     ^  l  ^"^  1+20  ""5(X")-d(-2")  2r 

Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  (12),   wenn  man  die 
Gleichungen  (6)  und  (7)  hinzuzieht: 


a 


r 

(r)  =  i'-2C-£ 

r 

r 

(r')  =  r-2c-C 

r"  

Benutzt  man  nun  die  Gleichungen  (11),  setzt  flir^  ^^^^  /'  ^6 
Näherungswerthe : 

T'-  1       (X^ay  +  (Y^hy 


8C' 


a  federhnrtem  i^tnli!. 


3  Gleichungen  (10)  sich  ergeben,  rnd  vernachläBsigt 
ne  Grössen  höherer  Ordnung,  so  ändet  man: 


(X)  -,r  +(JE- 


«•)f 


(T)  -r  +(r  -b'if 


(i")  -  X-  +  ( i" 

(r')  =  r'  +  (r'- 


■■■)F" 


■«■|'+(r- 

i  +  4(|--« 


-3K-r-ar+(r'-JT] 
r-5T+|<(.r--r)l 


'  und 


,~).+(r"-4T-3[(J"- 

-■?)-(^,-4(r-a" 


0'+(r»-S"n 
]{.r'-T-)]. 


Nach  diesen  Formeln  sind  die  angestellten  Beobachtungen  be- 
rechnet. Von  den  hier  vorkommenden  Grössen  ergaben  sieh 
.T',  r',  X",  T",  X',  I',  X",  1'"  unmittelbar  aus  den  an  den 
Spiegelbüdern  der  Scale  gemachten  Ablesungen;  a,  b',  a",  b" 
wurden  gefunden  ans  deu  gemessenen  Entferuungen  der  Lothe 
i,  i  i,Taf.  I  Fig,  1)  und  zweier  Lotho,  die  aus  den  Fäden/,/ ge- 
bildet waren;  |' — a  vtrA  I"—«"  wurden  mit  einem  Zirkel  ge- 
messen. Einer  näheren  Auseinandersetzung  bedarf  nur  noch 
die  Art,  wie  die  Grössen  C  und  A,  oder  die  mit  diesen  durch 
die  Gleichungen  (8)  zusammenhängenden  Grössen  c,  c"  be- 
stimmt wurden. 

An  der  Leiste,  welche  den  der  Untersuchung  unterworfenen 
Stab  trug,  war  eine  Spitze  angebracht,  deren  Tiefe  unter  der 
Scale  an  einem  langen  Maassstabe  ein  fdr  alle  Mal  gemessen 
war.  Vor  dem  elastischen  Stabe  war  ein  Kathetometer  auf- 
gestellt; mit  diesem  wui'de,  nachdem  der  Stab  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  eingestellt  und  gerade  gemacht  war,  die 
Tiefe  eines  gewissen  Punktes  einer  jeden  Spiegelfläche  unter 
jener  Spitze  gemessen.  Es  wurde  nämlich,  nachdem  die  Höhe 
der  Spitze  an  der  Scale  des  Kathetometfra  abgelesen  war,  tUs 
Femrohr  desselben  durch  Drehung  um  seine  verticale  Drehungs- 
axe   EO  gestellt,  dass  sein  verticaler  Faden  eines  der  Lothe  i 
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deckte,  und  dann  so  lange  gesenkt,  bis  der  Sdinittpnnkt  i 
Fäden  in  den  vorderen  Rand  der  entsprechenden  Spiegeiääcb^ 
zu  fallen  schien.  Der  Punkt,  auf  den  das  Femrohr  dann  eiiw 
gestellt  war,  ist  der  Schnittpunkt  dreier  Ebenen,  deren  Glei*j 
chungen  gebildet  werden  sollen.  Eine  dieser  Ebenen  ist  dis{ 
Spiegelääche;  sie  hat  die  (rleichung  (wenn  der  Spiegel  deri 
erste  ist):  J 

(£  -  aV  +  (,;  -  b-)J+  (;  -7)7  =  0.  , 

Eine  zweite  Ebene  ist  die  verticale,  durch  den  vorderen  Hand.:; 
des  Spiegels  gelegte;  ihre  Gleichung  sei:  i 

Die  dritte  Ebene  ist  die,  welche  durch  das  Loth  i  und  die' 
Drehungsajte  des  Kathetometers  geht;  sind  a"  und  b'"  die  |«  i 
und  i;-Ordinateu  dieser  Drehungsaxe,  so  ist  die  Gleichung  der' 
genannten  Ebene: 

{|  -  a)  (r  -  b-)  ~  {,/  -  b-)  (a-  -  a)  =  0. 
.  Bezeichnet  man  durch  Z'  die  ^-Ordinate  des  Punktes,  auf 
den   das  Kathetometerfemrohr   eingestellt   w^r,   so   folgt   aus 
diesen  drei  Gleichungen: 

r-z'  +  ^dr+l^'i').  j 

oder  näherungsweise:  ] 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  bei  ähnlicher  Bezeichnung: 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  e'  und  c"  berechnet,  indem  fllr 
C  ein  Näherungswerth  genommen  ist. 

Ich  wende  niifh  nun  zur  Äugabe  der  numerischen  Ee- 
sultatt",  welche  die  Beobachtungen  und  die  Abmessungen  er-  ' 
geben  haben. 

Was  zunächst  die  Scale  anbetrifft,  so  wurden  die  Theile 
einer  jeden  Axe  derselben  zwar  nicht  genau  gleich  gefunden, 
doch  waren  die  Untei-schiede ,  die  sich  zeigten,  so  klein,  dasa 
sie  hier  ^'emachlüBsigt  werden  dUrfeu.    Erheblicher  ergab  sich  < 
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der  Unterschied  des  mittleren  Wei'thes  eines  Theiles  der  |-Axe 
und  des  mittleren  Werthes  eines  Theiles  der  17-Axe;  nach 
den  ausgefiihrten  Messungen  ist  jener  =  1,7993°^,  dieser  = 
1,8086°»«°. 

Ein  Näherungswerth  flir  C  ist  2357™«°.  Bei  den  Versuchen, 
deren  Einzelheiten  ich  mittheilen  will,  war,  in  Millimetern  aus- 
gedrückt: 

a  =  —  24,1,  h'  =  -  147,0,  a   =  329,6,  h"  =  -  152,3 

a"  =  147,5,  U"  =  -  1512. 
2/=  108,85. 

Bei  einem  Stahlstabe  von  den  schon  im  Eingange  ungefähr  an- 
gegebenen Dimensionen,  den  ich  als  No.  1  bezeichnen  will,  war: 

8  =  145,04™, 

und  bei  der  ersten  Einstellung: 

X'  =  143,2  T  =  93,3  X"  =  12,4  Y"  =  98,0 

Z  =  2355,2™    Z"  =  2355,5™ 

r  — ^'  =  — 21  ..r"  — *"=  -20.. 

I'— a'  =       35  ..  I"— fl"  =  —  29  .. 

Bei  Anwendung  von  Gewichten  von  lOOg,  wurden  folgende 
Scalenablesungen  gewonnen: 


X' 

T 

X" 

r" 

0 

137,2 

88,2 

25,8 

92,5 

100 

101,2 

122,9 

63,0 

56,4- 

0 

137,0 

88,1 

25,6 

92,4 

100 

101,8 

58,0 

61,8 

127,3 

0 

137,2 

88,5 

25,7 

92,8 

100 

101,2 

122,8 

62,9 

56,4 

0 

137,1 

88,0 

25,6 

92,3 

100 

101,4 

52,8 

61,4 

127,1 

0 

137,0 

88,2 

25,5 

92,6 

Die  Ablesungen  wurden  gemacht  zuerst  bei  Abwesenheit 
der  Gewichte,  dann,  nachdem  diese  in  D  und  D"  (Kg.  1) 
angehängt  waren,  dann  nach  ihrer  Entfernung,  dann,  als  sie  in 
B'  imd  B"  wirkten,  dann  wieder  nach  ihrer  Entfernung,  dann 
nachdem  sie  abermals  in  D  und  D'  angebracht  waren,  imd 
so  fort.    Ich  habe  den  Stab  mehrmals  unter  gleichen  Bedin- 
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to 


gungen  beobachtet,  eiiiiiaal,  um  eine  grössere  Genauigkeit  zu 
erreichen,  als  eine  einmahge  Beobachtung  sie  hätte  geben 
können,  dann  aber  auch,  um  zu  erkemien,  oh  nach  dem  Fort- 
nehmen der  tiewichte  ein  merkhcher  Theil  der  durch  sie  her- 
vurgebrachten  Biegung  oder  Torsion  zuriickblieb.  Fand  dieses 
statt,  so  veiTäth  es  sich  in  einer  Vei-seliiedenheit  der  Diffe- 
renzen X'  —  X"  imd  J"  —  y  bei  den  Beochtungen,  bei  denen 
die  Gewichte  uicht  wirlrten.  Eine  solche  Verschiedenheit  zeigt 
sich,  aber  sie  tibersteigt  bei  allen  Beobachtungssätzen  nur  in 
seltenen  Fällen  0,2  eines  Scalentheils  und  sie  kann  daher  wohl 
aus  Ablesnugsfehlern  und  zufälligen  Störungen  erklärt  werden. 
Aus  den  unmittelbar  beobachteten  Werthen  von  X',  T, 
X",  Y"  habe  ich  dadui'ch,  dass  ich  die  Mittel  nahm  zwischen 
den  für  gleiche  Bedingnngen  geltenden,  die  folgenden  gebildet; 


100 

100 


137,10 
101,20 
101,60 


r 

88,20 
122,85 
62,90 


X 
25.64 
62.95 
61,60 


92,52 
66.40 
127,20 


Aus  diesen  ergiebt  sich: 

(!■)  (I-)  (X") 

0         136,00  86.96  26,91 

100         100,20  121,07  63,46 

100         101,20  62,43  62,67 

Aus  der  eisten  und  zweiten  dieser  Horizontalreihen  foi 

»Ix-)-i(X)     „„,,  >(i-~)-a(rj 


.  36,17, 


ä  der  ersten  und  drittteu 
SIX')~HX) 


35,28, 


Jli'")-ii(r) 


Die  halbe  Summe  der  beiden  Werthe  von  - 
ich  durch  B,   die  halbe  Differenz  der  beiden  Wei-the  von 
-  durch  T  bezeichnen:  es  wird  dann: 


MElnilD  j 


B  =  35,72 


.  34,56. 


Bei  Anwendung  von  Gewichten  von  200*^  wurde  gefunden: 
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X 

r 

Ä"' 

T' 

0 

131,5 

93,1 

20,1 

97,5 

200 

65.8 

157,2 

100,3 

20,0 

0 

136,8 

87,7 

25,5 

91,9 

200 

64,2 

16,7 

95,4 

161,0 

0 

137,0 

89,2 

25,7 

93,6 

200 

66,1 

156,8 

100,5 

19,6 

0 

186,7 

87,3 

25,3 

91,5 

200 

67,0 

17,7 

98,0 

162,0 

0 

137,2 

88,2 

25,8 

92,5 

also  im  Mittel: 

0 

135,84 

89,10 

24,48 

93,40 

200 

65,95 

157,00 

100,40 

19,80 

200 

65,60 

17,20 

96,70 

161,50 

Daraus  folgt: 

(X) 

(r) 

(X-) 

(n 

0 

134,74 

87,86 

25,75 

91,96 

200 

65,05 

154,28 

100,51 

19,66 

200 

65,52 

17,10 

97,76 

158,47 

nnfl  weiter 

J5  =  71,42         r=  69,00. 

Berechnet  man  aus  diesen  Werthen,  indem  man  sie  durch  2 
dividirt,  die  Werthe  von  B  und  T  für  P=  lOO«',  so  ergiebt 
sich  in  naher  Uebereinstinmiung  mit  den  vorher  direct  gefun- 
denen Zahlen: 

J5  =  35,71         r=  34,50. 

Der  Stab  wurde  nun  um  90^  um  seine  Axe  gedreht,  es  wurden 
die  Querstäbe  wieder  horizontal  an  ihm  befestigt  und  dann 
Versuche  derselben  Art  ausgeführt.    Es  fand  sich: 

-y>  188,2     r=  100,1     X'=23,7    r'=:94,0 
Z  =  2355,4«^        Z'  =  2355,3«^ 
r'~^'  =  — 26  . .  /'-  r  =  —  20  .. 
1-— a'=       32..  |"-a"  =  — 32.. 
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X'  r  X"  T" 

0    122,6  98,7  33,9  92,6 

100    85,2  133,7  68,5  57,0 

0    122,3  98,7  33,6  92,6 

100    84,6  62,9  68,7  127,0 

0    122,0  98,6  33,4  92,6 

100    83,2  133,7  66,5  57,0 

0    120,8  98,7  32,0  92,6 

100    85,3  63,1  69,3  127,2 

0    122,6  98,8  33,8  92,8 

also  im  Mittel: 


X'  r       X"  T" 

0        122,06  98,70  33,34  92,64 

100          84,20  133,70  67,50  57,00 

100          84,95  63,00  69,00  127,10 

(X)  (F)        {X")  .  (F') 

0        121,05  97,35  34,49  91,27 

100          83,28  131,68  67,95  56,45 

100          84,57  62,44  70,07  125,11 

B  =  35,82  T  =  34,48 

X'  T  X"  T" 

0        122,5  99,6  33,6  93,5 

200    49,1  170,0  103,9  22,3 

0    121,3  99,5  32,5  93,3 

200    41,2  27,7  97,5  161,9 

0        124,5  99,6  35,8  93,5 

200          50,0  169,6  104,7  21,9 

0        122,7  99,0  34,0  92,8 

200          48,6  27,6  105,0  161,8 

0        122,6  98,7  33,9  92,6 


also  im  Mittel: 


0  122,72  99,28  33,96  93,14 
200  49,55  169,80  104,30  22,10 
200     44,90    27,65  101,25   161,85 
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(jr-) 

(n 

{X")          (Z') 

0        121,71 

97,93 

35,11        91,77 

200          48,75 

166,61 

104,39        21,97 

200          44,82 

27,50 

102,23      158,90 

S  =  71,56 

r=  69,01 

lind  für  P=  100p 

B  =  35,78 

r=  34,51. 

In  der  folgenden  kleinen  Tafel  will  ich  die  Werthe  von 
B  und  T  für  P  =  100^^,  wie  sie  sich  hiernach  ergeben  haben, 
zusammenstellen;  dabei  will  ich  die  Temperaturen  hinzufügen, 
die  bei  den  Versuchen  stattfanden. 

B  T 

35  71        3450  1  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^'    2P,7C. 

3578        34  51  1  ^^^  ^^^  andern  Lage;  22^,0 C. 

Im  Mittel  ist  hiemach: 

J5=  35,76  r=  34,51. 

Die  Einheiten,  die  diesen  Angaben  zu  Grunde  liegen,  sind 
aber  nicht  dieselben,  da,  wie  oben  erwähnt,  die  Theile  der 
|-Axe  und  die  der  //-Axe  bei  der  benutzten  Scale  merklich  ver- 
schieden von  einander  waren.  Benutzt  man  die  oben  ange- 
gebenen mittleren  Werthe  der  Scalentheile,  so  findet  man 

B  =  64,34™  r=  62,41°»« 

Nun  folgt  aber  aus  der  Gleichung  (13): 

daraus  ergiebt  sich  für  den  Stahlstab  No.  1. 

rhi  -  0,293. 

Ganz  eben  solchen  Versuchen,  wie  der  Stahktab  No.  1  sind 
zwei  andere  Stahlstabe  von  nahe  denselben  Dimensionen  unter- 
worfen. Ich  begnüge  mich  für  diese  die  folgenden  Angaben 
zu  machen. 

Kirehhoff,  Getftmmelte  Abhuidliuigfii«  22 


ok'ii  f  ^®i  ^^^  andern  Lage;  22^,90. 
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Stahlstab  No.  2. 
B  T 

35,82        It^TS  )  ^«^  ^^'' ^^«"  ^-^«^     ^2"''^- 

36  14        34,84  }  ^^'  **^'  ^^"^  ^"«^'  ^^''^^• 

Mittel:  5=    35,99  7'=  34,80 

=    64,76""»  =  62,94°"» 

»  —  145,01'»«' 

rT2«=     0,295. 

Stahlstab  No.  8. 

36,40 
36,35 

Mittel:  5=    36,37  T.»  35,10 

=   65,43"™  =63,48"°»» 

s  =  145,16»«' 

rT2e=     0,294. 

Im  Mittel  ist  daher  für  die  di*ei  Stahlstäbe  das  gesuchte  Yer- 
hältnisB  der  Quercontraction  zur  Längendilatation 

=  0,294. 

Es  wäre  von  Interesse  zu  prüfen,  ob  bei  Stahlstäben  von 
anderem  Querschnitte,  als  die  hier  untersuchten  ihn  haben,  das 
genannte  Yerhältniss  sich  eben  so  gross  findet.  Wäre  das  der 
Fall,  so  würde  dadurch  die  hier  gemachte  Annahme  bestätigt 
werden,  dass  ein  gehärteter  Stahlstab  als  homogen  und  von 
gleicher  Elasticität  in  verschiedenen  Bichtungen  betrachtet 
werden  dar£  Gegen  diese  Annahme  lassen  sich  Bedenken  er- 
heben; in  der  That  kann  man  sich  vorstellen,  dass  bei  der 
Härtung,  bei  der  die  Wärme  von  der  Axe  nach  der  Peripherie 
hin  abfliesst,  die  Elasticität  in  der  Bichtung  der  Axe  eine 
andere  wird,  ab  in  den  auf  dieser  senkrechten  Bichtungen,  und 
dass  die  Molecüle  in  den  äusseren  Schichten  eine  andere  An- 
ordnimg annehmen,  als  in  den  der  Axe  näheren.    Findet  dieses 
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statt,  SO  findet  es  aber  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  in  ver- 
schiedenem Grade  statt  je  nach  der  Dicke  des  Stabes,  und  es 
wird  jenes  Verhältniss  anders  bei  dicken  als  bei  dünnen  Stäben 
sich  ergeben  müssen. 

Ich  erwähne  schliesslich  noch  Versuche,  denen  ich  einen 
hart  gezogenen  Messingstab  von  nahe  gleichen  Dimensionen, 
wie  die  drei  untersuchten  Stahlstäbe  sie  besitzen,  unterworfen 
habe.  Die  Versuche  sind  von  genau  derselben  Art  wie  die- 
jenigen, die  mit  jedem  der  Stahlstäbe  angestellt  sind;  nur  wurden 
statt  der  Gewichte  von  100»'  und  200«^  Gewichte  von  50»'  und 
lOO»'  benutzt.  Es  fanden  sich  hier  die  folgenden  Werthe  von 
P  und  r  für  P^SO»': 

B  T 

35,57        Sile  }  ^^'  ^^^  '^'^  ^^''     240,1  C. 

35  95        3?!  12  1  ^^'  ^^"^  ^""^^"^  ^"«^^  2^'''^^- 

Mittel:  B  =  35,75         T^  37,12 

64,33™        =  67,13"»°» 

Es  war  hier  s  =  144,65™°*.  Daraus  folgt  bei  Anwendung 
der  Gleichung  (14;-: 

^      =  0,387. 


1  +20 

Diese  Zahl  hat  hier  aber  sicher  nicht  die  Bedeutung,  die 
ich  der  entsprechenden  bei  den  Stahlstäben  geglaubt  habe  bei- 
legen zu  dürfen,  weil  die  Elasticität  des  gezogenen  Messing- 
stabes sicher  in  der  Richtung  der  Axe  eine  andere  ist,  als  in 
anderen  Bichtungen. 


lieber  die  TransversalschwingangeH  eines  Stabes  yoh 
veränderlichem  Querschnitt.  ^) 

Die  Schwingungen  cylindrischer  Stäbe  sind  theoretisch 
und  experimentell  ausfÜhrUch  behandelt;  die  Schwingungen 
eines  Stabes,   dessen  Querschnitt  veränderlich  ist,   sind  aber 

^)  Monatsbericht  der  Akad.  d.  Wies,  zu  Berlin  vom  2.  Oct.  1879. 

22* 


340 


Ueber  die  TranEverBalscIiwingucgeQ  c 


bisher  nicht  näher  untersucht,  obwohl  sie  ausser  dem  matbs- 
matischen  Interesse,  das  ihnen  zukommt,  auch  ein  piuktisches 
in  so  fem  besitzen,  als  bei  einem  Stabe,  der  mit  einem  freien 
Ende  schwingt,  die  Exciu'sionen  dieses  Endes  viel  grösser  sein 
können,  wenn  nach  ihm  hin  der  Stab  sich  verjüngt,  als  wenn 
der  Querschnitt  überall  dei^selbe  ist,  ohne  dass  die  Grenze  der 
Elasticität  überschritten  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen 
sollen  sich  auf  die  Transveräalschwingungen  eines  Stabes  be- 
zietm,  der  ein  Prisma  oder  einen  Kegel  von  äusserst  kleinem 
Winkel  bildet,  bei  dem  die  Kante  oder  Spitze  ein  freies  Ende  ist 
Es  werde  zunächst  ein  Stab  ins  Auge  gefasst,  dessen 
Querschnitt  in  der  Dichtung  der  Länge  behebig,  nur  so  variirt, 
dass  alle  Querschnitte  unendlich  klein  sind,  ihre  Schwerpunkte 
in  einer  Geraden  liegen  und  ihre  Haupt-axeu  die  gleichen  Kich- 
tungen  liaben.  Ein  solcher  Stab  kann  unendlich  kleine  Schwin- 
gungen ausfuhren,  bei  denen  die  Verschiebungen  immer  in 
einer  dieser  beiden  Eichtungen  geschehn;  um  solche  Schwin- 
gungen soll  es  sich  handeln;  die  DifTerentialgleichung  derselben 
ist  bekannt')  und  leicht  mit  Hülfe  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  abzuleiten.  Die  Linie,  die  die  Schwerpunkte  der  Quer- 
schnitte in  der  Gleichgewichtslage  bilden,  sei  z-Axc  eines  recht- 
^^■inkligen  Coordinatensystems  und  die  Richtung  der  Hauptaxe 
i'iues  Querschnitts,  der  pai'allel  die  Schwingungen  geschehn, 
die  Richtung  der  r-Axe.     Es  sei  ferner. 

fj=f/d.rd!,,  k=ffi'dxdy, 
die  Litegrationen  Über  den  dem  Werthe  von  3  entsprechenden 
Querschnitt   ausgedehnt,   |    die  Verrückung   zui-  Zeit  t  dieses 
Querschnitts,   u    die  Dichtigkeit,  E  der  Elasticitätscoefficient 
des  Substanz  des  Stabes;  dann  ist  die  lebendige  Kraft 


'il' 


dzhV 


und  die  potentielle  Energie  des  Stabes 


f/"'HB)'. 


')  The  theory  of  Büunil  by  Jolm  Williara  Strutt,  London  1877,  Vol.  1. 
png.  240. 
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die  Integrationen  über  die  Länge  desselben  ausgedehnt.  Hier- 
aus folgt  die  partielle  Differentialgleichung 

und,  wenn  auf  die  Enden  des  Stabes  nicht  Kräfte  wirken,  die 
Arbeit  leisten,  d.  h.,  wenn  die  Enden  frei  oder  fest  sind,  folgt 
weiter,  dass  für  jedes  Ende 

öfA^^I    und    kpy^ 
dz  \    oz^j    *  az^    dz 

verschwinden. 

Beschränkt  man  sich  aufdie  Betrachtung  von  Schwingungen, 
bei  denen  der  Stab  einen  einfachen  Ton  giebt,  so  kann  man 

I  =  M  sin  i  ^ 

setzen,  wo  u  eine  Funktion  von  z,  l  eine  Constante  bedeutet. 
Für  u  hat  man  dann  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

und  die  Bedingung,  dass  f&r  jedes  Ende 


j-      «j-l^M      und     Äj-sÖ-r 

dz  \    dz^J  dz^     d, 


d*u  ^du 

~z 

verschwinden. 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 

ohne    Schwierigkeit    anzugeben,    wenn    die  Aenderungen    des 

Querschnitts  derart  sind,   dass  die  Gleichung  seiner  Grenze 

eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  Variabein 

—  und-^ 

«"»         «** 

ist,  wo  m  und  n  zwei  Constanten  bedeuten.    Bezeichnet  man 
durch  q  imd  k  die  Werthe  von  q  und  ä  für  5;  =  1,  so  ist  dann 

also  die  Differentialgleichung 

Man  erhält  ein  Integral  derselben,  wenn  man 

setzt,  h  aus  der  Gleichung  vierten  Grades 

A(A-l){A-2  +  3m  +  n)(A  -3  +  3m  +  n)  =  0 
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und  die  Coefficienten  A^,  A^,.,.  aus  den  Gleichungen 
?j^' ^  =  ^1  (A  +  4  -  2m)  (Ä  -  1  -i-  4  -  2 .«) 


(Ä_2  +  4  -2n*  +  3ni  +  n){A- 3  +  4-27« +  3ffl 
I,(A  +  2(4-2/„))(A-l+2(4-2m)') 


{k-1  +  2(4-2m)  +  3/«  +  H)  [A  -  3  +  2(4  -  2m)-f  3m  +iJ 
u.  s.  f.  bestimmt.  Wählt  maii  fiii-  k  der  ßeihe  nach  die  vifli 
Werthe  0.  1,  2  — 3w  -  h,3  -  3yn  — h,  giebt  der  wilUtÜrlichea 
Constant^n  A  jedesmal  einen  andern  Werth  und  bildet  dil 
Summe  der  so  für  «  gewonnenen  Ausdrücke,  so  erhält  mal) 
das  allgemeine  Integral  der  in  Rede  stehenden  Differential! 
gleiehung.  Die  convergenteu  Reihen,  durch  die  dasselbe  dai« 
gestellt  ist,  schreiten  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenze]d 
,  von  z  fort,  je  nachdem  m  kleiner  oder  grösser  als  2  ist.  Ü 
dem  Grenzfalle  m  =  2  ist  u  gleich  der  Summe  der  viel 
Werthe,  die  der  Ausdruck  i 

'■"''   .  .     I 

anmmmt,  wenn  man  dai'in  flir  h  eine  Wurzel  der  Gleichung 
\ierten  Grades 

Ä  (A  -  I)  {A  -f  4  +  «)  (A  +  3  +  n)  =  y'g  1 

setzt  und  die  willkürliche  Constaute  A  jedesmal  ander) 
wählt  Noch  in  anderen  Fällen  verliert  die  entwickelte  f  or|| 
des  allgemeinen  Litegrale  der  Differentialglcichimg  ihre  Braudij 
barkeit;  dann  nämlich,  wenn  zwei  von  den  ftU"  A  angegebene! 
Werthen  einander  gleich  werden,  oder  wenn  einer  der  Fafe 
toren,  die  bei  A^,  A^,...  in  den  für  diese  Grössen  aufgestelltaj 
Gleichungen  auftreten,  verschwindet.  Eine  brauchbare  Forq 
des  Integrals  erhält  mau  dann,  indem  man  den  Werth  vo^ 
m  sich  imendlich  wenig  geändert  denkt;  man  findet  es  dadurd 
als  eine  Summe  von  Potenzreihen,  die  zum  Theil  mit  log  i 
multiphcirt  sind;  die  CoeÖicienten  derselben  lassen  sich  au<j 
direkt  aus  der  Differentialgleichung  bestimmen.  . 

Weiter  verfolgt  sollen  hier  nur  die  Fälle  werden,  daä 
in  =1,  71  =  0  oder  m  =  1,  k  =  1  ist.  In  jedem  dieser  Fäll^ 
lässt  sich  die  Difl'erentialgleichung  vierter  Ordnung  auf  Differaai 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung  reduciren,  und  zwar  auf  soIcIh 
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deren  Integrale  Bessersche  Funktionen   mit   reellem   oder 
imaginärem  Argumente  sind. 
Es  sei  also  zunächst 

m  =  1,  n  =  0; 

das  findet  statt,  wenn  der  Stab  der  Breite  nach  durch  2  pa- 
rallele Ebenen,  der  Dicke  nach  durch  2  Ebenen,  die  einen 
sehr  kleinen  Winkel  mit  einander  machen,  begrenzt  ist,  wenn 
der  Stab  also  ein  sehr  spitzes  Prisma  bildet.  Die  Differential- 
gleichung ist  dann 

k'E  ^"      dz^^  dz^ 

oder,  was  dasselbe  isty 

k'E  z  dz     dz  z  dz      dz* 

Sie  wird  erfüllt,  wenn 

1  d     •du         0 
z  dz      dz 

und  auch,  wenn 

zdz^  dz  ^^  ]/  k'E 

ist.    Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man 

setzt,  das  allgemeine  Integral  der  ftLr  u  geltenden  Differential- 
gleichung gleich  der  Summe  der  allgemeinen  Integrale  der 
Differentialgleichungen 

d^u  ,   g^du 

ist.    Nun  seien  (p  und   xjj  gewisse  Integrale  der  Gleichungen 

d^    ,    dq>  _ 


^T  +  ^^9 


rfjr*         dx 

d^tp       dfji 
dx^  "^  dx 


und  zwar  sei 

y  =  1  +  f»  +  (Y72p  ■*■  (1.2.8)«  "^ 

__  ^  £.  j.  _  *'     _      jp*       , 

V^-A        12 -r  (1.2)"^  ■     (1.2.3)«"^ 


x^       .  J?» 


•  •» 
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tf  und  '^f  seien  andere  Integrale  derselben  Gleichungen,  nämlich 

der  allgemeine  Ausdruck  von  u  ist  dann  die  Summe  der  mit 
willkürlichen  Constanten  multiplicirten  Differential -Quotienten 

b  (p     ögp'    byp     d%ft' 

Es  sei  für  das  eine  Ende  des  Stabes  Zy  also  auch  x  un- 
endlich klein,  und  dieses  Ende  sei  frei;  es  muss  dann  für  ein 
imendlich  kleines  x 

x^-j—^  und  -j-x^j—^ 

dx^  dx      aar' 

verschwinden;   das  geschieht,  wenn  die  Coefficienten  von  -^ 

und  ^  in  dem  Ausdruck  von  u  gleich  Null  gemacht  werden, 
also 

dx  dx 

gesetzt  wird. 

Das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  so  befestigt,  dass  für 

dasselbe  u  und  -3^,  also  auch  3^,  verschwinden  müssen;    für 

dieses  Ende  ist  dann 

dx  dx 

und 

also  auch,  nach  den  Differentialgleichungen,  denen  q)  und  yj 

genügen, 

0  =  A(p  —  Byjy 
mithin 

o^^rS  +  V'sf 

oder 

dx 

Dieses  ist  die  Gleichung,  aus  der  die  Werthe  von  A,  d.  h.  die 
Schwingungszahlen  der  Töne,  die  der  Stab  geben  kann,  zu  be- 
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stimmen  sind.  Zur  Entwickelung  derselben  kann  die  Methode 
dienen,  die  ich  bei  einem  allgemeineren  Falle  in  meiner  Arbeit 
über  die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte^)  benutzt  habe. 
Multiplicirt  man  die  Differentialgleichungen  für  (p  und  xp 

mit  \p  oder  mit  -^  oder  mit  \p 
und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man 

rfgn  dy;  1    <2      2  <^y  <^y 

^  dx        '   dx  "       X  dx       dx  dx 

Transformirt  man  die  letzte  von  diesen  Gleichungen  mit  Hülfe 
der  identischen  Gleichung 

so  wird  sie 

dq>  dw  \    d       dq>\f/ 

dx   dx  ^  2xdx'       dx 

Daraus  ergiebt  sich  für  9^  t/^  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung 

A       .  d^        d        dcpw 

und  diese  bestimmt  die  Coefficienten  B  in  der  Gleichung 

(pxp  =  l  +  B,x^  +  B^x^  +  B^x^  +  ..., 

die  aus  den  Ausdrücken  von  (p  und  1//  unmittelbar  folgt    Man 

findet 

Bn=  -  B„_lW^2w-  1.2w, 

also,  wenn  man 

1.2. 3. ..72  durch  n\ 

bezeichnet, 

rr*  zu»*  .*»• 

■j       .  •  .  • 


«• 

(3!)«  6! 

»)  S.  oben  p.  264. 
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Die  Gleichung,  die  zur  Bestimmung  der  Tonhöhe  zu  dienen 
hat,  ist  daher 

X*  0?*  x^ 

^  "^  "^  ■"  (2!p3!  "^  (3T?5!  ""  (4!)^.  +  "•• 

Es  sei  Xq  die  kleinste  positive  Wurzel  dieser  Gleichung,  also 
diejenige,  die  den  Grundton  des  Stabes  bedingt  Ohne  Mühe 
findet  man 

Ist  /  die  Länge  des  Stabes,  so  ist  aber 


^yi4= 


•'^O' 


hieraus  ist  der  Werth  von  A  für  den  Grundton  zu  berechnen. 
Es  sei  2a  die  Dicke  des  Stabes  an  dem  befestigten  Ende;  es 
ist  dann 

also 


^  =  5.315|/^-. 


Bei  dem  prismatischen  Stabe  ist  daher,  wie  bei  dem  parallel- 
epipedischen  die  Schwingungszahl  des  Grundtons  mit  den 
Quadrat  der  Länge  umgekehrt  und  mit  der  Dicke  direct  pro- 
portional, falls  die  Dicke  an  dem  befestigten  Ende  gemesser 
wird.  Bei  gleichen  Werthen  von  a  und  /  ist  der  Grundtoi 
des  prismatischen  Stabes  höher  als  der  des  parallelepipedischen 
für  den  letzteren  ist  nämlich 

so  dass  der  Grundton  des  prismatischen  Stabes  ungefähr  di( 
Quinte  von  dem  Grundton  des  parallelepipedischen  ist 

Nun  soll  untersucht  werden,  wie  gross  die  Excursionei 
des  freien  Endes  des  prismatischen  Stabes  sein  können,  wem 
die  Dilatationen  nirgends  eine  gewisse  Grenze  überschreitet 
sollen. 

In  irgend  einem  Querschnitt  findet  das  Maximum  dei 
Dilatation  an  seiner  Grenze  in  den  Augenblicken  statt,  ii 
denen  der  Stab  seine  grösste  Ausbiegung  nach  der  einen  odei 
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der  anderen  Seite  erlitten  hat,  und  es  ist  dieses  Maximum 
gleich  dem  absoluten  Werthe  von 

azd*u 
TJ? 

d.  i.  von 

oXq     d^u 

Dieser  Werth  erlangt,  wenn  x  von  0  bis  Xq  wächst,  ein  Maximum 
bei  einem  gewissen  Werthe  von  x,  der  berechnet  werden  solL 
Man  bezeichne  die  Werthe  von  tp  und  i/;  fttr  ;p  =  or^  durch  (p^ 
und  1//^;  es  ist  dann 

y^  =  19,2772  t/z^  =  -  0,2934 

und  man  kann  setzen 


«  =  -^(<^og  +  V'o§f> 


wo  C  eine  Constante  bedeutet.     Die  Bedingung  für  das  ge- 
suchte Maximum  ist  daher 

oder 

"""  Vo\^Sl       1141  +  2!5!        3!6!"*"  '") 


/ 1    ,     24?  3a?«        4«»  \ 

~  ^'o  [h\  "*"  1!4!  *^  2!5!  "*"  sTö!  "^  '")' 


Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  und  die  einzige,   die 
zwischen  0  und  x^  liegt,  ist 

=  3,688. 

Für  diesen  Werth  von  x  ist 


(9^oS-  +  VoÖ)  =  -MÖ2. 


Für  x:=zXq  ist  derselbe  Ausdruck  =  —  4,333.  Bezeichnet  man 
die  grösste  Dilatation  durch  e,  so  ist  daher 


axc 


€=  C^  4,992. 

Isun  sei  U  die  grösste  Elongation  des  freien  Endes  des  Stabes; 
dann  ist 


348  Ueber  die  Transyeraalschwingangpen  eines  Stabes 

d.  h. 

=  C.  19,563, 
also 

17=«  — 3,919, 
oder  bei  Bücksicht  auf  die  Gleichung,  die  ),  bestimmt, 

Bei  den,  dem  Grundton  entsprechenden  Schwingungen  des 
parallelepipedischen  Stabes  findet  das  Maximum  der  Dilatation 
an  dem  befestigten  Ende  statt,  und  zwischen  diesem  Maximum 
und  der  grössten  Elongation  des  freien  Endes  besteht  die 
Beziehung 


''-'Ww 


Man  sieht  hieraus,  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher 
Schwingungsdauer  der  prismatische  Stab  etwa  4  mal  so  grosse 
Elongationen  des  freien  Endes  geben  kann,  als  der  parallelepi- 
pedische. 


Jetzt  soll  in  Ähnlicher  Weise  der  Fall  behandelt  werden, 
dass  der  Stab  einen  sehr  spitzen  Kegel  bildet.  Die  Differen- 
tialgleichung seiner  Schwingungen  ist  dann  den  Torausgeschickten 
Bemerkungen  zufolge 

k'E  ^  """(i««^  (/««  • 
Dieselbe  lässt  sich  schreiben 

k'E  z^dz      dzzUz^   dz^ 

und  sie  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt.    Macht  man  wiederum 
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so  ist  daher  der  allgemeine  Ausdruck  Yon  u  die  Summe  der 
allgemeinen  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen 

d^u        e\  du 

Gebraucht  man  die  Zeichen  gp  und  t/;,  y'  und  tp'  in  derselben 
Bedeutung  wie  oben,   so  ist  daher  u  eine  lineare  homogene 

Funktion  yon  ^, ,  ^^V' ,  ^' ,  ^_' ,  deren  Cogfficienten  willkür- 

liehe  Constanten  sind.  Aber  das  eine  Ende  des  Stabes  soll 
frei  und  für  dasselbe  z  unendlich  klein  sein;  es  muss  daher  für 
ein  unendlich  kleines  .r 

i?*^— iUnd  j-ar*-r-i 
dr^  dx      dx^ 

verschwinden;  das  erfordert,  dass  die  Coöfficienten  von  -^ 
und  ~~   gleich  Null  gemacht  werden.    Man  hat  daher 


dx' 


Für   das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  wieder  m  =  0,  und  -^ 

'  dz 

=  0,  d.  h. 

es  muss  dann  für  dasselbe  auch 

dx  dx  ' 

mithin 

d<f  d^tp       d\ff  d^ff) /v 

TxTx^'^  Tx'di^'^^ 

oder 

d  dq)  dyß  /v 

dx  dx  dx 

sein.    Aus  der  für  <pt^  gegebenen  Entwickelung  folgt  aber 

""rfl  dx"  ^'^  1!2!3!  "*■  2!3!5!       3!4!7!  ^  '••' 

die  für  das  befestigte  Ende  zu  erfüllende  Gleichung  ist  alsOj 
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2!3!       1!3!5!^2!4!7!       3!5!9!  ^  "• 

Wird  wiederum  die  kleinste,  also  dem  Grnmdton  des  Stabes 
entsprechende  Wurzel  dieser  Gleichung  durch  x^  bezeichnet, 
so  ergiebt  sich 

^0  =  8,718. 

Ist  wieder  /  der  Werth  Ton  z  für  das  befestigte  Ende  des 
Stabes,  so  ist  auch  hier 


V  k'JS       o' 

Bezeichnet  man  durch  q^  und  A^  die  Werthe  von  q  und  ä  für 
z  =^  l,  so  hat  man 

i.  —  20.72 

Daraus  folgt  dann 

Ä  =  8,718  l/^4- 

Auch  hier  ist  also  die  Schwingungszahl  des  Grundtones  mit 
dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt  proportional,  falls  der 
Querschnitt  am  befestigten  Ende  sich  gleich  bleibt.  Bei  einem 
cylindrischen,  einseitig  befestigten  Stabe,  bei  dem  q  und  k 
die  Werthe  q^  und  k^  haben,  und  der  die  Länge  /  besitzt,  ist 
für  den  Grundton 

A  =  3,516.  l/^^/V» 

so  dass  die  Schwingungszahlen  der  Grundtöne  des  conischen 
imd  des  cylindrischen  Stabes  sich  wie  8,718:3,516  yerhalten. 
Was  die  Dilatationen  in  dem  conischen  Stabe  betrifft,  so  ist 
clas  Maximum  derselben  in  irgend  einem  Querschnitt 

wenn  a  bedeutet  das  Maximum  des  Abstandes  in  der  Sichtung 
der  Schwingungen  eines  Punktes  im  Umfange  des  befestigten 
Querschnitts  vom  Schwerpunkt  dieses.  Das  Maximum  hiervon 
findet  bei  einem  Werthe  von  x  statt,  der  der  Gleichung 

dx     aar* 

genügt    Für  x^x^  ist 
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^  =  19,024  ^  =  0,099534, 


dx  dx 

man  hat  daher 


«  =  c(o,09953g  + 19,024  g), 
und  jene  Gleichung  ist 
0  =  0,09953  (1  +  ^,^-,  +  ,^, +  .  . 

+  19,024  (i,-^,  +  |,J, -...). 

Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

X  =  4,464. 


Für  diesen  Werth  von  x  ist 

d^u 


C'^rfp^^'^^^- 


Für  X  =^Xq  ist  derselbe  Ausdruck  =  0,9734.    Bedeutet  wieder 
e  das  Maximum  der  Dilatation,  so  hat  man  abo 


axr 


oder,  da 


6  =  C  .    «j   •  1  ,i5oo  • 

Ist  U  die  grösste  Elougation  des  freien  Endes  des  Stabes,  so  ist 

L^=C.  9,562, 
daher 

r=€.  — .6,889 

'o     ^y  ?oi"' 

6^  =  €  r  -  l/—  •  6,889. 

Für  einen  cylindrischen  Stab,  dessen  befestigtes  Ende  dieselben 
Dimensionen  besitzt,  ist  beim  Grundton 

80  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher  Schwingungsdauer 
der  conische  Stab  etwa  7  mal  so  grosse  Excursionen  des  freien 
Endes  geben  kann,  als  der  cylindrische. 
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lieber  die  Reflexiou  nnd  Breohnng  des  Lichts  an  dd 
Grenze  krystailinischer  Mittel. ') 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Liclits  in  einem  kry- 
stallinisclien  Mittel,  die  Freanel  theils  durcli  Versuche,  theils 
durch  Speculation  aufgefiindeu  hat,  sind  aus  den  Differential- 
gleichungen der  Tlieorie  der  Elasticität  fester  Körper  zueilt 
von  Hm.  Neumann  abgeleitet^);  Hr.  Neumann  hat  auch 
zuerst  Formeln  ftii-  die  Intensitäten  der  an  der  Oberfläche  eines 
Krystalla  refleetirten  und  gebrochenen  Lichtwellen  entwickelt 
und  ihre  üebereinhtimmung  mit  der  Erfahrung  in  vielen  FÜlen 
nachgewiesen').  Derselbe  Gegenstand  ist  später  in  anderer 
Weise  von  Mac  CuUagh  behandelt').  Der  einzige  Unter- 
schied in  den  Resultaten  der  beiden  Forscher  ist  der,  dass, 
während  nach  Hi-n,  Neumann  die  Schwingungsrichtung  einen 
kleinen  Winkel  mit  der  Wellenebene  bildet,  nach  Mac  CulIagK 
dieselbe  genau  pai-allel  dieser  ist;  ein  L'nterscliied ,  der  aber  in- 
sofern wenig  Erheblichkeit  besitzt,  als  die  Neumann'sche 
Theorie  leicht  so  moditicirt  werden  kann,  dass  er  fortffillt,  wie 
auch  Hr.  Neumann  selbst  bemerkt  hat.  Dagegen  scheinen 
beim  ersten  Anblick  die  Ausgangspunkte  der  beiden  Theorien 
weaenÜich  verschieden,  ja  entgegengesetzt  zu  sein.  Hr.  Neu- 
mann geht  nämlich  von  der  Annahme  aus,  dass  der  Aetber 
in  Bezug  auf  die  Lichtschwingungen  sich  wie  ein  elastischer 
fester  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  Kräfte 
wirken,  als  die  durch  ihre  relativen  Vei-schiebnngeu  erzeugten; 
und  Mac  CuUagh  stellt  für  das  Potential  der  auf  ein  Aether- 
theilchen  ausgeübten  Ki'äfte  einen  Ausdruck  aui^  der  nicht  Über- 
einstimmt  mit  dem  Potential  der  durch  die  relativen  Verschie- 
bungen der  Theile  eines  elastischen  Körpers  hervorgerufenen 
Kräile;  auch  bei  der  Theorie  von  Mac  CuUagh  kann  man 
den  Aetber  als  einen  elastischen  Köi-per  betrachten,  man  muss 
ihn  aber  betrachten  als  einen,  der  noch  anderen  Klüften  unter- 


')  Abb.  der  Berl.  Akad.  18T6. 

')  Pogg,  Ana.  Bd.  25. 

=1  Abb.  der  Berl.  Akad.  1B35. 

')  Trans,  of  the  Iri*h  Acad.  Vol.  XXI. 
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worfeB  ist,  als  den  durch  seine  Elasticität  bedingten.  Von 
diesen  anderen  Kräften  lässt  sich  indessen  aus  dem  von  Mac 
f-'uUagh  aufgestellten  Potentialaiisdruck  beweisen,  dass  sie, 
bezogen  auf  irgend  einen  Theil  des  Aethers  in  einem  homogenen 
Körper,  sich  auf  Druckkräfte  reduciren,  die  auf  die  Oberfläche 
dieses  Theiles  wirken.  Man  kann  daher  sagen,  dass  auch  die 
Theorie  von  Mac  Cullagh  auf  der  Annahme  beruht,  dass  auf 
die  Tbeile  des  Aethers  keine  Kräfte  wirken  ausser  den  durch 
seine  Elasticität  bedingten,  auf  die  Flächen  aber,  die  die 
Grenzen  heterogener  Mittel  bilden,  Druckkräfte  ausgeübt  wer- 
den, die  anderen  Ursprungs  sind.  Solche  Druckkräfte  setzt 
nun  aber  aucli  die  Neumann'sche  Theorie  voraus;  ihre  An- 
nahme ist  es,  die  dazu  berechtigt,  die  longitudinalen  Wellen 
ausser  Acht  zu  lassen,  wie  es  bei  dieser  Theorie  geschieht;  sie 
mUssen  bewirken,  dass  longitudinale  Wellen  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  der  Licbtwelleu  nicht  entstehen.  Die  beiden 
genannten  Theorien  dürfen  daher  als  vollkommen  überein- 
stimmend augeseben  werden.  Ich  eilaube  mii-  eine  Behandlung 
des  Gegenstandes  dieser  Theorien  der  Akademie  vorzulegen, 
die,  wie  ich  glaube,  allgemeiner  und  übersichtlicher  ist,  als  die 
bisher  gegebeneu  es  sind. 

Es  werden  zuei-st  die  partiellen  Differentialgleichungen  auf- 
gestellt, denen  die  transversalen  Bewegungen  des  Aethei-s  in 
einem  krystallinischen  Mittel  genügen,  und  die  Bedingungen, 
die  dieselben  an  der  ebenen  Grenze  zweier  verschiedenen  kry- 
htalliniscben  Mittel  erfüllen  müssen.  Es  wird  dann  eine  parti- 
culäre  Lösung  jener  Differentialgleichungen  gebildet,  die  diesen 
Bedingungen  entspricht.  Diese  Lösung  stellt  ein  System  ebener 
Wellen  dai-,  die  theils  in  dem  einen,  theila  in  dem  anderen 
Mittel  sich  bewegen.  Eine  von  diesen  Wellen  kann  beliebig 
gegeben  sein:  beliebig  in  Bezng  anf  ihre  Kichtuiig  und  in  Bezug 
auf  das  Gesetz,  welches  die  Grösse  der  Verrückung  eines 
Punktes  mit  der  Zeit  verbindet;  die  Richtungen  der  anderen 
Wellen  sind  dann  dm-ch  die  Wurzeln  zweier  biquadratischen 
Gleichungen  bestimmt,  von  denen  die  eine  auf  Wellen  in  dem 
einen,  die  andere  auf  Wellen  in  dein  anderen  Mittel  sich  be- 
zieht. Eine  Wurzel  der  einen  dieser  Gleichungen  führt  auf 
die  gegebene  Welle  zurück;  es  besteht  daher  das  ganze  System 


L 
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ans  acht  Wellen,  von  denen  ^-ier  dem  einen,  vier  dem  anderen 
äfittel  angehöreu.  Für  jede  dieser  WelleJi  ist  mit  ihrer  Rich- 
tung die  Bichtung  der  Venückung  Tollstfindig,  und  die  Grösse 
der  Verrückung  in  jedem  Augenblick  bis  auf  eine  multiplicative 
Constante  bestimmt.  Nennt  man  diese  Constante  die  Ampli- 
tude der  Welle  (indem  man  einen  bei  Sinusschwingungen  Qb- 
licben  Ausdruck  auf  Schwingungen  allgemeinerer  Art  über- 
ti^Lgt),  so  bestehen  zwischen  den  Amphtuden  der  acht  Wellen 
vier  lineare,  homogene  Gleiclmngen;  neben  der  Amphtude  der 
gegebenen  Welle  können  also  noch  die  Amplituden  von  drei 
anderen  willkürlich  gewählt  werden.  Haben  die  beiden  biqaa- 
dratischen  Gleichungen  nur  reelle  Wurzeb.  so  sind  in  jedem 
Mittel  zwei  einfallende  Wellen  vorhanden  und  zwei,  die 
reflectirt  oder  gebrochen  sind;  um  Fälle  zu  erhalten,  die 
durch  das  Experiment  verwirklicht  werden  können,  hat  man 
dann  im  Allgemeinen  die  Amplituden  von  drei  einfallenden 
Wellen  gleich  Null  zu  setzen,  so  dasa  nur  eine  einfallende 
Welle  übrig  bleibt  Aber  die  biquadra tischen  Gleichungen 
können  auch  complexe  Wurzeln  haben;  das  Entsprechende 
tritt  bei  isotropen  Mitteln  ein,  wenn  totale  ßeflexion  statt- 
findet Um  dann  auf  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung 
zugänglich  sind,  hat  man  die  Constanten,  die  die  Bedingung, 
dasa  nur  eine  einfallende  Welle  da  sei,  noch  unbestimmt  lässl, 
so  zu  wählen,  dass  die  Verrückung  nirgends  unendlich  wird; 
es  ist  dabei  die  Airfgabe  zu  lösen,  eine  Function  eines  com- 
plexen  Arguments  zu  finden,  deren  reeller  Theil  für  reelle 
Werthe  des  Arguments  gegeben  ist,  und  die  nicht  unendlich 
wird  für  Werthe  des  Arguments,  deren  imaginärer  Theil  gleich 
V—  1,  multiplicirt  mit  einer  positiven  Grösse,  ist 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  zwischen  den  Ampli- 
tuden eines  Systems  von  acht  zitsanunengehörigen  Wellen  ist 
von  dem  Begriff  der  Strahlen  kein  Gebrauch  gemacht;  ea 
scheint  mir  das  ein  Vorzug  des  eingeschlagenen  Weges  zn  sein 
wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  der  genannte  Begriff  dar- 
bietet. Bei  der  Entscheidung  der  Frage,  ob  eine  Welle  eine 
einfallende  ist  oder  eine  reflectirte  oder  gebrochene,  kann  der- 
selbe aber  nicht  umgangen  werden;  aus  diesem  Grunde  ist 
bei  den  einleitenden  Betrachtungen  auch  auf  den  Begriff  das 
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Strahles,  der  zu  einer  gegebenen  ebenen  Welle  gehört,  einge- 
gangen, und  es  ist  eine  Definition  flir  ihn  aufgestellt,  die,  wie 
ich  glaube,  Vorzüge  vor  der  gewöhnlichen  darbietet. 

Die  flir  den  Fall  zweier  krystallinischer  Mittel  entwickelten 
Formeln  können  eine  unmittelbare  Anwendung  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  des  Lichts  an  einer  Zwillingsfläche  eines  Kry- 
stalls  finden;  mit  Leichtigkeit  ergeben  sich  aus  ihnen  die  For- 
meln für  den  einfacheren  Fall,  dass  nur  das  eine  von  den 
beiden  Mitteln  krystaUinisch,  das  andere  isotrop  ist. 


Wir  betrachten  einen  homogenen,  elastischen,  festen 
Körper,  anf  dessen  Theile  keine  andern  Kräfte  wirken,  als 
die  durch  die  relativen  Verschiebungen  erzeugten.  Die  Dich- 
tigkeit sei  =  1  und  w,  v,  w  seien  die  Componenten  der  unend- 
lich kleinen  Verrückung,  die  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten 
bei  der  Buhe  x,  y,  z  sind,  zur  Zeit  t  erfahren  hat.  Man  hat 
dann  die  Differentialgleichungen 


d^u 
dfi    ^ 

d 2Cx    ,    d2Cy  _|_  oAz 
'     dx      ^     dy    '^    dz 

(1) 

< 

d'^v 
dt*    ' 

d^w 
l    dfi    " 

dYx     .     dYy          dY, 

'     dx     "^    dy     ^      dz 

dZz     ,    dZy    ,    dZt 

"     dx      '      dy    '^    dz' 

in  denen 

X, 

dF 

dxx 

r  —  y  —  ^^ 

(2) 

i'y 

dF 

dyy 

^  —  r  —  ^-^ 

^x    -    -^.    -   ^^^ 

dF 

dzt 

Y             y             dF 

ä'x 

du 
""  ~dx 

y«  =  ^»  =  ö,  + 

yy 

dv 

dy 

dw    , 

5^,    -   ^z    -    ^^    + 

Zz 

= 

dw 

dz 

du    , 

*»  =  y*  =  03,  + 

dw 
d~y 
d^ 

~dz 

dx 

ist  und  F  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs 

Argumente   x^j  y^,  Zz^  y«,  *x>  ^y  niit  constanten  Coöfficienten 

23» 
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bedeutet.  Diese  CoefGcienteii,  21  an  der  Zahl,  sind  die  Con* 
stanten  der  ElasticitS,t  des  Körpei-s  und  F  ist  das  auf  die 
Volumen eiüheit  bezogene  Potential  der  durch  die  relativen 
Verschiebungen  liervorgenifenen  Kräfte. 

Es  handelt  sich  zunäcHst  darum,  festzustellen,  wie  man 
die  Constanten  der  Elasticität  zu  wählen  hat,  wenn  der  ela- 
stische Körper  der  Aether  in  einem  krjatallinischen  Mittel  sein 
soll;  hierzu  führt  die  Betrachtung  einer  particulüren  Lösung 
der  angegebenen  Differentialgleichungen,  die  ebene  Wellen  dar- 
stellt. Es  seien  /,  w,  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine 
Bichtung  (die  der  Wellennormale),  tt,  ß,  ■/  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  eine  zweite  Richtung  (die  der  Verrilcknn^, 
den  Coordinatenaxen  bildet;  mau  setze 


(3} 


=  ,?<T, 


i   der 


und  nehme  n  als  Function  von  /  und  a  an;  aus  jeder  der  drei 
Differentialgleichungen  füz'  i*,  c,  m  findet  man  dann  eine  für 
n;  smd  /,  m,  n  beliebig  gegeben,  so  lassen  sich  u,  ß,y  so  be- 
stimmen, dass  diese  drei  Gleichungen  für  (T  identisch  mit  ein- 
ander werden.     Die  linken  Seiten  deraelben  sind 


■  öj;" 


'Bi^ 


'ÄF- 


Um  ihre  rechten  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,  dasa  ] 


'Jfßi'Ti 


und  dasa  jeder  der  Differeiitialquotienten  von  F  nach  x„ 
. ,  eine  lineare,  homogene  Function  dieser  Argumente  ist.  Jeder 
dieser  Differentialquotienten  ist  daher  gleich  ~,  multiplicirt 
mit  einem  constanten  Factor,  einem  Eactor,  der  gleich  dem 
Werthe  ist,  den  er  selbst  annimmt,  wenn  i 


w 


al 
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setzt.  Diese  Wertlie  von  a-^j  i/y, .  .  mögen  durch  /,?  y'y^  .  .  be- 
zeichnet werden  und  der  Werth,  den  F  bei  ihnen  erhält,  durch 
F\    Man  hat  dann 

dF  ^   dF^da_ 
dxx        dxxds 

und  fünf  andere  Gleichungen,  die  dieser  ähnlich  sind.  Hier- 
nach ergiebt  sich  aus  der  ersten  der  Gleichungen  1) 


ö-(7       {  jdF-    ,        BF'    ,       dF\  Ö2(7 
dt'        \    dü'x  oxy  dxtj  ds^ 


oder 


da 


u 

dt^  ■"  öa  ö«*  ' 

dx'x        j 

du      ""' 

dx'u 

dx't 

-da     =  « 

^fy^  =  0 ' 

Ort 

Ort 

-/^  =0 

Ort 

ist.     Auf  ähnlichem  Wege   findet   man   aus  der  zweiten  und 
dritten  der  Gleichmigen  1) 

"  d'f-    "■    dß  d?  ^' di'    "■  'dy  ö*«' 

Die  drei  fiii'  a  abgegleiteten  Gleichungen  werden  erfüllt  durch 
jede  Lösung  der  Gleichung: 


(5) 

df'    "■         ö**  ' 

falls 

03) 

dF        ,.. 

Ort                      ' 

d,-i  -  ^  P'     dr  ^      ^ 

ist,  wo  F^  eine  zu  bestimmende  Constante  bedeutet.  Die  all- 
gemeine Lösung  der  Gleichung  5)  sagt  aus,  dass  <t  die  Summe 
einer  willkürlichen  Function  von  s—Vt  und  einer  willkür- 
lichen Function  von  s  +  Vi  ist;  die  Gleichungen  3)  stellen 
daher  zwei  ebene  Wellen  dar,  deren  Normalen  die  Bichtung 
(/,  TW,  n)  haben,  die  mit  der  Geschwindigkeit  V,  die  eine  in 
dieser  Richtung,  die  andere  in  der  entgegengesetzten,  sich  fort- 
pHanzen,   und  in   denen   die  Verrückungen  in  der  Richtung 
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(a,  ß,  y)   stÄttfinden,     Die  Gleichungen  6),  welche  in  "^ 
düng  mit  der  Gleichung 

«'  +  (*'  +  7-'  =  1 
ZOT   Beatimmiing   von   u,  ß,  y   und    V  dienen   müssen,    fflsd 
dieselben,    wie   diejenigen,    die   man   aufzulösen   hat,    um   i 
Hauptaxen    der   Fläche  zweiten  Grades    zu   ermitteln^ 
Gleichung: 

i-2f 


[i,  fflsd  * 

um   die     1 


ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radius  vector  bedeutet,  der  die 
Richtung  {a,  ß,  ■/)  hat.  Diese  Fläche  zweiten  Grades  ist  eio 
Ellipsoid,  da  F  nicht  negativ  werden  kann,  widrigenfalls  das 
Gleichgewicht,  das  stattfindet,  wenn  h,  r,  ip  verschwinden,  labil 
sein  würde.  Die  Richtung  der  Verrückung  kann  die  Richtung 
einer  jeden  der  Halbaxen  derselben  sein;  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist  immer  gleich  dem  Reciproken  derselben  . 
Halbaxe, 

Wenn  das  betrachtete  Mittel  ein  isotropes  ist,  so  ist  das 
bezeichnete  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotations- 
axe  die  Wellennonnale  ist;  eine  von  den  drei  "Wellen,  die 
in  irgend  einer  Richtung  sich  fortpflanzen  können,  ist  eine 
longitudinale,  die  beiden  andern,  die  gleiche  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit besitzen,  sind  transversale;  die  letzteren  allein 
sind  Lichtwellen.  Bei  allen  Krystallen,  die  es  giebt,  ist  die 
Doppelbrechung  nur  eine  kleine;  hierauf  gestützt,  darf  man 
annehmen,  daas  bei  jedem  Krystall  die  Coustanten  der  Flaati- 
cität  des  Aethers  nur  wenig  von  den  Werthen  abweichen,  die 
sie  in  einem  isotropen  Köiper  haben  können,  und  dass  daher 
von  den  drei  Wellen,  die  in  ihm  in  einer  Richtung  sich  fort- 
pflanzen, die  eine  nahezu  longitudinal  ist,  die  beiden  andern 
nahezu  transversal  sind,  und  dass  die  letzteren  die  Lichtwellen 
ausmachen.  Das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
also  F',  ist  im  Allgemeinen  aus  einer  kubischen  Gleichung 
zu  bestimmen;  nach  Fresnel  sind  aber  die  Werthe  von  P 
iür  die  beiden  Lichtwellen  die  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung,  ^ach  der  ursprünglichen  Theorie  des  Hm.  Ueu- 
mann  hat  man  bei  passend  gewähltem  Coordiuatensystem 
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und  zwischen  den  Constanten  A,  B,  C  a^b,  c  die  Relationen 

Hr.  Neumann  hat  gezeigt,   dass  in  Folge  dieser  Relationen 
die  kubische  Gleichung  für   V^  zerfällt  in  die  lineare: 

AH^  +  B^m^  +  C27i2  __  F2  =  0, 

die  sich   auf  die  nahe   longitudinale  Welle  bezieht,   und  die 
quadratische: 

17^        1^      /.»  T7TI      T^       -2  17«  ^> 


die  fiir  die  nahe  transversalen  Wellen  gilt.  Die  letztere  ist 
dieselbe,  die  Fresnel  für  die  Quadrate  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten der  beiden  Lichtwellen  aufstellt.  Die  Rich- 
tungen der  Verrückung  in  diesen,  die  die  Theorie  ergiebt, 
stimmen  mit  den  von  Fresnel  angegebenen  nahe,  nicht  genau, 
überein,  wenn  man  Schwingungsrichtung  und  Polarisationsrich- 
tung als  gleichbedeutend  amiimmt. 

Aber  es  giebt,  wie  Green  ^)  gefunden  hat,  einen  Ausdruck 
für  2Fj  der  zu  Resultaten  fuhrt,  die  in  Bezug  auf  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  die  Schwingungsrichtungen  ge- 
nau mit  den  Fresnel'schen  Gesetzen  übereinstimmen.  Man 
gelangt  zu  demselben,  wenn  man  die  Bedingimgen  dafür  auf- 
sucht, dass  von  den  drei  Wellen,  die  in  einer  Richtung  fort- 
schreiten können,  die  eine  ihre  Verrückung  genau  parallel  der 
Wellennormale  hat.  Es  ergiebt  sich  so  für  ein  beliebiges 
Coordinatensystem : 

2F^a^{x^+yy  +  z,Y 

+  «11  (y«  -  4 yy  z,)  +  «22  {zl  -4  z,  x^)  +  «33  [xl  —  4 x^yy)  (7) 

+  2a^^[2y^x^  -yxZx)+2a^^  {2zxyyZyXy)  +2a^^{2xyZt—x^y^, 

wo  die  Constanten  a  beliebige  Werthe  haben  können.    Es  ist 


1)  Transactions  of  the  Cambridge  Philos.  Soc.  1839. 
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leicht  dieses  Resultat  zu  veiifieiren  und  nachzuweisen,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (7)  besteht,  in  jeder  Richtung  genau  lon- 
gitudinale,  ebene  Wellen  sich  fortpflanzen  können.  Substituirt 
man  nämlich  in  (7)  die  Werthe  von  y^,  !/yy  a^^  {^)i  so  erhält 
man  nach  leichter  Umformung 

+2a^^{an-rl)[ßl—am)  +  2a^^{ßl—am){ym—ßn) 

+  2ai2  (r^w  —  ßn)  (an  —  yl)\ 
da: 

/2  +  m2  +  w2  =  l 

und  da  jede  der  sechs  Grössen  Ojj,  a^^^,,  in  dem  Ausdrucke 
von  2  F'  mit  zwei,  in  Bezug  auf  a,  /?,  ;'  linearen  Faktoren, 
die   für   a  =  /,   /?  =  w,   ;'  =  7i  verschwinden,  multiplicirt  ist,  so 
ergiebt  sich  hieraus  für  a  =  l,  ß  =  ni,  y  =  n; 
dF'   _  dF  __       ^      BF'  _ 

Die  Gleichungen  (6)  werden  daher  durch  die  genannten  Werthe 
von  a,  ßj  y  erfüllt,  wenn  V^=  a^  gemacht  wird;  eine  von  den 
drei  Wellen  ist  eine  longitudinale  und  )/^  ist  ihre  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit. 

Die  beiden  andern  Wellen  sind  daher  genau  transversale 
und  für  sie  ist: 

(8)  al+  ßm  +  yn  =  0\ 

aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (6) 
sind  ihre  Schwingungsrichtungen  und  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten zu  bestimmen.    Man  setze: 

Qi  =  ym  —  ßn 

(9)  ^  =  an  —yl 

i  —  ßl  —am, 

d.  h.  man  bezeichne  durch  a,  b,  c  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Sichtung,  die  senkrecht  auf  den  Eichtungen  (/,  iw,  n) 
und  (cf,  ß,  y)  ist,  mit  den  Coordinatenaxen  bildet;  man  setze 
femer 

(10)  25  =  0^1  a^-fagg  6^  +  033  c2  +  2a23k  +  2a3i  ca-}-2ai2ab, 
so  dass  bei  Rücksicht  auf  (8) 

(11)  F^% 
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ist.    Da  aus  (9): 

u  ^hn  —  cm 
(12)  /9  =  c/  -an 

y  =  am—  hl 

folgt,  80  werden  dann  die  Gleichungen  (6): 


'dj 

e 


oder 


(13) 


2-V^a  +  ul 

f^^Vn  +  um 
i5=  VH  +fin, 


de 

wo  /i  eine  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet.    Diese  Gleichungen 

in  Verbindung  mit 

a2  +  t)2  +  c2  =  1 
und 

la  +  7nh  +  WC  =  0 

dienen  zur  Bestimmung  von  a,  b,  c,  F*,  fc.  Es  sind  das  die- 
selben Gleichungen,  wie  diejenigen,  die  man  aufeulösen  hat, 
um  die  Hauptaxen  der  Ellipse  zu  finden,  in  der  das  sogenannte 
Elasticitäts  -  Ellipsoid,  das  Ellipsoid  nämlich,  dessen 
Gleichung 

(14)  ^  =  2^ 

ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radius  vector  bedeutet,  der  die 
Richtung  (a,  b,  c)  hat,  von  der  durch  seinen  Mittelpunkt  ge- 
legten Wellenebene  geschnitten  wird.  Es  sprechen  diese  Glei- 
chungen die  FresneTschen  Gesetze  in  Betreff  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  Polarisationsrichtungen  der 
beiden  Lichtwellen  aus,  wenn  man  die  Polarisationsrichtung 
und  die  Schwingungsrichtung  als  zusammenMlend  annimmt. 
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Die  in  (13)  yorkommende  Grösse  fi  steht  in  einer  gemssen 
Beziehung  zu  der  Bichtung  des  Strahles,  der  zur  Wellen- 
normale (l,  m,  n)  gehört;  es  soll  diese  Beziehung  abgeleitet  und 
daher  zunächst  eine  Definition  der  Strahlenrichtung  ge- 
geben werden. 

In  dem  Mittel,  in  dem  eine  ebene  Lichtwelle  fortschreitet, 
denke  man  sich  eine  beliebige  Ebene  und  nenne  p,  q,  r  die 
Cosinus  der  Winkel,  die  ihre  Normale  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet;  man  fasse  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Arbeit 
des  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Druckes  ins  Auge,  der 
auf  ein  Element  dieser  Ebene  von  der  einen  Seite  her  ausge- 
übt wird.    Diese  Arbeit  ist: 

{pXa^  +  gXy  +rX,)ö^ 

+  {pZ,+qZy+rZ,y^. 
Berechnet  man^,  ^,  ^  aus  (3)  und  benutzt,  dass 

ccX,  +  ßXy+rX,  =  ^^ 

ist,  wie  aus  einer  Rechnung  sich  ergiebt,  die  derjenigen  genau 
entspricht,  welche  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (5)  durch- 
geführt ist,  so  wird  dieser  Ausdruck 

dF'         BF'         dFXduda 
P  dl    '^^^d^'^^'dJi^jds  dt' 

Nun  sei  S  eine  Bichtung,  die  dadui*ch  bestimmt  ist,  dass 

cos(S'^):cos(5y):cos(5'r)=   ^Z  '"ö^'  öT' 

die  genannte  Arbeit  verschwindet  dann,  falls  die  Ebene,  deren 
Normale  die  Richtung  (/?,  y,  r)  hat,  der  Bichtung  S  parallel 
ist,  erhält  aber  in  jedem  andern  Falle  von  Null  verschiedene 
Werthe.    Der  Erfahrung  zufolge  kann  die  gedachte  Lichtbe- 
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wegung  auf  der  einen  Seite  einer  Ebene  bestehen,  während 
auf  der  andern  Euhe  stattfindet,  falls  die  Ebene  dem  Strahle 
parallel  ist,  der  der  Wellenebene  entspricht.  Es  kann  die 
Richtung  des  Strahles  keine  andere  sein,  als  die  Richtung  S, 
Aus  (11)  und  (9)  folgt  nun: 


folgt  weiter 


dm        ÖQ^        de 

^:  =  ög     ög. 

hieraus,  aus  (13),  (9)  und  den  Gleichungen : 

m  =  ya—  aC 
n  =«b  —  ßa 

an  "^ 

Miiltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  l,  m,  n  oder  quadrirt 
sie  und  addirt  jedesmal,  so  erhält  man: 

jdl"    ,  dF-    ,        dF-         jr. 


m^  m-^  m'-  y^ 


2 


+  u'^ 


Ist  6   der    Winkel,    den    der  Strahl    mit  der  Wellennormale 
bildet,  so  ergiebt  sich  hieraus: 


C0S6  = 


oder,  wenn  das  Vorzeichen  von  €  passend  gewählt  wird, 

(15)  F2tg€  =  |M. 
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Naclidem  durcli  die  Betrachtung  einer  ebeaen  Welle  < 
Funktion  F  für  den  Fall,  dass  der  Körper,  auf  den  sie  sich 
bezieht,  der  Acther  in  einem  krystallinischen  Mittel  ist,  gefunden 
ist,  sind  auch  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  fiir  die 
Bewegung  dieses  Aethers  bekannt.  Es  haben  dieselben  parti- 
culäre  Lösungen,  bei  denen 

.r^+j^+-',  =0, 
d.  h.  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  gleich  Null  ist.  Nur  diese 
Lösungen  sollen  hier  in  Betracht  gezogen  werden;  es  soll  näm- 
lich angenommen  werden,  dass  bei  der  Lichtbewegung  immer 
die  Dichtigkeit  ungeändert  bleibt,  und  dass  auch  bei  der  fie- 
iiexion  und  Brechung  des  Lichts  keine  Bawegungeu  entstehen, 
bei  denen  die  Dichtigkeit  des  Aethers  sich  ändert.  Die  Be- 
rechtigung zu  dieser  Annahme  Hegt  darin,  daaa  sie  auf  keinen 
inneren  Widerspruch  führt  und  Resultate  giebt,  die  mit  der 
Beobachtung  näherungaweise  übereinstimmen.  Da  das  mit  a„ 
behaftete  Glied  in  dem  Ausdrucke  von  2F,  der  in  (7)  aufge- 
stellt ist,  mit  dem  Quadrate  von  Xj^  +  ■  „  +  ?,  multiplizirt  ist, 
so  hat  ea  bei  allen  Bewegungen,  bei  denen  die  Dichtigkeit  un- 
geändert bleibt,  kernen  Einfluss  auf  die  Wei-the  aller  Differen- 
tialquotienten Ton  F;  man  darf  daher  hier  setzen; 

-f-2«„(2j/..r.-.v.r,)-^2a„(2^,j',-.-,.r,)-(.2aj,(2^,ir, 
Dieser  Ausdmck  soll  umgefonnt  werden.     Es  sei 


I- 


SS 


d.  h,  es  seien  ^,   r„   y  die   doppelt  genommenen  Componed 
der   Drehung   eines   unendlich    kleinen   Theiles    des    Aethers. 
Man  mache  femer: 


2G  =  a,J'  +  «2a 
Dann  ergiebt  sich: 


;  +  2"s,t"^  +  2"nl'/- 
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fdw  du        dw  du\ 

4-9        (du  dv        du^  dv        du  dtc       du  dw\ 
'-^yd.r  dz         dz  d.r        dx  dy        dy  dxj 

.    o        (^Ji  ^"^  _  ^^  ^^    I    ör  du         dv  du\ 
^^^  \^  ^'^  ~  'd^  ~dy  '^  dy  Tz  ^  I^  dy  ) 

■^  "^  ^»3  (^öz  ö]^  ""  ~dy  öT  ■^"  öT  ö7  ""  ä7  ö7  j  • 

Hierdurch  ist  F  dargestellt,  nicht  als  Funktion  der  sechs  Ar- 
gumente Xjgy  yy, . . ,  sondern  als  eine  der  neun  Düferentialquo- 
tienten  von  ?/,  v,  w  nach  x,  y,  z.  Bei  der  Bildung  der  Glei- 
chungen (1)  sind  daher  statt  der  Gleichungen  (2)  die  folgenden 
zu  benutzen: 

Y   =  ^^^  Y  =    ^^  =  -^^ 

*  öw  '"  die  dv 

^  dx  ^  dy         ^  ~dl 

^   _SF  y    ^    ^F   ^    ^^ 

'-^  "  ^dv  ^'^  'du  ~  'dw 

^d^  ^öT        ^Ji 

y  _  dF  v-^^-  3J 

*'^  ^dw  ^^y  ^  dv  "■  ^dü' 

^Tz  ^d7        ^dj 

Es  ergiebt  sicli  aus  ihnen: 

^        dG       cy         dw       Q         dv        ^         dv        q         öio 

^' =  -  2"u  ö7 -2«23  9^ +2«,3  (^gy  +  ä7J 

und  auch: 

^  öG  ,  rt       öw       Q       öw       Q^     öo      rt^     öü 

^»=  -  §7 +  ^^22-57 -^«23  ö]^  •'^^lay^'^^»  öl 

■7  o         Ör        rt         du    ,    n        (du         8v\ 
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Benutzt  man  die  letzten  Gleichungen,  um  die  dritte  der  Glei- 
chungen (1)  zu  bilden,  so  wird  diese: 

imd  auf  ähnlichem  Wege  findet  man: 

Diese  Differentialgleichungen  sind  aus  der  Theorie  der  Elasti- 
cität  bei  anderer  Bezeichnung  und  auf  anderem  Wege  schon 
von  Lam6^)  abgeleitet  Die  Funktion  G  ist  dieselbe,  die 
Mac  Cullagh  als  Ausdruck  des  Potentials  der  auf  ein  Aether- 
theilchen  ausgeübten  Kräfte  annimmt. 

Nun  sollen  die  Grenzbedingungen,  die  an  der  Berühnmgs- 
fläche  zweier  verschiedener  krystallinischer  Mittel  zu  erfOllen 
sind,  aufgestellt  werden.  Die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  ihnen 
soll  als  gleich  angenommen  und,  wie  bisher,  =  1  gesetzt  werden. 
z  =  0  sei  die  Gleichung  der  Grenze;  das  Mittel,  in  dem  z  ne- 
gativ ist,  werde  das  erste,  das,  in  dem  z  positiv  ist,  das  zweite 
genannt.  Für  das  erste  Mittel  mögen  die  schon  eingeführten 
Zeichen  beibehalten  werden;  auf  das  zweite  soUen  dieselben 
Zeichen,  mit  Strichen  versehen,  sich  beziehen. 

Als  Bedingungen,  die  für  r  =  0  zu  erfüllen  sind,  stellen 
mr  zunächst  die  Gleichimgen: 

(18)  M  =  tt',  i;  =  V   w  =  M?' 

auf.    Aus  der  letzten  von  ihnen,  der  Gleichung  (17)  und  der 
dieser  entsprechenden,  für  w   geltenden  ergiebt  sich: 

J_dG_J_dG^_d_dG^_d^  d& 
dy  d^        dx  dri        dy  d^'        d»  dff  ' 

woraus  weiter  folgt,  dass: 

(dG       dG'\,      ,   (dG       dG'\. 

das  vollständige  Differential  einer  Funktion  von  x  und  y  ist; 
')  Le^ons  sur  la  th^rie  math^matique  de  l'^lasticit^  des  corps  solides. 
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es  möge  diese  Funktion,  in  der  eine  unbestimmt  bleibende, 
additive  Constante  vorkommt,  Q  genannt  werden,  so  dass: 

I  dQ^dG      dO' 

(m  ^  ^'     ^^     ^^' 

di/        dl]        drj 
ist. 

Wenn  auf  die  Elemente  der  Fläche  5  =  0  keine  fremden 

Druckkräfte  wirkten,  d.  h.  keine  andern,  als  die  von  der  Ela- 

sticität  des  Aethers  herrührenden,  so  müsste  für  ;2;  =  0  auch 

sein.  Diese  Gleichungen  sind  aber  nicht  verträglich  mit  den 
Gleichungen  18)  und  der  Annalmie,  dass  die  Dichtigkeit  des 
Aethers  stets  ungeändert  bleibt.  Wir  nehmen  daher  an,  dass 
die  Differenzen 

fttr  z  —  0  nicht  verschwinden;  sie  sind  die  Componenten  des 
fremden  Druckes,  der  auf  ein  Element  der  Fläche  z  ^0 
wirkt,  des  Druckes,  der,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  von  den 
Kräften  herrührt,  die  die  wägbaren  Theile  der  beiden  Mittel 
auf  den  Aether  ausüben.  Es  soU  die  Arbeit  dieses  Druckes 
aufgesucht  werden;  bezogen  auf  die  Einheit  der  Zeit  und  der 
Fläche  ist  diese: 

{z.-z\)  ff  +  (F. -  r.)  %+{z.- z',)  1^. 

Bildet  man  diesen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (16), 

so  zeigt  er  sich  zusammengesetzt  aus  zwei  Theilen,  von  denen 

der  erste  nach  (19) 

dQdu  _  dQ^dv 
dy  dt         dx  dt^ 

der  andere  das  Doppelte  von: 

/  /    V   (dw  dv        dwdv\         .  /    X   (^dv_ dwdv\ 

l«ii  -  ö  n)  \Qy  ^  "  lid^J    ■"  ^^21  -  Ö2J  [q;^  Qt        de  dx) 

f  /    X  (du  die        dudvÄ         f  /    V   (dudw        ^^i?\ 

+  l«i2  —  « 12)  \ey  Jt  ■"  d'i  d~i/)   ""  ^^22  "-  ö  22;  [ß^g  Qt  ""  dt  dx] 

.  /    V  Idv  du        dv  du\    __  f  ,    V    Idv^du         dvdu\ 

-t-  1^13  -  ^  19)  [d^  Ji  '^  'di  dy)       ^^"  *"  ^  2»J  \dx  Ji      di  dx) 
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ist  Der  letzte  Ausdruck  hat  das  Eigenthümliche,  zu  yer- 
sch winden,  sobald  i/,  r,  «r  für  r  =  0  Functionen  einer  Function 
von  J^i  yt  t  sind;  und  das  findet  statt  bei  den  particulären 
Lösungen,  die  hier  allein  betrachtet  zu  werden  brauchen.  Als 
vierte  Grenzbedingung  soll  angenommen  werden,  dass  flur  ^  =  0 

Q  =  const. 

ist;  dann  verschwindet  in  dem  eben  bezeichneten  Falle  die 
Arbeit  der  fremden  Druckkräfte  und  es  gilt  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft,  der  eine  der  Grundannahmen  bei  der  Theorie 
des  Hm.  Neumann  bildet  Statt  der  einen  Gleichimg  Q  = 
const  können  nach  19)  auch  die  beiden 

gesetzt  werden,  welche  aber  zusammen  mit  der  Gleichung 
10  =  to  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  aus- 
machen. 


Nun  soll  eine  particuläre  Lösung  der  Gleichimg  17)  und 
der  entsprechenden  Gleichimgen  gesucht  werden,  die  den  Be- 
dingungen 18)  und  20)  genügt,  imd  die  ein  System  solcher 
Wellen  darstellt,  wie  sie  einzeln  im  ersten  Abschnitt  betrachtet 
worden  sind.  Die  Zahl  der  Wellen,  welche  das  System  bilden, 
bleibt  vorläufig  unbestimmt  Die  Zeichen,  welche  auf  die 
einzelnen  Wellen  sich  beziehen,  sollen  die  Lidices  1,  2,  . .  er- 
halten, die  imgestrichenen  Zeichen  aber,  wie  früher,  flir  das 
erste,  die  gestrichenen  ftlr  das  zweite  Mittel  gelten.   Wir  setzen: 


(21) 


und  ebenso: 
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k'.  = 


V 


10,   = 


/,  A\  f  (^:'-'-+.^^  y-+^*  -  ^ 


wo  /  eine  willkürliche  Function  des  hinzugefügten  Arguments 
ist,  A^j  A\  Constanten  bedeuten.  Den  Differentialgleichungen 
wird  dann  genügt  durcli 


Um  die  Grenzbedingungen  erfüllen  zu  können,  setzen  wir  fest, 
dass  die  Argumente  der  Function  /  flir  r  =s  0  alle  einander 
gleich  werden,  d.  h.  dass 


(22j 


m 


1     __     ^4    _-  — 


171 1  IM 


ist;  die  Gleichungen  (18)  sind  dann  die  Gleichungen 

SS  a^  A^  =  2  a\  A\ 
(23)  \2-ß,A^=^2^,A, 

2y,  A,^2  y\  A\ 

und  die  Gleichimgen  20)  werden  bei  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen, durch  welche  (?,  |,  ?;,  f,  a,  b,  c  und  fj  definirt  sind, 


(24) 


Dass  die  drei  letzten  von  diesen  fünf  Bedingungen  nicht  un- 
abhängig von  einander  sind,  lässt  sich  leicht  yerificiren.  Man 
multiplicire  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  der  Gleichungen 

(24)  mit  den  entsprechenden  Grössen  -y,  die  einzelnen  Glieder 

der  zweiten  mit  den  entsprechenden  Grössen  y,  was  nach  22) 

erlaubt  ist;  zieht  man  die  Residtate  von  einander  ab,  so  er- 
Kirchhof f,  Getammelte  Abbandlun^en.  24 
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hält  man  die  letzte  der  Gleichungen  23),  da  aus  den  beiden 
ersten  der  Gleichungen  13) 

folgt. 

Multiplicirt  man  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  der  Glei- 

chimgen  24)  mit  den  entsprechenden  Grössen  y,  die  einzelnen 

Glieder  der  zweiten  mit  den  entsprechenden  Grössen  p.,  so 
erhält  man  bei  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  und  15) 

2A,  m,  {b,  +  m,  tg  b,)  =  -T  A\  m\  {6\  +  m\  tg  t\)y 

wo  die  Vorzeichen  der  Grössen  tg  €  so  gewählt  sein  müssen, 
wie  es  15)  erfordert.  Diese  Form  der  Gleichungen  24)  hat 
das  Eigenthümliehe,  dass  in  ihr  ebensowenig,  wie  in  den 
Gleichungen  23)  die  Constanten  der  Elasticität  des  Aethers 
explicite  vorkommen.  Von  dieser  Form  sind  die  von  Mac 
Cullagh  aufgestellten  Grenzbedingungen. 

Jetzt  handelt  es  sich  noch  darum,  zu  ermitteln,  welche 
Richtungen  die  einzelnen  Wellen  haben  müssen,  damit  die 
Gleichungen  22)  erfüllt  werden.  Bisher  ist  von  den  Coordi- 
natenaxen  nur  die  r-Axe  bestimmt;  es  sollen  die  andern 
nun  so  gewählt  werden,  dass  für  eine  Welle  m  =  0  ist;  es  ist 
dann  für  alle  Wellen  m  =  0  und  es  kann  für  jede  einzelne 

|/  =  sin^  m  =  0  n  =  cos  tp 

(25)  I  cf  =  cos  ö-  cos  (f>  /9  =  sin  19-        j'  =  —  cos  ß'%m<p 

I  a  =  —  sin  i?-  cos  tp         b  =  cos  &        c  =  sin  i?-  sin  qp 

gesetzt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  13)  folgt,  da  m  =  0  ist, 

ö5 


öa 


-  V^Qi^n-  (II  ^  F2c)/  =  0 


^  —  V^h  =  0- 
ob        ^    ö  — u, 


setzt  man  noch: 


r,       F,  v\       v 


h        h  i\        i 


—   .,    —  . .  —  ff. 
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SO  ergiebt  sich  hieraus: 

(2ß)      ^""'^  -  2  «13  tg  qP  +  («33  -  Ä'-)  tg2  (p)  («22  +  («„  -  h^  tg2  (f) 
^       ^  -(«12-«32tgy')^(l+tg«(!p)=0 

und: 

(27^  iR^=  — ^" ^^—"^ -  . 

^     '  ö^is  cos  9  —  öfss  sin  (p 

Ebenso  ist  für  das  zweite  Mittel: 

,„«.  («' n  -  2  «',3  tg  qp'  +  («'33  -  A»)  tg'  <p')  (a',3  +  (a'33  -  Ä«)  tg»  9p') 

^     ^  -  («'12  -  « « tg  Vy  (1  +  tg^  y')  =  0 

und: 

(29)  tg &'  =  _ "'"-^'-«^V^  -, . 

^     ^  ^  a ,,  cos  <3p  —  a  ,j  sin  <3p 

Wir  nehmen  eine  von  den  einzebien  Wellen  als  gegeben  an; 
dann  ist  h  gegeben,  die  Gleichung  26)  bestimmt  die  Werthe 
von  (p^j  (f^j  . . ,  die  Gleichung  28)  die  Werthe  von  (p\j  (p\^  . . 
und  die  Gleichungen  27)  und  29)  geben  die  entsprechenden 
Werthe  von  d-p  ft^,  . . ,  &\,  &\,  . .  . 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  viele  verschiedene  Wellen  in  jedem 
der  beiden  Mittel  vorhanden  sein  können.  Die  Gleichungen 
(21)  werden  bei  den  jetzt  eingeführten  Zeichen 

u,  =  cos  &,  cos  (f,  AJ  (^  +  ^-^  -  ^J 
sin*,^,/(-^-+^-^' 

w,  -=  cos  &,  sin(jp,  A,f  [l  +  ~^^  -  ?j  . 

Hebt  man  aus  jedem  dieser  Ausdrücke  cos  &^  cos  y, 
als  Faktor  heraus  und  setzt  tür  tg  0-^  den  aus  (27)  sich  erge- 
benden Werth,  so  sieht  man,  dass  u^,  t\,  w^,  bis  auf  einen 
gemeinschaftlichen,  constanten  Faktor  eindeutig  durch  tg  (p^ 
bestimmt  sind;  einem  jeden  der  Werthe  von  tg  qp,  die  aus 
(26)  sich  ergeben,  entspricht  also  nur  eine  Welle;  da  diese 
Gleichung  eine  biquadratische  ist,  so  können  also  vier  ver- 
schiedene Wellen  in  dem  ersten  Mittel  vorhanden  sein.  Das- 
selbe gilt  offenbar  von  dem  zweiten  Mittel  Jede  der  Summen 
in  den  Gleichungen  (23)  und  (24)  ist  daher  aus  vier  Gliedern 

24* 
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zoBammen gesetzt  zu  denken  und  die  Zahl  der  Glossen  A,  . 
ist  acbt.  Die  genannten  Gleichungen  enthalten  vier  von  ein- 
ander unabhängige;  die  letzte  der  Gleichimgeu  (24 ,i  ist  in  Folge 
davon,  dass  die  Grössen  m  gleich  Null  sind,  identisch  mit  der 
letzten  der  Gleichungen  (23);  vier  von  den  Grössen  A,  A 
können  daher  beliebig  gevählt  werden,  die  vier  andern  finden 
dann  ihre  Bestimmung  durch    23)  und  ^24). 

Um  auf  Fälle  zu  kommenj  die  der  Beobachtung  zu^nglich 
sind,  muss  man  im  Allgemeinen  gewisse  drei  von  den  Grössen 
Ä,  Ä  gleich  Null  annehmen.  Es  sei  tg  y,  eine  reelle 
Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung  (26);  dann  kann  die 
Welle  im  ersten  Mittel,  auf  die  der  Index  1  sich  bezieht^  be- 
zeichnet werden  entweder  als  eine  einfallende  oder  als  eine 
reflettirte  oder  gebrochene;  als  eine  einfallende,  wenn  sie 
angesehen  werden  kann  als  herkommend  von  einem  luiendlich 
entfernten  Erschütterungsmittelpunkte,  der  in  dem  Mittel  liegt, 
in  dem  sie  sich  bewegt,  der  also  eine  unendlich  grosse  nega- 
tive r-Ordinate  hat;  als  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn 
das  nicht  der  Fall  ist.  Ist  das  Mittel  ein  isotropes,  so  ist 
diese  Alternative  leicht  zu  entscheiden,  da  dann  der  Erschütte- 
mugsmittclpunkt  auf  der  rückwärts  gezogenen  Wellennormale 
liegt.  In  diesem  Falle  ist  die  Welle  eine  einfallende,  weün 
Atg^j  positiv  ist,  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn  Atgtjr, 
negativ  ist  Dasselbe  gilt  auch  bei  einem  krystatlinischen  Mitt«l, 
wenn  sin  ^y,  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  liegt,  einer  Grenze, 
die  wenig  kleiner  als  1  bei  allen  Krystallen  ist.  die  nur  eine 
kleine  Doppelbrechung  besitzen,  AUgemein  wird  hier  aber  die 
Natur  der  Welle  in  der  genannten  Hinsicht  durch  den  Strahl 
bestimmt,  der  zu  ihr  gehört,  danach  ob  dieser  Stahl  einen  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  mit  der  ;-Ase  bildet.  Durch  Betradi- 
tungen,  die  an  die  Wellentiäche  zu  knüpfen  sind,  lässt  sich  be- 
weisen, dasB,  wenn  die  Gleichung  (26)  vier  reelle  Wurzeln  be- 
sitzt, zwei  von  ihnen  einfallenden  Wellen,  die  beiden  andern 
reflektirten  oder  gebrocheneu  entsprechen,  und  dass,  wenn  die 
genamite  Gleielimig  nur  zwei  reelle  Wurzeln  hat,  eine  ein- 
fallende und  eine  reflektirte  oder  gebrochene  Welle  vorhanden 
ist.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Gleichung  (28).  Verwirkliclit 
können  im  Allgemeinen  allein  Fälle  werden,  m  denen  nur  eins 
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einialleD(Ip  Welle  existiit,  Haben  die  beiden  biquadratisclien 
Gleichungen  lauter  reelle  Wurzeb,  so  musa  man  daher  die  Am- 
plituden von  di'eien  der  vier  einfallenden  Wellen,  welche  die 
\-ier  aufgestellten  Gleichungen  ergeben,  gleich  Null  annehmen. 
In  dem  Mittel,  in  dem  die  ttbrig  bleibende  einfallende  Welle  sich 
bewegt,  hat  man  dann  neben  dieser  noch  zwei  reflektirte  Wellen, 
in  dem  andern  Mittel  zwei  gebrochene. 

Wenn  aber  die  Gleichungen  für  ^71  und  tgrp  complexe 
{oder  cein  imaginäi-e)  Wurzeln  haben,  30  ist  neben  der  Rück- 
sicht, dass  nur  eine  einfallende  Welle  vorhanden  sei,  noch 
eine  andere  zu  nehmen.  Wenn  solche  Wurzeln  da  sind,  so 
kann  man  Ausdrücke  für  w,  »■,  ir,  u'.  v,  tr  genau  auf  dem- 
selben Wege  bilden,  wie  wenn  die  beiden  biquadratisclien  Grlei- 
chuugen  nur  reelle  Wurzeln  haben,  vorausgesetzt,  dass  die 
Punktion  /'  nicht  allein  fiir  reelle,  sondern  auch  fiir  comple^e 
WerÜie  ihres  Arguments  bekamit  ist.  Diese  AusdilScke  sind 
complex;  setzt  man  abei"  ihre  reellen  Theile  den  Zeichen  v, 
r.  w,  «'.  e,  IV  gleich,  sii  erhält  man  wieder  eine  reelle  Lösung 
der  Differentialgleichungen  und  der  Grenzbedingungen.  Wir 
nehmen  die  einfallende  Welle  als  gegeben  an;  dann  i^it  der 
reelle  TlieÜ  der  Funktion  /'  für  reelle  Wertbe  ihres  Arguments 
auch  gegeben;  es  handelt  sich  zunächst  darum  /'  selbst  allge- 
mein zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  unbestimmt;  wir  machen 
üe  zu  einer  bestimmten  (abgesehen  davon,  dass  eine  additive, 
rein  imaginäre  Constante  in  y  willkürHch  bleibt),  indem  wir 
feeteetzen,  dass  _/"  für  keinen  Werth  seines  Arguments,  dessen 
imaginärer  Tbeil  =  imal  einer  positiven  Grösse  ist,  unend- 
lich werde.  Nothwendig  wird  f  dann  unendlich  für  einen 
Wertb  seines  Arguments,  dessen  imaginäi-er  Theil  =imal 
einer  negativen  Grösse  ist,  oder  für  mehrere  solcher  Werthe, 
In  Folge  dessen  werden  die  Ausdrücke  von  «,  i-,  tr,  v',  v,  w 
im  Allgemeinen  für  gewisse  Werthe  von  a>,  z,  t  unendUch;  imi 
dos  zu  verhindern,  müssen  gewisse  von  den  Grössen  A,  A 
gleich  Null  angenommen  werden.  Gesetzt,  es  sei  tg  tf^  eine 
complexe  Wui'zel  der  Glnichung  (-6);  da  diese  Gleichung  reelle 
Cogfficient«n  hat,  ho  mnss  sie  eine  zweite  complexe  Wurzel 
haben,  die  jener  conjugirt  ist;  diese  sei  tg  <(.,.  In  den  Aus- 
drücken    von  H.   V.  u\  kommt  der  Faktor 
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in  den  ÄusdrUckeD  tod  rij. 


IC,  der  Faktor 


Äi' 


vor.     Da  tg  tp^  und  tg^j  conjugiit  siiid,  so  sind  es  auchn 
y- und      F-7 — -; 

63  sei  der  Coefficient  Ton  i  in  dem  ersten  dieser  Ausdiücke 
positiv,  in  dem  zweiten  negativ;  da  in  dem  Mittel,  auf  welches 
die  ungestrichenen  Buclistaben  sich  bezieben,  r  negative  Werthe 
hat,  so  werden  dann  w,,  t-j,  tc,  nnendÜcb  für  gewisse  Werthe 
von  X,  t,  z,  wenn  A,  nicht  verschwindet,  während,  w„  v^,  w, 
überall  endlich  bleiben,  welches  auch  der  "Werth  von  A^  sein 
möge.  Um  zu  verhindem,  dass  u,  c,  w  unendlich  werden,  bat 
man  also  A,  =  0  zu  setzen.  Sind  tg  rf\  und  tg  <f'^  zwei  con- 
jugirte,  complexe  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  filr 
tg  <f',  und  ist  der  imaginäre  Theil  von 

=  mal  einer  positiven  Grösse,  so  muss  man  A\  =  0  machen, 
damit  u',  c',  v>'  nicht  unendlich  werden,  da  in  dem  zweiten 
Mittel  z  poBitiv  ist 


Will  man  die  entwickelten  Gleichungen  auf  specielle  fälle 
anwenden,  so  muss  man  die  Constanten  der  Elasticität  des 
Äßthers   ausdrücken    durch    die    Längen    der   Hauptaxen   des 

Elasticitä-tselbpsoids  und  die  Winkel,  die  diese  mit  den  Coor^ 
dinatenaxen  bilden.  Es  seien  für  das  erate  Mittel  a,  b,  c  die 
recipruken  Halbaxen  des  Elasticitätsellipaoids  und  die  folgende 
Tafel  gebe  die  Cosinus  der  Winkel  an,  die  diese  mit  den 
Coordinatenaxen  machen. 


a   b   c 

X 

P,  P,  F, 

y 

?i  ?.  ?. 

z 

'l  '.  '. 
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Der  in  (14)  aufgestellten  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoids 
zufolge  ist  dann: 

«11  =  «V?  +  ^Vi  +  c'pl 

«23  =  0*^1  ''l  +  ^^92  ^2  +  C^93  ^S 
«31  =  ^^^iPi  +  ^^^iPi  +  C^r^Pz 

«12  =  «Vi  91  +  ^^2  92  +  cVs  9v 

Ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  die  c-Axe  die  optische  Axe, 
so  ergiebt  sich  hieraus: 

«11  =  «^  +  (P^  -  «^);^3  «23  =  (^*  -  «^)  ?3  ''s 

«28  =  «*  +  (^^  -  «^)  98  «31  =  iP^  -  «')  '•sft 

«83  =  «*  +  iP^  -  «^  i  «12  =  ip^  -  «*)P8  %• 

Ist  das  Mittel  isotrop,  so  hat  man 

«11   ~  «22  ~  «33 

«23  =  «81   =  «12  =  0 

und  als  Sichtungen  der  Hauptaxen  des  Elasticitätsellipsoids 
können  irgend  welche  drei  aufeinander  senkrechte  Sichtungen 
angenommen  werden. 

Es  soll  der  Fall,  dass  das  erste  Mittel  ein  isotropes  ist, 
noch  etwas  näher  betrachtet  werden.  Es  sei  (p  eine  Wurzel 
der  Gleichung,  in  welche  (26)  in  diesem  Falle  übergeht;  man 
kami  dann  setzen 

9>i  =  qp        ^2  =  9         93  =  ^  —  y        9>4  =  ;r  —  qp 

Ist  (p  reell,  so  sind  entweder  die  Wellen  1  und  2  einfallende 
und  die  Wellen  3  und  4  reflektirte  oder  gebrochene,  oder  es 
findet  das  Umgekehrte  statt;  die  Wellen  1  und  3  schwingen 
parallel  zur  Einfallsebene,  die  Wellen  2  und  4  senkrecht  zu 
dieser.  Bei  Eücksicht  auf  (25)  werden  die  Gleichungen  (23) 
und  (24),  wenn  man  noch  den  gemeinsamen  Werth  von  Oj^, 
022  ^^^  «33  d^^ch  a  bezeichnet, 

(-^1  —  A^    cos  (p     ==  ^  -^'i  cos  (p\  cos  &\ 
{A^  +  -ig)     sin  <)p     =  ^  ^'j  sin  (p\  cos  &\ 
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A,  +  >4(  =  ^  -^  I  si"  "^1 

'     •  •'      sin  tfi  ^d  6m  T  I  I    ■       II  1 

—  <)',  j  sm  fi'i  sm  ^j)i 
(Xt  wird  man  von  hier  aus  die  Bedmimg  am  beqiKinsbs  ia 
der  Weiso  weiterJUbreu,  dass  mau  zunächst  diese  Gl^cbungen 
für  di«  vwT  Falle  auflöst,  dass  eiae  von  den  GrösseD  ä 
gleic-b  1  iiit,  während  die  drei  andern  verschwinden;  mit  Hfili^e 
dor  vier  Werthsysteme,  die  man  dabei  für  die  Grössen  J„  A^ 
Af,  A^  findet,  kiinn  man  dann  leicht  die  Amplituden  der  re- 
flektirten  uud  gebrochenen  Wellen  finden,  die  sich  bilden,  wenn 
in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Mittel  eine  gegebene  ein- 
fallende Welle  vorhanden  ist. 


lieber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in     ^^* 
einer  PlUssigkeii.') 

In  ihrem  Buche  Treatise  on  natural  philosophy,  Oxford 
18ff7,  p.  264  haben  die  Herren  Thomson  und  Tait  die  Auf- 
gabe behjindeU,  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer 
Flüssigkeit  zu  be»timmen.  Unter  den  Bedingungen,  unter  denen 
sie  dieselbe  gelöst  haben,  befindet  sich  auch  die,  dass  der 
Kiirper  um  seine  Bofationsaxe  nicht  rotirt  »nd  diese  Aie  in 
einer  festen  Kbene  bleibt.  Ich  habe  gefunden,  dass  die  Auf- 
gabe auch  ohne  diese  Besulu'änkung  lösbar  ist  und  ebenso,  wie 
unter  derselben,  auf  elliptische  Integrale  fÜhit.  Das  zu  zeigen 
kI  der  Zweck  dieser  Abbamilung. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sollen  unter  den 
folgenden  Voraussetzungen  abgeleitet  werden:  Ein  starrer 
Körper  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebig  vertheilter  Masse 
befindet  sich  in  einer  incompri.'ssibein,  homogenen  Flüssigkeit, 
die  uuHser  durch  seine  OberÜJlcbe  durch  eine  im  Unendlichen 
liegende,   geschlossene,    feste   Fläche   begrenzt   ist.     Reibung 


1)  Boruhardt's  Journal.    Bd.  Tl. 
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r  Fluesigkci! 
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findet  in  der  Flüssigkeit  üiclit  statt.  Auf  den  Körper  nirkeu 
Kräfte,  welche  ein  Potentini  besitzen,  das  mir  von  der  Lage 
des  Körpers  abhängig  ist.  Auf  die  Theile  der  Flüssigkeit 
wirken  keine  Kräfte.  "Wirbelbewegungen  sind  in  der  Flüssigkeit 
lOicht  vorbanden.  Die  Geschidndigkeiten  ändern  sich  überall 
in  derselben  stetig  mit  den  Coordinaten  des  Ortes;  durch  diese 
Annahme  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  von  der  Ober- 
le  des  Köi-pei's  eine  Fläche  ausgeht,  die  —  ähnlich  der 
Oberfläche  eines  Strahles,  der  in  gleichartiger  Flüssigkeit  sich 
bewegt  —  Theile  der  Flüssigkeit  trennt,  die  verschiedene  Ge- 
schwindigkeiten haben.  Endlich  soU  der  Bewegungszustand 
äes  ^atems  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  durch  Kräfte,  die 
Ulf  den  Körper  wirkten,  henorgegangen  sein;  diese  Annahme 
bildet  eine  Beschränkung  der  Aufgabe  in  dem  Falle,  dass  der 
Ton  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  ein  mehrfach  zusammeu* 
hängender  ist.  dass  der  Körper  z.  B.  die  Gestalt  eines  Ringes  hat. 
Um  die  Integration  dei'  Difl'erentialgieichungen,  die  imter 
diesen  Voraussetzungen  gelten,  zu  ermöglicheu,  wh-d  dann 
*eiter  angenommen  werden,  daas  die  Kräfte,  die  auf  den 
Körper  wirken,  verschwinden,  dass  die  Oberfläche  des  Körpers 
Botaüonnilädie  und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm 
Symmetrisch  zur  Rotationsaxe  ist. 

§.  1. 

Die  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen  sollen  aus 
dem  Hamilton'schen  Principe  entwickelt  werden.  Bezeichnet 
ß  das  Potential  der  auf  den  Köriier  wirkenden  Kräfte,  T  die 
lebendige  Kraft  des  ganzen  Systemes  unti  /  die  Zeit,  so  iat 
nach  diesem; 


S  f[.Q+  T)tit  =  0. 


(1) 

seien  :i-,  »/■  '  (l'C  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers 
Dl  Bezug  auf  ein  in  diesem  festes  Cnordiuatensystem ,  |,  i/,  Z 
die  Ooonlinateii  desselben  Punktes  zur  Zeit  /  in  Bezug  auf 
^  im  Räume  festes  Coordinatensystem,  und  es  sei  weiter: 


!-«+. 


»,J,  +  C 
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Die   12  Grössen  a,  /?,  7-  sind  dann  Functionen  der  i 
deren  Bestimmung  es  sich  handelt.     Man  setze  feraer: 

da,    .    o  <ißt     .         "^ri 


d.  li.  man  bezeichne  durch  «,  p,  ic  die  Geschwindigkeiten  des 
Anfangspunktes  der  j-,  //,  :  nach  den  Richtungen  der  x,  y,  t 
und  durch  p,  q.  r  die  Drehungsge schwind igkeit«n  des  Körpers 
um  die  Äsen  der  x,  y,  z.  Die  lebendige  Kraft  des  Körpers 
ist  daun  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  «,  u,  m, 
p,  q,  r  mit  conslauten  Coefficienten ;  es  soll  gezeigt  werden, 
dasB  untej"  den  genannten  Voranssetzungeii  auch  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
derselben  Variabein  mit  constanteii  Coefiicienten  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  j-,  y,  ^  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der  Flüssigkeit  ein- 
genommenen Baumes  in  Bezug  auf  das  im  Körper  feste  Coor- 
dinatensystcm  bei  der  Lage,  welche  dieses  zur  Zeit  l  hat  Die 
Componenten  der  Geschwindigkeit,  welche  in  diesem  Punkte 
zur  Zeit  t  stattündet,  nach  den  Axeu  der  j-,  y,  i  sind  dann 
den  gemachten  Annahmen  zufolge  -^,  -^,  ^,  wenn  tp  das 
(ieschwindigkeitspotential  bedeutet,  und  es  ist  dieses  eine  in 
dem  ganzen  Gebiete  von  r,  y,  z  stetige  und  eindeutige 
tion  dieser  Variabein,  die  der  Differentialgleichung: 

genügt  Bedeutet  N  die  Normale  eines  Flächenelementes,  so 
ist  femer  fiir  alle  Elemente  der  Flache,  welche  die  Flüssigkeit 


eine  in 
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im  Unendlichen  begrenzt,  ^  =  0,  und  für  jedes  Element  der 

Oberfläche  des  Körpers  ist  w^  =  der  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  anliegenden  Theiles  des  Körpers  nach  der 
Sichtung  von  N. 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers,  d.  h.  sind  w,  r,  m?,  p,  q,  r 
gegeben,  so  ist  hiemach,  einem  bekannten  Satze  gemäss,  (p  bis 
auf  eine  willkürliche  additive  Constante  bestimmt.  Es  ist  also 
qp,  abgesehn  von  dieser  Constanten,  eine  Function  von  Uy  r,  tr, 
Py  q,  r,  und  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  ist  gleichfalls 
eine  Function  dieser  sechs  Variabein.  Um  nachzuweisen,  dass 
die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  ist,  ist  nur  zu  zeigen,  dass  q>  einer  linearen 
homogenen  Function  der  mehrfach  genannten  Grössen  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung 
aber  zeigt  die  folgende  Ueberlegung. 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des 
Körpers  nach  den  Axen  der  |,  7;,  f  sind: 

d^  drj  d^ 

"37'         "57'         "57' 
also  die  nach  den  Axen  der  Xy  y,  z: 

dl    ,   o  dji  d^ 

^1  de  ^Pi  de  ^  ^1  de  ' 

^2  de  ^P^  de  ^  ^a  de  ' 


oder: 


dl      ^  dji,        dl 
^3  de  ^P^  de  ^  ^8  de 


u  +  ry  —  qzy 
(2)  *    V  +pz  --  rxy 

w  +  qx  —  pyy 

wie  aus  den  Gleichungen  folgt: 

«_s    **-     i_  ^"i         i_  da^        ,    da^ 

"TJ  -  iTJ  -^  -Je  ^  -^  -djy  ■*■  de  ^' 


de 

aa 

""  de 

drj 

de 

_   dß 

de 

d^ 

de 

de 

Od»  «e  BrMs-S  e 


9.  r  und  dea  BehlMAa.  Äe  xmaebea  u^,  ß^,  y,,  «,.  ^  /j, 
0^  /^  7,  bestt^n.  Die  BeA^n«,  ds  f  m  der  Obeiflli^ 
des  K&Tp6T5  !■  gnAgcn  Mt,  vt  twniKli; 

+  (r  +  pz  —  rx)  cos  (A^y)  ] 

+    tr  +  ^^—py)  cos  (iV,*). 
Mao  eri&llt  daher  alle  türy  aii%(i>teDten Fordenugfm.  indem  mao: 

setzt  luid  die  FimctioDeD  ijr,.  <f^.  ...,  f,  so  bestimmt,  dass 
jede  TOD  ihnen  d«n  für  7  aDgeg<ebenen  Bedingui^en  genttgt 
mit  Ausnahme  deijenigeo,  die  dcb  aof  die  Oberflüche  des 
KSrpers  bezieht,  und  da^  f&r  diese  Oberääche: 


=  cos  {y,-r), 

=  COS  (N.z). 
Diese  Functionen  7-,, 


^  =  icoe  (iVjjr)  -  y C03(Ai 

^^.  =:  *  cos ;  a;  :)-zcos  {rf, 

g^  =yCft^(.V,x)  —  ^C08(W, 


i 


.  q^  dnd  unabhängig 
:  kann  daher  7  einer  linearen  homogenen 
Function  dieser  Grössen  gleichgesetzt  werden.  Ferner  sind 
?i»  9i'  •  •  ■  fe  «"sser  von  f,  y,  z  ausschliesslich  von  der  Ge- 
stalt des  Körpers  abhängig.  Daraus  folgt,  dass  die  lebendige 
Kraft  der  Flassigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  a,  i),  K,  p,  q,  r  ist,  deren  Coefficienten  durch  die  Gestalt 
des  Körpers  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind. 


}2. 
Nach  den  gemachten  Ausetnandersetzuiigen  ist  die  in  Gleichimg 
(1)  mit  T  bezeichnete  lebendige  Kraft  des  Körpera  und  der 
Fltissigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  h,  », 
Mt,  p,  q,  r  mit  Constanten  Coefiicienten ;  nach  der  Annahme 
igt  il  eine  Function  der  Coordinaten  «,  ß,  y  und  der  Cusinus 
«,,  ßf,  ■/^,  ß„  (i^,  ;■,  cfj,  1%,  ;■,.  Zwischen  den  18  Variabein, 
von  welchen  liieiiach  Si+  T  abhängt,  bestehn  12  Bedingungs- 
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gleichungen,  die  6  Definitionsgleichungen  für  «,  »,  w,  p,  g,  r 
nämlich  und  die  6  Relationen  zwischen  den  9  Cosinus  a^^ 
/Sj , . .  Nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  hat  man,  um 
die  Gleichung  (1)  zu  entwickeln,  zu  ii+  T  hinzuzufügen  die 
mit  unbestimmten  Faktoren  multiplizirten  Ausdrücke,  welche 
den  Bedingungsgleichungen  zufolge  gleich  Null  sein  sollen,  und, 
wenn  5  die  so  erhaltene  Summe  bedeutet,  die  Gleichung: 


0  =  ^/ 


Sdt 


unter  der  Voraussetzung  zu  entwickeln,  dass  jene  Variabein 
und  diese  Factoren  unabhängige  Functionen  von  t  sind.  Die 
18  Gleichungen,  die  man  aus  der  Gleichung 

dS       d  /  dS 


oS  _  d^  /   öS  \ 
ds  "~  dM  j3  ds  I 

V  dt  I 


erhält,  w^enn  man  hier  für  s  der  Reihe  nach  jene  18  Variabein 
setzt,  bilden  in  Verbindung  mit  den  12  Bedingungsgleichungen 
die  gesuchte  Entwicklung. 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Bedingungs- 
gleichungen an  und  die  entsprechenden  Factoren,  die  einge- 
führt werden  sollen. 

Bedingungsgleichungen.  Factoren. 

^1  dt    ^P^  dt    ^^^dt         ^       "  ^ 


a 
«1 


de  ^  P^  d(  +  ri  dt 


+    ß'^ 

+  n 

-1=0 

J^l 

+    ßl 

+  rl 

-1=0 

i^3 

+    ßl 

+  7'i 

1=0 

i^3 
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Bedingungsgleichiingen. 

Factoren. 

«2  «3  +  t%  ßa  +  ri  n 

=  0 

^3  ~  ^2 

«3«!+  hß\  -^nvx 

=  0 

^1  ~  ^3 

«1  «2  +  Ä  /^2  +  r\  n 

=  0 

^12  ^  ^v 

Daraus  folgen  diese  18  Gleichungen: 

du          ^' 

BT 
dp 

P, 

dT              y 

dT 

dq  - 

Q, 

dT 
dr  ~ 

B, 

£  +  ^'^f  +  ^It  +  ^1  «1  +  ^2  «2  +  ^3 «a  =  JiWi  R), 


dii 

dß, 

dSi 

dy^    '     '    dt    ~^  '    It    ~^  "«'1  "^  ""  -'S     •    "23/3  -  J( 
W+^'dJ+  ^Jt    +  ^1  «^1  +  ^32  «^2  +  ^-33  «3  =  Jii^i  P), 


_  +  V^^^  +  F'^-fj  +  X,,  ß,  +  ^,  ß,  +  A„Ä  =^,0?iÄ), 

+  ^i^  +  P^-^  +  ^21  ri  +  h,  Yz  +  Ka  n  =  T,  (Xi  R), 


Die  WertLe  von  U,  V,  W,  F,  Q,  R,  welche  die  6  ersten 
Gleichungen  geben,  substituire  man  in  die  übrigen;  die  3  fol- 
genden erhalten  dann  unmittelbar  eine  zum  weitem  Gebrauche 
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geeignete  Form,  während  aus  den  9  letzten  noch  die  6  Grössen 
/.  eliminirt  werden  müssen.    Jene  3  Gleichungen  werden: 


(5«) 


dt 

d_ 
dt 

£ 

dt 


BT  , 

^  du 


^^dv  '^^^dicj"  da 
dw)        df  * 


dT  dB  dT 


Die  Grössen,  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen 
hier  stehen,  sind  die  Summen  der  Componenten  der  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  nach  den  Axen  der  |,  ?;,  f. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (5*) 

mit  a^  oder  mit  cfg  oder  mit  a^ 

'     ßi      '        '     ß^      '        '     ßs 

-   /i    -      -   ^2    -     '    n 

und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  bei  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen,  die  zwischen  diesen  9  Cosinus  und  den  Grössen 
p,  q,  r  bestehen: 


(5*) 


d^dT  _     dT         dT   ,        ^^j^a^^^x        ^ 


dt  du        '^  dw       '  dv     *   *"i  da     *  ^^^  d(i    '    '  '  Of 

d  dT  _     dT         dT   ,        ö«^./?^.        ^ 
dtdv  ^'^d^^Pd^'^^'^d^'^P^dß  ^"^«öy  ' 

ddT_     dT         dT  dSl.o^^x       ^^ 

dtd^  "^d^'^'^d^'^^^d^'^P^dS'^^^d 


dß  -of 

Die  erwähnte  Elimination  der  Grössen  k  aus  den  9  Gleichungen, 
iu  denen  diese  vorkommen,  kann  man  bewirken,  indem  man 
die  Gleichungen 

mit 


0 

oder  mit 

/i 

oder  mit 

A 

J'l 

- 

- 

0 

- 

-     — 

«1 

-Ä 

- 

- 

^1 

- 

- 

0 

0 

- 

- 

72 

- 

- 

Ä 

n 

- 

- 

0 

- 

— 

«2 

-ß. 

- 

- 

«2 

- 

- 

0 

0 

- 

- 

-rz 

- 

- 

Ä 

Yi 

- 

- 

0 

- 

— 

«J 

-ft 

- 

- 

«3 

- 

- 

0 
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multiplizirt  uiid  jedesmal  addirt    Setzt  man 

^*  =  ^  ää  -  ^  äV  +  ?'i  fl Ä  "  A  ät;  +  J'^  ST.  - 


+  ''! 


SSi 


:,Öii 


öii    , 


,  SSI 


dSi   , 


,  dii 


an 


d.  h.  bezeichnet  man  diii'ch  Jtfj,  3/^,  M^  die  Drehungsmomente 
der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Axeri 
der  ^,  r,,  ^;  tiimmt  man  frrner  an,  dass  die  Axen  der  /,  y,  z 
durch  Drehung  den  Axen  der  |,  ?;,  l  parallel  gemacht  werden 
können,  so  dass 

«a  =  ßiYi-  ßi  '/v  ßi  =  rs"i—  Yi  «3-  J'a  =  «s /*i  -  «i  Ä. 
«»  =  ßin-  ßi  Yv  ßs  =  r\"-i~  Yi  «1.  J'a  =  «1  Ä  -  «a  /*i 
ist,  so  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege  nach  einigen 
Transformationen  und  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (5"): 


„er. 


,,BT  , 


di\  ,      er  ,      BT  a-ji 


ä'i  ,      er  ,      sr 

Die  Elimination  der  Grössen  i  aus  den  9  Gleichungen,  in 
denen  sie  vorkommen,  lässt  sich  auch  dadurch  erreichen,  dass 
man  diese  Gleichungen: 


Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Rflsaigkeit    385 


mit      0  oder  mit 

0  -  - 

0  -  - 

«3  -  - 

-      A  -  - 

_           *'  _  _ 

7-2  '  - 


e^3  oder  mit 


a 


2 


0 
0 
0 

«1 

ßl 


ß, 

Ts 

-«1 

-A 
-  ri 

0 
0 
0 


multiplicirt  und  jedesmal  addiil;;  dadurch  erhält  man: 


(6^)  { 


dt  dp  dw 


—  w 


dSl 


dT 
Bv 

BT 


BT 


BT 


^^bV^'b^ 


£BT^    BT_     

di  Bq  ""     Bu  Btc 


+  a 


BSl 


a 


j  ^__  D  dn  BSl  BSl 

,       BT         BT 


Ö:-^t 


±BT_    BT_     _ 
dtBr  Bv  Bu 


BSl 


§  3. 
Es  soU  jetzt  die  Annahme  eingeführt  werden,  dass  keine 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  das  Potential  £1  also  gleich 
Null  gesetzt   werden   kann.      Die  Gleichungen   (5^)   und  (6*) 
nehmen  dann  die  folgende,  einfache  Gestalt  an: 


(7) 


d  BT_ 
diBu  ■"' 

±BT  ^ 


dt  Bv 

£BT 
dtBtr 


BT 
Bw 

BT 

Bu 


—  r-, 


BT 

Bv 


-P 


BT 

Bw  ' 


BT 
^PBv 


BT 
^B^ 


d  BT        BT         BT  ,      BT         BT 


dtBp 

£BT 
dt  Bq 


Bv) 

BT 
Bu 

BT 


BT 


Br 
BT 


=^^';5;r-'^Ä^  +  ''sT-/^ 


d  BT  ^ 

dt Br  Bv 


Bw 
BT 


Bp 
BT 


-""-ff:,  +P-^-9 


Bq 

BT^ 
Br 

BT 


Bu 


Bq       ^  Bp 


Kirthhoff»  OetammeUe  AbhBndlimgtn. 
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Man  findet  drei  allgemeine  Integrale  dieser  Oleichimgen,  indem 
man  sie 

mit  u  oder  mit 


V 


w 


r 


BT     j          ..    BT 
^—  oder  mit  3— 
Bu                       Bp 

BT                      BT 

Bv 

"        Bq 

BT 

Bw 

BT 

Br 

0       - 

BT 
Bu 

0       - 

BT 

Bv 

0       - 

BT 

Bio 

multiplicirt  und  jedesmal  addirt. 
Erwägt  man,  dass: 

o^         BT,      BT,      BT,      BT,      BT,      BT 
Bu  Bv  Bw   *  ^  Bp        ^  Bq  Br 

und: 

dT  ^BTd^       BTdj^       BT^dw      BT^d^    .dTdq^B^dr^ 
de        Bu  dt  "^  Bv  dt  '^  Bw  dt  "^  Bp   dt'  "^  Bq  dt  "^  Br  dt 

ist,  so  ergiebt  das  erste  Faktorensystem: 

2r=Z; 

die  beiden  andern  ergeben: 

<«>         m^  (if)v  (^^'= ". 

BTBT      BTBT      BTBT^^  ^ 
Bu  Bp        Bx'^  Bq        Bw  Br  ' 

wo  L,  M,  N  willkül'liche  Constanten  bedeuten. 

Sechs  andere  Integralgleichungen  des  vorliegenden  Problems 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (5")  und  (6").  Setzt  mau 
in  diesen,  der  eingeführten  Voraussetzung  gemäss, 

BS2    BSl    Sn       M        M        M 
Bä^Bß^'B^'     ^«'     -^'^     ^^^ 

gleich  Null,  so  folgt  aus  ihnen: 
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(9) 


a 


dT 


+  ^2g-+«3ö 


dT 


w 


f,   BT  ,r.  dT  ,^  dT 


to 


dT  ,        ^r  dT 


W 


(10) 


dT 


BT 


er 


a  ör  ,    a  ST  ,f,  BT 


n 


dT 
dp 


dT 


dT 


+  ^2^^   +^3  Ä,    — 


dg 


dr 


A, 
B, 
C, 

A  +  ßC 
B  +  yK 
r+aB 


rB, 

aC, 

ßK, 


(11) 


WO  A,  B,  C,  A,  B,  r  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (8)  sind  Folgen  der 
Gleichungen  (9)  und  (10),  und  die  Constanten  M  und  JV  sind 
durch  die  Constanten  A,  B,  C,  A,  B,  F  ausdrückbar.  Quadrirt 
man  nämlich  die  Gleichungen  (9)  und  addirt  sie,  multiplicirt 
man  dann  die  Gleichungen  (9)  mit  den  Gleichungen  (10)  und 
addirt  sie  wieder,  so  erhält  man  bei  Bücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (8): 

f.  A2  +  B2  +  C2  =  M, 

\  AA  +  BB  +  Gr=]V. 

§4. 

Bevor  vereinfachende  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  die 
Gestalt  des  Köi*pers  und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm 
eingeführt  werden,  möge  eine  particuläre  Lösung  der  vorlie- 
genden Differentialgleichungen  angeführt  werden,  welche  unter 
denselben  Annahmen  gilt,  wie  die  im  vorigen  Paragraphen  ab- 
geleiteten Gleichungen. 

Die  Gleichungen  (7)  erfüllt  man,  wenn  man  /^  =  0,  ^  =  0, 
r  =  0  und  m,  r,  w  gleich  Constanten  setzt,  deren  Verhältnisse 
man  passend  bestimmt,  nämlich  so,  dass 

BT     dT    dT 

du       dv     dw 

ist.  Erwägt  man,  dass,  wenn  /?,  q,  r  verschwinden,  T  eine 
homogene  Fmiktion  zweiten  Grades  von  u,  v,  w  wird,  und 
zwai-  eine,  die  stets  positiv  bleibt,  so  sieht  man,  dass  die  Be- 


25 


^* 
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Stimmung  der  Verhältnisse  a:v:w  übereinkommt  mit  der  Be- 
stimmung der  Hauptaxen  eines  gewissen  Ellipsoids.  Es  folgt 
daraus  mit  Leichtigkeit,  dass  es  fiir  jeden  Körpei-  3,  und  im 
Allgemeinen  nur  3,  atif  einander  aenkrecbte  Richtungen  gieht, 
in  denen  er,  ohne  sich  zu  di'chen,  in  der  Flüssigkeit  fort- 
8chi-eiten  kann. 


5  5. 


Die  Zahl  der  Constanten,  die  in  dem  Ausdrucke  von 
vorkommen,  ist  im  Allgemeinen  21;  es  soll  jetzt  untersncÜ] 
werden,  wie  diese  Zalil  sich  verringert,  wenn  der  Körper  ge- 
wisse Symmetrien  darbietet.  Dabei  soll  zuerst  dev  Theü  von 
T  ins  Auge  gefasst  werden,  den  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit    bildet.     Das    Doppelte    dieser    lebendigen   Kraft 


1^^ 


-  +  2a, 


Dieser  Ausdruck  ist  dann,  wemi  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
durch  p  bezeichnet  wird: 


=j/^-^.^^{tey+fe)' 


wo  die  Integration  über  den  Kaum  auszudehnen  ist,  den  die 
Flüssigkeit  zur  Zeit  t  erfüllt,  und  f^  die  in  §  1  besprochene 
Funktion  von  ,r,  y,  z  bedeutet.  Substituirt  man  hier  für  qp 
den  in  Gleichung  (3)  angegebenen  Werth,  so  findet  man  ft^ 
die  Coefficienten  a  die  folgenden  Ausdrücke: 


MV 


CCC  \^ii^f"i 


fe-iMtr+i^) 


oder  auch,  wenn  dS  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpere 

und  N  die   nach   dem  Innern  der  Flüssigkeit  gerichtete  Nor- 
male desselben  bedeutet: 


I 


(12) 
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Es  werde  nun  angenommen,  dass  die  Oberfläche  des  Kör- 
pers symmetrisch  in  Bezug  auf  die  xz- Ebene  ist,  d.  h.  dass, 
wetm  j-,  j/,  z  die  C'oordinaten  eines  Punktes  dei-selben  sind,  sie 
auch  den  Punkt  .r,  —  y,  t  entliält.  Zwei  Punkte,  wie  diese, 
sollen  entsprecliende  Punkte  genannt  werden.  Li  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  der  Oberfläche  haben  dann,  den  Glei- 
chungen  (4)  »folge,  ?'jj,  f^.,  ^  gleiche  „«d  «^.,  |-T},  «« 
entgegengesetzte  Werthe.  Daraus  folgt,  dass  in  irgend  zwei 
entsprechenden  Punkten  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  ßau- 
nies,  also  auch  iJi  zwei  entsprechenden  Punkten  der  Oberfläche 
des  Körpers  Vj,  xf^,  (p^  gleiche  und  ijpj,  «■„  <f„  bei  passender 
Bestimmung  der  in  ihnen  vorkommenden  additiven  Constanten, 
entgegengesetzte  Werthe  liaben,  und  daraus  ergiebt  sich  weiter, 
bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12).  dass  diejenigen  n  ver- 
schwinden, bei  denen  ein  Index  der  Keihe  1,  3,  5,  der  andere 
der  Reibe  2,  4,  6  angehört. 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist,  wenn  dm 
ein  Element  senier  Masse  bezeichnet,  das  die  Coordinaten  x, 
y,  z  besitzt,  in  Folge  der  Bedeutung  der  Ausdiücke  (2): 


=  Jdm{{u-\-ry-q:)---\-(r  +  pz~rjry+{w  +  tix-j>y)^} 


oder: 


=/. 


-f-2j(icy  —  ur)  +2;/(t(r  — icp)  +  22(u;»  — u?) 
—  2yz    yr  — 22J-   rp  —  2xy   pq\  ; 
ist  die  Vertheilung  der  Masse  symmetrisch  zui-  le-Ebene,  so 
verschwinden  hier  diejenigen  Gheder  welche  die  Factoren: 


-  "y. 


PI 


enthalten.     Setzt  man  jenen  Ausdruck  allgemein: 
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SO   veracb winden   daier,    sobald    die  Masse    symmetrisch  zur 
j-r-Ebene   vertbeilt  ist,  diejenigeu  b,  bei  denen  ein  Index 
Reihe  1,  3,  6,  der  andere  der  Eeihe  2,  4,  6  angehört 
Daraus  folgt,  daaa,  wenn  man  allgemein: 

2T=c^^  w^  +  2c„  uv  +  2c^.^  uic  +  2c^^np  +  ... 
+    c,,v^  +2c,,v,c+ 


eh  zur      ' 

lex  der      J 


setzt,  diejenigen  c  gleich  Null  sind,  bei  denen  ein  Indesi 
Reihe  1,  3,  5,  der  andt;rc  iler  Reihe  2,  4,  6  angehört,  falls 
der  Körper,  sowohl  in  Bezug  auf  seine  Gestalt,  als  in  Bezug 
auf  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm,  aymmetriscb  zur  x:- 
Ebene  ist. 

Findet  eine  solche  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  j/^-Ebene 
oder  die  «y-Ebene  statt,  so  treten  an  Stelle  dei-  Reihen  1,  3,  5 
und  2,  4,  ß  die  Reihen  2,  1,  8  und  3,  5,  4  oder  die  Reihen 
3,  2,  4  und  1,  6,  5. 

Ist  der  £örper  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  drei  Coor- 
dinatenebenen,  so  entliält  hiernach  der  Ausdruck  von  2  T  nur 
die  Quadrate  von  «,  i-,  w,  p,  q,  r. 

Es  soll  nim  angenommen  werden,  dass  der  Körper  der 
Gestalt  und  der  Vertheilung  der  Masse  nach  ein  Rotations- 
körper ist,  Jessen  Äxe  mit  der  x-Axe  zusamiueofällt.  Es 
findet  dann  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  ^y-Ebene  und  in  Be- 
zug auf  die  j-s-Ebene  statt,  und  daher  ist 

Zwischen  den  hier  vorkommenden  Constanten  bestehen  aber 
noch  einige  Beziehungen.  Um  diese  zu  finden,  führe  man  neben 
dem  System  der  j-,  y,  r  noch  em  zweites,  im  Köi-per  festes 
Coordinatensystem ,  das  der  x',  y,  t',  ein;  in  Bezug  auf  dieses 
sollen  »',  v,  w,  p',  r/,  r',  c\i,  c'ij,  .  .  ,  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  v,  v,  w,  p,  q,  r,  Cj„  c,;,  ...  in  Bezug  auf  jenes. 
Die  beiden  Coordinatei^ysteme  sollen  denselben  Anfangspunkt 
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und  dieselbe  :r-Axe  haben,  so  dass,  wenn  x,  7/,  z  und  x  ^  y\  z, 
sich  auf  denselben  Punkt  beziehen: 

X  =  x'j 

y  =  y  cos  0-  +  2  sin  &, 

z  =  —  y  sin  «9-  +  r'  cos  ih 

ist.  Wegen  der  Bedeutung  der  Ausdrücke  (2)  bestehen  dann 
die  Gleichungen: 

fi  +  ry  —  qz==u  +  r  y  —  q  z, 

ü  +  pz  —  rx  =^       (v  +pz—  r  x)  cos  &  +  (w  +  q  x'—py)mL  &, 

t€  +  qx  ^  py=z —{v'  +  pz—r  x)%m{h  +[w'+qx   —  p't/')C08 1^*, 

aus  welchen  folgt: 

V  s=      r'cosiS-  +  M?'  sin  1?-,  q  =      qcos&  +  r  sin  &, 

tr  ==  "  V  sin  &  +  VD  cos  19",  r  =  —  y'  sin  i^*  +  r'  cos  &. 

Eine  Symmetrie,  wie  in  Bezug  auf  die  xy-  und  arz-Ebenen, 
besteht  auch  in  Bezug  auf  die  x  y'-  und  ^ 2' -Ebenen;  es  ist 
daher  auch 

2  T  =  c\,  «2+  c',3  v^+  c'33  fr'2+  c\^p^+  c'„  q^^  c\^  /« 

+  2c'2et;>'+2c35M7'9'. 

Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  von  2  T  einander  gleich  und 
drückt  die  Grössen  w,  r,  ir,  p^  q,  r  durch  Uy  Vj  w\  p  ^  q'y  r 
aus,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der 
entsprechenden  Glieder: 

und  Gleichungen,  die  aussagen,  dass  die  Gh*össen  c  den  ent- 
sprechenden Grössen  c  gleich  sind.    Hiemach  ist: 

Dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Vereinfetchung  zu  durch 
eine  passende  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  auf 
der  ;r-Axe.  Um  das  zu  zeigen,  fähre  man,  ähnlich  wie  oben, 
neben  dem  Coordinatensystem  der  j*,  y,  z  ein  zweites,  das  der 
Xy  y\  z,  ein,  das  so  gewählt  sein  soll,  dass  für  jeden  Punkt 

x^x  +  üy    y^y'j    z^z 

ist.  Bei  einer  ähnlichen  Bezeichnung,  wie  sie  oben  gebraucht 
ist,  hat  man  dann: 
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«  +  ry  - 

w  +  qr- 


-qz  =  u'  -k-  t'y   —q'z'y 
.  nr  =  V  +p'z'-  rV, 


»sigkeit 

i 


uud: 

woraus  folgt: 


Hieraus  geht  hei-vor,  dass,  wenn  der  Anfangspunkt  der  3^' 
liebig  gewählt  ist,  a  so  bestimmt  werden  kann,  dass 


also: 

(13)         2T  = 

wird. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  diese  Gleichung,  wie  aus 
ihrer  Herleituiig  ersichtlich  ist,  auch  gilt,  wenn  der  Körper 
kein  Kotationskörper  ist,  sobald  er  nur  symmetrisch  ist  in  Be- 
zug auf  zwei  oder  mehr  Paare  auf  einander  senkrechter  Ebenen, 
die  durch  die  j--Axe  gehu;  was  z.  B.  bei  einem  homogenen, 
geraden  Prisma  oder  einer  solchen  Pyramide  von  quadratischem 
oder  regelmässig  secliseckigem  Quei-schnitt  bei  passender  Wahl 
der  j-Axe  stattfindet.  Auch  füi'  solche  Fälle  werden  also  die 
Folgeningen  gelten,  die  an  die  Gleichung  (13)  geknüpft  werden 
sollen. 

§6. 

Den  durch  die  Gleichung  (13)  bestimmten  Werth  von  T 
denke  man  sich  nun  in  die  Gleichungen  (7)  subsütuirt.  Die 
vierte  von  diesen  wird  dann: 

-Tj^  =  0     d.  h.    p  =  const; 
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die  andern  werden: 

du 


'  ^n;77=  -C22{^r-^Q)i 


(14) 


dt 

du  _ 


dw 


^6577  =  (^11  -  ^22)««^  +  (^44  -  ^66);^^^ 


dt 
dr 


'SfiJi'^   -  (^11  -  ^22)  ^^-  K4  -  C66)P9' 

An  Stelle  der  Variabein  r,  w,  q,  r  sollen  hier  neue,  «,  er,  qp,  t/;, 
eingeführt  werden,  so  dass: 

t?  =  Ä cos y ,  q^  G cos (y  +  t//), 

ir  =  5  sin  qp,  r  =  (T  sin  (qp  +  t//). 


(15) 
also: 


^11^  =  —  C22^cy8in  t/;, 


172  ^  |(;2  --  j52^  y2  ^  ^2  «-  ^2^ 

t?y+l£7r  =  «(r  COS  t//, 

t?r  —  M?y  =  Ä(T8in  ?/; 
ist.    Die  erste  der  Gleichungen  (14)  wird  dann: 

(16) 

und,  da: 

s*-  dcp  =  —  xcdv  +  V dw 

ist,  SO  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten: 

(17) 

Die  drei  Integralgleichungen  (8)  werden: 

Cii  c^4  up  +  C22  C55  Ä  ö-  cos  1/;       =  iV; 


C2257  =  -  ^11  ~  cos  xf)  +  c^^p. 


8 


(18) 
oder: 


(19) 


s^Vf-fu\ 


s  a  cos  1//  =     h  —  Ku^ 

wenn  /,  //,  ä,  /',  /;',  Ä'  Constanten  bedeuten^  die  in  gewisser 
Weise  von  Z,  M,  iV,  j»  und  den  Grössen  c  abhängen.  Hier- 
aus folgt: 
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die  Gleichungen 
(20)           c„dl- 
und: 

16)  und  (17)  geben 

ilaber: 

du 

»■")'; 

"VV-/"')(J 

•■) 

Diese  beiden  Grleichnngen  erlaubeu  (  und  ip  durch  ellip- 
tisclie  Integrale  als  Funktionen  von  u  darzustellen  und  u  und 
(p  mit  Hülfe  elliptiacher  Funktionen  durcli  /  auszudrücken. 
Ist  das  geschehen,  so  kann  man  durch  Benutzung  von  (10)  ' 
und  (15)  alle  in  (14)  vorkommenden  Unbekannten  als  Funk- 
tionen von  t  darsteUen. 

?'■ 

Hat  man  bei  einer  beliebigen  Gestalt  des  in  der  Flüssig- 
keit bewegten  Körpers  «,  '-,  ic,  p,  y,  r  durch  die  Gleic^hungen 
(7)   als  Functionen  von  t  bestimmt,  so   erfordert   die  Berecb-    , 
nung  der  eigenthchen  Unbekannten  des  Problems,  nämlich  der   ( 
Coordinaten  a,  ß,  y  und  der  Cosinus   a, ,  ,?,,  j-i,  «,,  /?,,  j-^,   I 
ttg,  ft^,  y^  immer  nur  die  Ausführung  vou  Quadraturen. 

Von  den  willkürlichen  Constanten  Ä,  B,  C,  die  in  den 
Gleichungen  (9)  vorkommen,  kami  mau  zwei,  etwa  B  und  C, 
gleich  Null  setzen,  ohne  die  Allgemeinheit  der  betrachteten 
Bewegung  zu  beeinträchtigen;  man  verfügt  dadurch  nur  Über 
die  Richtung  der  ^- Äse.  Betrachtet  man  nämlich  ^-,  ^,  -^ 
als  die  Componenten  einer  Geschwindigkeit  nach  den  Axen 
der  j-,  y,  :,  so  zeigen  die  Gleichimgen  (9),  dass  die  Componenten 
dieser  Geschwindigkeit  nach  den  Axen  der  |,  ),-,  ^  den  Con- 
stanten A,  B,  C  gleich  sind;  giebt  man  der  |-Axe  die  Rieh-  ' 
tung  dieser  Geschwindigkeit,  so  wii'd  B  =  0  und  C  =  0.  Zu-  ' 
gleich  wird  nach  (II): 

A=  =  M. 

Multiplicirt  man  nach  dieser  Festsetzung   die  Gleichungen  (9) 

mit  ci.   oder  mit  a.,  oder  mit  c 
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und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man: 

_  1  öT  _  1  öT  __  \^dT 

^i^ÄÖ«'        ^^-"Äör'        ^^3-Äöw' 

Um  iür  die  übrigen  Cosinus  Ausdrücke  zu  finden,  setze  man: 
u^  =        cosö, 
«2  =  —  sin  c|>sinÖ, 
a^  ==       cos  0  sin  ö, 
^:?j  =       sin  y^sinö, 

,.:?2  -=  cos  0  cos  ^f  +  sin  (f>  sin  'P  cos  Ö, 
.'?j,  =  sin  0COS  W — cos  ^sin  'Pcosö, 
y^  =  —  cos  W  sin  ö, 

;'2  =  COS  ^l>  sin  'l^  -  sin  ^  cos  W  cos  ö, 
^3  =       sin  0  sin  'P  +  cos  ^  cos  'l^  cos  0. 

Die  Winkel  Ö  und  (p  sind  dann  aus  den  Werthen  von  a^,  «2, 
(Zj  zu  bestimmen,  und  es  bleibt  nur  ^P  zu  ermitteln.  Man 
hat  aber: 


ri 

und,  nach  den  Definitionsgleichungen  von  p,  q,  r: 

-ff  =  Äy-  Ä^.        '^iy  =  /39  -  ;'2  '•; 

mit  Hülfe  hiervon  findet  man: 


oder: 


rf7    —  ""       a|>~o§~ 


dT  ,      ör 


r9M  ^  ^  -  _  A  -  l_i£__?L«^_ 


Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  ß  und  ;'  führen  die  Glei- 
chungen (10).  Die  beiden  letzten  von  diesen  geben,  wenn  man 
die  in  ihnen  vorkommenden  Constanten  B  und  F  gleich  Null 
setzt,  was  darauf  hinauskommt,  dass  man  über  die  Lage  der 
|-Axe  verfügt: 

'  A  [f^  dp  ^^^  dg  ^  ^3  dr)  y 

.  _        1    /      ör  BT  dT\ 

^  "  "■  A  1^1    ö7   "^  ^2   dq   "^  ^»  ö7j  ' 
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Die  erste  der  Gleichungen  (10)  führt  auf  die  letzte  der  Glei- 
chungen (8)  zurück.  Die  Ordinate  a  endlich  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung: 

oder. 

(22)  ^  =  Ä("öi7  +  ^-ö;?+^ö;^J- 

In  dem  im  yorigen  Paragraphen  behandelten  Falle ,  dass  der 
Körper  ein  Botationskörper  ist,  kann  man  setzen: 

cos  ö  =  j^  Cji  w,        sin  ö  =  —  j  Cgj  ^, 

*  =  I  +  ?^; 

die  Gleichung  (21)  wird: 

d^f  _  _  A  It-liu 

die  Gleichung  (22): 

^  =  i  (<^22/  +  (^11  -  ^22/)  «** ) 
oder,  da  nach  (18)  und  (19): 

(23)  '        57  =  ^  (1  -  <?ii  i<^u  -  <?22)  y  • 

Führt  man  nun  flir  dt  den  aus  (20)  sich  ergebenden  Werth 
ein,  so  erhält  man  auch  W  und  a  als  elliptische  Integrale 
durch  u  ausgedrückt. 

§.  8. 

Lässt  man  die  Constanten  h  und  h%  die  durch  die  Glei- 
chungen (19)  eingeführt  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, die  Constanten  p  und  N  verschwinden,  so  gelangt  man 
zu  dem,  im  Eingange  angeführten,  von  den  Herren  Thomson 
und  Tait  behandelten  Falle.    Es  wird  dann  ip  einer  willkür- 


lieber  die  Bewegung  eines  Rotadonskörpers  in  einer  Flüssigkeit    397 


liehen  Constanten  gleich;  setzt  man  diese  gleich  Null,  d.  h. 
verfügt  man  bei  gegebener  An&ngsbewegung  in  gewisser  Weise 
über  die  Bichtung  der  y-Axe,  so  wird: 

w^O,         q^O,  a>  =  y 

Ferner  wird  auch   W  gleich  einer  willkürlichen  Constanten; 

macht  man  diese  gleich  ^,  indem  man  die  Richtung  der  /;-Axe 

passend  wählt,  so  hat  man: 

/?!  =  sin  ö,  ri  =  0, 
ß.^  =  cos  ö,  n  =  0, 
ßs  =  0,  ^3  =  h 


a^  =  cosö, 
f^a  =  —  sin  ö, 
f^3  =  0, 

cos   ö  =  ^  Cjj  w, 

Endlich  findet  man: 


sin  C/  =  —   A  ^22  ^* 


1 


ß-^-ic, 


Ä  "w ''' 


während  cc  aus  Gleichung  (23)  zu  berechnen  ist 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  für  diesen  Fall  die  in  den 
beiden  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Grleichungen  weiter 
zu  discutiren  und  durch  sie  die  Unbekannten  des  Problems  als 
elliptische  Functionen  der  Zeit  auszudrücken.  Einfacher  aber 
gelangt  man  zu  demselben  Ziele  durch  Betrachtungen,  die  sich 
an  die  Differentialgleichungen  knüpfen,  die  in  diesem  Falle 
gelten. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14) 

i£7  =  0,        />  =  0,        7  =  0, 

so  werden  sie: 


du 
dt 

dv 

Ji 

dr 


^Wdt"       ^22^  ^y 


^22  dt  "       ^n^^i 


<\ 


Vergleicht  man  dieselben  mit  den  identischen  Gleichungen: 

d  sin  am  k  t 
dt 


==      AcosamA^  JamA^, 
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d  cos  am  Xt  *.    •>  •%  .  ^        \  j 
-T-. =  —  Asin  amA^  JamA^ 

^-    =  —  Ax'sinamJL^cosamA^ 


dt 

in  denen  x  den  Modul  der  elliptischen  Funktionen  bedeutet, 
so  sieht  man,  dass  bei  passender  Wahl  des  Anfieuigspunktes 
der  Zeit  die  Grössen  «/,  r,  r  die  Werthe 

/sinamA^,         TncosamA/,         nJ^kOiXt 

annehmen  müssen,  wenn  die  Constanten  passend  bestimmt  wer- 
den. Diese  Werthe  können  unter  jene  Grössen  so  vertheilt 
werden,  dass  alle  Constanten  reell  sind  und  x  ein  echter  Bruch 
ist    Um  das  zu  bewirken,  gehe  man  von  den  Gleichungen 

Cji  M«  +  C22  v*  +  C55  r«  =  Ly 

Cii  v}  +  c*22  ^*  =  ^^ 

aus,  in  welche  sich  durch  die  jetzt  eingef&hrten  Annahmen  die 
Gleichungen  (18)  verwandeln,  und  welche  Integrale  der  jetzt 
YorUegenden  Differentialgleichungen  sind.  Bedenkt  man,  dass, 
wenn  die  genannte  Absicht  erreicht  ist,  cos^am  und  ^/*am  ab- 
nehmen, wenn  sin^am  wächst,  so  folgt  aus  der  zweiten  von 
diesen  Gleichungen,  dass  eine  von  den  beiden  Grössen  u  und 
V  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  weil  ihr  zufolge  v^ 
imd  v^  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  gleichzeitig  ändern. 
Aus  den  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

^11  (^22  -  ^11)  "^  +  ^32  <^66  ^^  =  Const. 
(24)  j  und: 

C22  (cu  -  C22)  v^+c^i  ^66  ^^  =  Const 

Da  nun  c^^,  Cg.,,  c^^  positive  Grössen  sind,  so  folgt  aus  der- 
selben Eigenschaft  der  in  Rede  stehenden  elliptischen  Func- 
tionen, dass  u  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  wenn 
Cgo  >  Cjj,  und  V,  wenn  c^^  >  Cgo  ist.  Jeder  dieser  beiden  Fälle 
theilt  sich  wieder  in  zweL 

Ist  u  durch  sin  am  ausgedrückt,  also  c^^  >  c^^,  so  kann  v 
durch  cos  am  und  r  durch  Jam  auszudrücken  sein  oder  um- 
gekehrt. Maassgebend  ist  dabei,  dass  cos^am  für  gewisse 
Werthe  des  reellen  Arguments  verschwindet,  J^  am  aber  nicht 
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Bezeichnen  v^  und  r^  die  Werthe^  die  v  und  r  zu  einer  beliebig 
gewählten  Zeit  besitzen,  so  ist  nach  (24): 

Es  kann  hiemach  v'  verschwinden  und  r'  kann  nicht  ver- 
schwinden, sobald  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  positiv  ist;  das  umgekehrte  findet  statt,  sobald  dieser 
Ausdruck  negativ  ist;  im  ersten  Falle  ist  v,  im  zweiten  r  durch 
cos  am  auszudrücken. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  ist  auf  den  Fall,  dass  c^^  >  c,, 
ist,  anwendbar. 

Es  sollen  für  die  vier  Fälle,  die  hiemach  zu  unterscheiden 
sind,  die  Formeln  angegeben  werden,  welche  die  Unbekannten 
des  Problems  in  reeller  Form  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
stellen. Dabei  sollen  durch  u^,  v^,  r^  die  Werthe  von  ti,  v,  w 
für  ^  =  0  bezeichnet  werden.  Eine  von  den  Grössen  ti^j,  v^  ist 
dann  Null,  die  andere  und  r^  sind  den  Grössen  m,  n  gleich, 
da,  wenn  das  Argument  verschwindet,  sin  am  =  0  und  cos  am 
=  J  am  =  1  ist. 

Fall  1. 
Wenn  c^^  >  c^^  und  c^  c^^rf  >  c,g  (c„  —  c^)»!,  so  ist: 

u  =  /sin am A^,  c^^l     = " ^^ ^^  , 

V  =  i'^cosamA^,  c^^  «^  = ^^V^> 

r  =  r^  JauiA/, 


c     r    ^        <^» 

ix«          ' 

^2    _-     ^««  K«  —^11)^1 

Cu  Cb5  ri 

A     =  r,„ 

7      —  _   ^««   « 

A  —  Cjj  o,, 

Ö   =  -  |-amA<, 
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wo: 

u 
0 

und  a  =  0  für  ^  =  0  angenommen  ist 

Fall  2. 
Wenn  c,2  >  c^  imd  Cgg  (cgg  -  c^)  t;f  >  c^^  c^g  rf,  so  ist: 

?/  =  /8inamA^,  c,^l   =  -  ?«^^ 

t?  =  Vo  zi  am  A^,  C22  i?o  =  -  -^-^'^  • 

r  =  r.cosamA^,  c,,r,  =  -  i^^UZiui^, 

Z      =    —  y^  ü 


<?ii 


A  —  C22  Vo> 


cosö  =  —  xsinamA^,  sinö  =  —  JamA^, 

ß  =.  ^  £65_?±cosamA^, 

K    <?ii  (<?«  —  «ii)    V  <?2»  ^     V 

Fall  3. 
Wenn  c^  >C22  und  c^^c^f^  rj  >  c^  (c^  -  Cgg)^!,  so  ist: 

u  =  M^cosamA^,  CuM^,  =  '^~  y 

t;  =  ZsinamA^  Cgg  /  =  ^"  ?°  ^^ , 

r  =  roJamA^,  ^55  ^0  =  ;tx'         ' 

„a    _     gj!  fal  —^»8)^0 
Ä       —  2  > 

Cjj  C55  r© 
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ö  =  —  sjaXtf 

Fall  4. 
Wenn  Cj,  >  c^^  und  Cn  (Cji  —  Cjg)  u\  >  Cj,  Cgg  rf ,  so  ist: 


u  =  Wjj^iamA^, 

V  =  /sin  am  A^, 

r      I  —  ^ii^'o^o 

r  =  r^cosamA^, 

x2 

= 

^2«  ^65  »"O 

^u  (^11  -  c«)  uj  ' 

A 

= 

^0 

/ 

= 

C08Ö  =  JamA^,  sinö  =  —  xsinamA^, 


/^ 

= 

— 

^55 

^0 

/3 

cos  am 

Af, 

r 

<^il 

^65 

-c„ 

§.  9. 

Noch  ein  zweiter  specieller  Fall  des  hier  behandelten 
Problems  möge  erwähnt  werden. 

Die  Differentialgleichungen,  die  aus  (14)  durch  die  Sub- 
stitution (15)  entstehen,  und  die  oben  nur  theilweise  angegeben 
sind,  sind  vollständig  diese: 

Kirohhoff,  Gesammelte  AbluuidlaiigeiL  26 
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^22  27  =       Cjittcrsini//, 

^6ß  rfT  ""  ""  ^^11  ""  ^22)  ^  sin  t/;, 

^22  <?66  S  =  *'  ^^S  V'  (^11  ^6»  7  -  ^22  (^11  -  ^22)  7)  -  ^M  C^P' 

Eine  particuläre  Lösung  derselben  erhält  man,  wenn  man  tfj 
gleich  Null,  femer  u,  s,  a  gleich  Constanten,  die  der  Gleichung 

^  (  ^11  ^66  7  ""    ^22  (^11  ~"  ^22)  7  1    ^   ^22  ^uP 

genügen,  und 

setzt.    Man  hat  dann  weiter: 


A  =  Vcf  1 «» +  «^, »», 

«   =    Ä  (^11  ^^  +  ^22**)  ^7 

/*  =  pr  (^11  Cßß  M  rr  -  c^g  C44  «Z')  cos  «P 

r  =  Ä«(^ii  ^w  "^ ""  ^22  <?44  *;^)  8"^  ^• 

Aus  diesen  Ausdrücken  von  e^,  /9,  ;"  folgt,  dass  der  Anfangs- 
punkt der  Xf  yy  z  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  eine 
Schraubenlinie  durchläuft,  deren  Axe  die  |-Axe  ist.  Nennt 
man  R  den  Radius  der  Cylinderfläche,  auf  der  die  Schrauben- 
linie liegt,  so  ist: 

R  —  ±  -^i  (C|i  Cßg  M(T  -  C22  C^i  Sp)y 
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oder  wegen  der  Eehitioii,  die  zwischen  ti,a,ji,a  bestehen  soll:! 

Die  G-eachwuidigkeitscomponente  des  genannten  Punktes  aenk-^ 
recht  zur  |-Äxe  ist  daher: 


±i('..- 


Bezeichnet  man  durch  u  die  Tangente  des  Winkels,  den  die  1 
Richtung  eines  Elementes  der  Schraubenlinie  mit  der  Richtung  I 
der  ^-Axe  bildet,  sq  ist  hiernach 

Soll  fi  einen  gegebenen  Werth  haben,  so  ist  das  Verhältniss 
w:g  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen;  dieselbe  hat  zwei 
reelle  Wui-zeln,  sobald 

Ist  weiter  der  Kadius  R  gegeben,  so  dient  die  iUr  diesen 
aufgestellte  Gleichung  zur  Bestimmung  von  er:«.  Die  zwischen 
H,  «,  p,  a  angenommene  Relation  lehrt  daim  p:u  kennen,  so 
dasa  die  Verhältniase  der  genannten  wer  Grössen  bestimmt  sind,  j 
Diese  können  selbst  berechnet  werden,  sobald  noch  die  Gte-  ! 
achwindigkeit,  mit  der  die  Scliraubenlinio  durchlaufen  wird, 
gegeben  ist.  Man  sieht,  dass  die  Realität  ihrer  Werthe  allein 
durch  die  Ungleichheit  bedingt  ist.  die  erfüllt  sein  muss,  damit 
das  Verhältniss  * :  u  reell  ist. 

Die  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Resultate  sind 
aus  den  Differentiaigleicliungen  (14)  hergeleitet;  sie  lassen  sich 
auch  herleiten  aus  den  Integralgleicliungen,  die  im  ^.  6  ent- 
wickelt sind.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Relationen 
zwischen  den  Constanten  der  Integration  aufzustellen,  die  er- 
füllt sein  müssen,  damit  die  Gleichung  für  w,  die  man  erhiUt, 
wenn  man  den  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Glei- 
chung (20)  gleich  Null  setzt,  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  die 
dem  Anfangswerthe  von  u  gleich  sind. 
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Ueber  die  Kräfte,  welche  zwei  nnendlich  dänne.  starre  Ringe 

in  einer  Plfissigkeit  scheinbar  &ai  einander 

ansüben  kSnnen. ') 

Auf  einen  starren  Körper,  der  io  einer  bewegten  Flüssig- 
keit sich  betiudet,  werden  von  dieser  Druckkräfte  ansgeöbt, 
die  im  Allgemeinen  sich  niclit  autlieben.  Ist  in  der  Nabe  des 
Körpers  ein  zweiter  vorhanden,  so  wird  dieser  von  Einfiusa 
auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  also  auch  auf  die  Druck- 
kräfte sein,  die  auf  den  ersten  wirken.  In  einem  Falle,  in  dem 
diese  Druckkräfte  sich  aufheben,  sobald  der  zweite  Körper  in 
die  Unendlichkeit  gerückt  ist,  sonst  aber  von  Null  verschiedene 
Kesultanteu  haben,  wird  man  sagen  dürfen,  dass  der  zweite 
Körper  auf  den  ersten  scheinbar  Kräfte  ausübt,  die  diesen 
Resultanten  gleich  sind.  Ein  solcher  Fall  findet  statt,  wenn 
die  beiden  Körper  unendlich  dünne  ßinge  sind  und  die  Flüssig- 
keit die  allgemeinste  Bewegung  bat,  die  sie  haben  kann,  wäh- 
rend sie  in  der  Unendlichkeit  ruht 

Genauer  präcisirt  sind  die  Voraussetzungen,  welche  hier 
zu  Grunde  gelegt  werden  sollen,  diese:  Die  Flüssigkeit  ist  un- 
zusammendrückbar  und  ohne  Reibung;  sie  ist  vollständig  be- 
grenzt durch  die  Oberflächen  der  beiden  Ringe  luid  eine  im 
Unendlichen  liegende,  geschlossene,  feste  Fläche;  auf  ilire 
Tbeile  wirken  keine  Kräfte;  diese  Theile  rotiren  nicht  und 
haben  Geschwindigkeiten,  die  sich  Überall  stetig  im  Räume 
ändern.  In  Bezug  auf  die  Gestalt  der  Ringe  wird  angenommen 
werden,  dass  ein  Jeder  von  ihnen  eine  Mittellinie  bat,  die  eine 
beliebig  gestaltete  geschlossene  Curve  ist,  und  dass  die  auf 
dieser  Mittellinie  senkrechten  Querschnitte  Ki-eise  von  einem 
unendlich  kleinen,  constanten  Radius  sind,  deren  Mittelpunkte 
in  der  Mittellinie  liegen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  bewiesen  werden,  dass 
die  beiden  Ringe  scheinbar  Kräfte  aufeinander  ausüben,  die 
denjenigen  gleich  sind,  mit  welchen  sie  aufeinander  wirken 
würden,  wenn  zwei  elektrische  Ströme  in  ihnen  flössen. 
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Bei  den  gemachteo  Festsetzungen  giebt  es  fiir  die  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  ein  Geschnindigkeitspotential ;  es  möge 
dieses  durch  ip  bezeichnet  werden,  die  Zeit  durch  /,  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  durch  j-,  i/,  z,  der  Druck  durch 
p,  die  Dichtigkeit  durch  o;  dann  sind: 
371  dtf'         d'f 

die  Coinponenten   der  Geschwindigkeit   zur  Zeit   (  im  Punkte 

(j-,  y.  z)  und  es  iat; 

Dabei  ist  15p  eine  in  dem  Gebiete  seiner  Argumente  stetige, 
aber  im  Allgemeinen  vielwerthige  Funktion  von  -r,  y,  z,  t. 
Sind  ff  und  <p"  zwei  Werthe  von  if  für  dieselben  Werthe 
von  j;  y,  r,  (  und  ist 

tf,-  —  ,p'  =  X, 

so  ist  X  unabhängig  von  x,  y,  z,  da  die  Geschwindigkeiten  ein- 
werthig  sein  müssen,  und  auch  unabhängig  von  t,  da  der  Druck 
einwerthig  sein  muss;  es  ist  x  also  eine  Constaute. 

Dass  rf  mehrwerthig  sein  kann,  ist  eine  Folge  davon,  dass 
der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  ein  mehrfach,  und  zwar 
dreifach,  zusammenhängender  ist.  Man  denke  sich  diesen 
Jtaum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  durch  zwei  Quer- 
schnitte verwandelt;  als  solche  mögen  zwei  Fläclien  genommen 
werden,  von  denen  die  erste  vollständig  begrenzt  wird  durch 
eine  Linie,  die  auf  der  Oberfläche  des  ersten  Ringes  der  Mittel- 
linie dieses  parallel  verläuft,  die  zweite  durch  eine  Linie,  die 
in  gleicher  Weise  auf  der  Oberfläche  des  zweiten  Ringes  ge- 
zogen ist.  Dazu,  dass  es  solche  Flächen  giebt,  wird  erfordert, 
dass  die  Ringe  sich  nicht  gegenseitig  umschlingen.  Der  Fall, 
dass  dieses  geschieht,  soll  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden,  obwohl  auch  in  ihm,  wie  sich  leicht  erweisen  lässt, 
der  zu  beweisende  Satz  seine  Gültigkeit  behält.  In  dem,  auf 
die  angegebene  Weise  gebildeten,  einfach  zusammenhängenden 
Räume  ist  (f  einwerthig,  hat  aber  auf  beiden  Seiten  eines 
jeden  Querschnitts  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe,     Für 


1 
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=  0, 


initt        I 


den  ersten  Quersclmitt  sei  die  Differenz  dieser  Werthe  ;(,,  fb 
den  zweiten  x„,  wobei  dann  nach  der  vorher  gemachten  Be- 
merkung »i  und  Xj  Constiuiten  sind. 

Die  Bedingungen,  denen  die  Funktion  tf  nun  zu  genügen 
hat,  sind  diese : 

1)  In  dem  ganzen  Gebiete  von  x,  g, 

d\      ö'cf      6% 

oder,  wie  hierfüi-  gesetzt  werden  soll, 

2)  Bei  dem  Durchgange  durch  den  ersten  Querachnitt 
ändert  sich  y  sprungweise  um  x„  bei  dem  Durchgange  durch 
den  zweiten  um  x^. 

3)  Bedeutet  N  die  nach  dem  Innern  der  Plüasigkeit  ge- 
richtete Normale  emea  Elementes  der  Grenzflächen  derselben, 
80  ist  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  eines  jeden  Ringes  —^ 
gleich  der  Componente  der  Geschwindigkeit  des  anliegenden 
Theiles  des  Ringes  nach  der  Richtimg  von  N. 

4)  Für  die  Punkte  der  im  Unendlichen  liegenden  Grenz- 
fläche der  Flüssigkeit  ist  |^  =  0. 

Diese  Bedingungen  bestimmen  die  Funktion  ip  vollständig 
bis  auf  eine  additive  von  .r,  i/,  z  unabhängige  Grösse,  sobald 
die  Lagen  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  Ringe  und  die 
WertJie  der  beiden  Constanten  x,  und  x^  gegeben  smd.  Es 
folgt  das  durch  eine  bekannte  Schlussweise  aus  der  hekannteD_ 
Gleichung 


ISS""'>^(Mh(S:hm)-SP''^U: 


in   der  dS  ein  Element  der  Grenze  des  Gebietes  von  . 
bedeutet,   wenn   man   erwägt,    dasa   der  Theil   des   hier   vor- 
kommenden Doppehntegrals,  der  sich  auf  die  beiden  Seitoo^  , 
eines  der  beiden  Querschnitte  bezieht, 

ist,  wo  dem  x  der  Index  1  oder  2  zu  geben  und  die  Integra- 
tion nur  über  die  eine  Seite  des  Querschnitts  aoszudehnen  i: 


.ten I 

or- 
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Um  einen  Ausdruck  zu  finden,  der  den  für  ip  aufgestellten 
Bedingungen  genügt,  bezeichne  man  mit  U^  und  U.^  die  Poten- 
tiale zweier  elektrischer  Ströme,  die  die  Mittellinien  der  beiden 
Binge  mit  den  Intensitäten  ^  und  ;p-  durchiiieasen .  in  Be 
auf  einen  Magnetpol,  der  sich  im  Punkte  (j,  //,  s)  l)efindet  und 
eine  Menge  magnetischer  Flüssigkeit,  die  der  Einheit  gleich 
ist,  enthält  Es  sind  dann  bekanntlich  (7,  und  U^  die  schein- 
baren Grössen  zweier  von  den  Mittellinien  der  beiden  Ringe 
begrenzten  Flächen  von  dem  Punkte  {r,  y,  z)  aus  gesehen,  mul- 
tiplizirt  mit  ■"'-  und  ;**  .  Setzte  man  y  =  (7,  +  f/,,  so  würde 
mau  den  Bedingungen   1)   und   2)   genügen.     Man  mache  nun 

fp=U^+  U^  +  y^, 
so  ist  tp  eine  in  dem  ganzen  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Räume  einwerthige  und  stetige  Punktion,  die  der  Differential- 
gleichung ^yj  =  0  genügt,  also  als  ein  Potential  von  Massen 
angesehen  werden  kann,  die  theils  auf  den  Ringoberflächen 
theils  aul'  der  äusseren  örenzÜäche  der  Flüssigkeit  angeordnet 
sind.  Um  die  Bedingung  auszusprechen,  die  i^  an  den  Ring- 
oberÜächeu  zu  erlüllen  hat,  drücke  man  die  Lage  eines  Punktes, 
der  unendlich  nahe  aji  der  Oberfläche  eines  der  Ringe  liegt, 
dui-ch  drei  Coordinateu  aus,  die  s,  r,  &■  genannt  werden  und 
folgende rmiLssen  definirt  sein  sollen.  Durch  den  Punkt  lege 
man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Mittellinie  des  Ringes;  s  sei 
der  Bogen  dieser  Linie  zwischen  ihrem  Schnittpunkte  mit  der 
genannten  Ebene  und  einem  festen  Punkte;  r  der  Abstand 
desselben  Schnittpunktes  von  dem  fraglichen  Punkte  und  i^' 
der  Winkel,  den  die  Linie  c  bildet  mit  der  in  der  Schmie- 
gungsebene  von  du  liegenden  Normale  dieses  Elementes.  Ist 
A  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  der  Mittel- 
linie, der  durch  den  Werth  von  j  bestimmt  ist,  senki'echt  zu 
ds,  und  bildet  die  Richtung  dieser  Componente  mit  der  Linie, 
von  der  aus  der  Winkel  &  gezählt  wird,  den  Winkel  a,  so 
soll  der  Bedingung  3)  zufolge  für  die  Oberfläche  des  Ringes    ' 

sein.     Für  die  Oberfläche  des  ersten  Ringes  ist   „-y'  =  0,    flir   1 
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indlich  dünne,  Btarre  Ring«l 


die  des  zweiten  ^,?  = 
Punkte  in  der  Nähe  < 
für  die  Punkte  iu  der  Nähe  dei 
so  ist  illr  beide  Oberfläcliou; 


-.       ji ■  ,  du.     SU,      dU, 

zweiten  Kinges  und  -^-^ ,  -^-^ ,    -^ 

ersten  endliche  Werthe  haben. 


S(Ü,  +  f7,) 


i^^  =  ßcos(,»-^, 


wo  B  mid  ß,  ebenso  wie  A  und  u,  von  s  abhängen  und  end- 
lich sind.  Für  yi  ergiebt  sicli  hieraus  die  Bedingung,  dass 
für  die  Oberfläche  eines  jeden  Kinges 

ll  =  ^  cos  (.5-  -a)-B  cos  {»-ß), 
d.  h. 

ist,  wu  C  endliche  Wei-the  besitzt.  An  der  im  Unendlicheo 
liegenden  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  muss  nach  der  Bedin- 
gung (4): 


M' 


ÖN 


icheu      I 
edin- 

4 


Um  hiemach  if  zu  bestimmen,  setze  man 
V.=  1'+  «', 

indem  man  unter  V  ein  Potential  von  Massen  versteht,  die 
auf  den  Ringobertlächen  liegen,  unter  IV  ein  Potential  von 
Massen,  die  auf  der  äusseren  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  sich 
befinden.     Für  die'  Pmikte  dieser  Grenzfläche  ist: 


ÖA"  " 


BN  ' 


bezeichnet  mun  mit  dS  ein  Element  derselben  Fläche,  so  mu$3.  . 
sein;  es  ist  aber: 

/«»<-.--■'. 0, 

da  nach  einem  bekannten,  von  Ampere  aufgestellten  Satze 
17,  und  U,  sich  als  Potentiale  von  Massen,  deren  Summe  gleich 
Null  ist,  darstellen  lassen;  es  ist  also  auch: 
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/' 


jsl^-o, 


d.  h.  es  ist  auch  V  ein  Potential  von  Massen,  deren  Summe 
gleich  Null  ist.  Bezeichnet  L  eine  unendlich  grosse  Länge 
von  der  Ordnung  der  Dimensionen  der  Grenzfläche,  so  ist  an 
dieser  hiemach: 

dN  "~  i«' 
wo   a   eine   endliche  Grrösse  bedeutet.    Von  der  Grenzfläche 
soll  vorausgesetzt  werden,  dass,  wenn  man  in  ihrer  Gleichung 

^==^l>      y^^Vj      z^LJ; 

macht,  eine  Gleichung  zwischen  |,  ?;,  J  entsteht,  deren  sämmt- 
liche  Constanten  endlich  sind;  unter  dieser  Voraussetzung 
sind  die  Differentialquotienten  von  W  nach  j»,  y,  z  in  dem 
ganzen  Gebiete  von  x,  y,  r,  also  auch  im  Endlichen  von  der- 
selben oder  einer  niederen  Ordnung  als  ^^  an  der  Grenz- 
fläche; wie  man  sieht,  wenn  man  in  die  Gleichungen,  aus  denen 
IV  zu  bestimmen  ist,  |,  ?;,  f  an  Stelle  von  r,  y,  z  einführt. 
In  der  Gleichung 

er  dW,ri        /o.         N 

d  W 
die  an  den  Bingoberflächen  zu  erflillen  ist,  ist  daher  ^-^  un- 
endlich klein  und   man  kann  bei  Vernachlässigung  unendlich 
kleiner  Grössen  zur  Bestimmung  von   V    die  Gleichung 

|^=Ccos(*-r) 

benutzen.  Verfügt  man  über  die  in  fT  enthaltene  willkürliche 
additive  Constante  in  passender  Weise,  so  ist  femer  IV  über- 
all unendlich  klein,  und  man  kann  daher 

yj  =  V 
und 

setzen. 

Um  das  Potential  V  zu  finden,  soll  zunächst  das  Poten- 
tial einer  Masse,  die  auf  einer  geschlossenen  Linie  angeordnet 
ist,  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  der  dieser  unendlich  nahe  liegt, 
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mitersucht  werden.  Es  sei  p  der  kürzeste  Abstand  des  Punk- 
tes von  der  Linie,  s  der  Bogen  der  Linie  zwischen  dem  einen 
Endpunkte  von  o  und  einem  festen  Punkte,  .9-  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  von  p  und  der  in  der  Schmiegungsebene 
liegenden  Normale  von  ils.  Man  fülire  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystera  ein,  dessen  Anfangspunkt  der  durch  den 
Werth  von  «  bestimmte  Punkt  der  mit  Masse  belegten  Linie, 
desen  j-Äxe  die  Tangente,  dessen  y-Ase  die  in  der  Schmie- 
gungsebeue  liegende  Normale  von  ds  ist,  und  nenne  j-,  y,  : 
die  Coordinaten  des  Punktes,  zu  dem  mau  kommt,  wenn  mau 
s  +  ff  aus  s  werden  lässt.  Md  a  bezeichne  die  Masse,  die  auf 
dem  Elemente  da  sich  befindet.  Es  soll  angenommen  werden, 
dass  die  Gestalt  der  Linie  und  die  Yertheiiung  der  Masse 
keine  ünstetigkeiten  darbietet,  der  Art,  dass  für  hiiu-eichend 
kleine  Werthe  von  a 


M  = 


rt  +  nff 


ist,  wo  m  eine  endliche  Constante,  »,  a,  6,  c  endliche  Grössen 
bedeuten.  Man  bezeichne  femer  durch  /  eiue  Länge,  die  un- 
endlich klein,  aber  gegen  p  unendhch  gross  ist,  und  durch  /"t 
das  Potential  der  Linie  mit  Ausschluss  des  Theiles,  der  von 
(T  =  /  reicht;  heisst  P  das  gesuchte  ganze  Poten- 


össen      I 


tial, 


I  ist  dann: 


-/PT 


V(.a  +  a<ry  +  (feo^9  —  b  O'  +  fp  wn  »  - 


'')• 


4 


Man  sieht  zunächst,  dass  bei  Vernachlässigung  einer  unendlich 
kleinen  Grösse  in  diesem  Integrale  n  =  0  gesetzt  werden  kann; 
denn  der  Factor  von  nda  unter  dem  Integralzeichen  kann  nur 
unendüch  wenig  grösser  als  1  sein,  giebt  also,  mit  da  multi- 
plicii-t  und  zwischen  den  unendlich  nahen  Grenzen  —  /  und  / 
integrirt,  etwas  unendUch  Kleines.  Die  reciproke  Wurzelgrösse, 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt,  lässt  sich  femer 
schreiben: 
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V 


oder,   da  die  unter  dem  zweiten  Wurzelzeichen  zu  1  addirte 
Grösse  unendlich  klein  ist: 

1  ...       v2a  g»  --  2g  CT»  (6  cos  j»  +  c  sin  &)  +  (g«  +  6»  +  c^)  v* 

wo  €  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet    Das  zweite  von 

diesen   beiden  Gliedern   kann    eine    gewisse   endliche  Grenze 

nicht  überschreiten  und  giebt  daher,  mit  da  multiplicirt  und 

zwischen  (j  =  —  /  und  ö-  =  /  integrirt,  ebis^as  unendlich  Eleines. 

Daraus  folgt  dann,  dass  bei  Vernachlässigung  einer  imendlich 

kleinen  Grösse: 

i 

da 


^  -  -IvÄP  +  "•- 


V 

—i 


d.  h. 


=    m  IS  -r ^- i  +   1^1  , 


oder  auch: 


=  -.2mlgf +  P, 

ist.  Da  P  von  /  unabhängig  sein  muss,  so  muss  es  auch 
2mlg/+  Fl  sein;  bezeichnet  man  diese  Summe  durch  /?,  so 
hat  man  also: 

P=  -  2Tn\gQ+p, 

wo  p  bis  auf  unendhch  kleine  Grössen  von  g  unabhängig  und 
endUch  ist. 

Aus  der  Gleichung: 


/ 


9 


dP  ^    r q{q  -  g»  {b  coa&  +  c  sin  ö))  (m  +  na)d(T  dPt 

kann  man  durch  Betrachtungen  derselben  Art  beweisen,  dass 
bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse 


dP  o 

ö  5-  =  —  2m 


ist. 
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Es  ist  von  selbst  klar,  dass  diese  Besultate  auch  gelten^ 
wenn  die  mit  Masse  belegte  Linie  aus  zwei  oder  mehr  ge- 
trennten, geschlossenen  Linien  besteht. 

Nun  kehre  man  zur  Betrachtang  der  beiden  Ringe  zurück. 
Die  Werthe  der  Grössen  *,  r,  &j  welche  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Nähe  ihrer  Ober- 
flächen bestimmen,  bezeichne  man  für  Punkte  der  Oberflächen 
selbst  durch  s,  r,  &\  wo  dann  also  r  den  Radius  ihrer  Quer- 
schnitte bedeutet.  Die  Oberflächen  denke  man  sich  mit  Masse 
der  Art  bedeckt,  dass  auf  das  Flächenelement  ds  r  d&'  die 
Masse  fi  äs  d&'  kommt,  und  nehme  /n  als  eine  endUche  imd 
stetige  Function  von  s  und  &'  an.  Das  Potential  dieser  Massen- 
yertheilung  nenne  man  Si;  es  ist  dann: 

tn 

il  =  CFd»\ 

0 

wenn  Pdd'  das  Potential  des  Streifens,  welcher  dem  Elemente 
d&'  entspricht,  bedeutet.  Für  Punkte,  die  unendHch  nahe  an 
einer  Bingoberfläche  liegen,  hängt  F  in  der  vorher  erörterten 
Weise  von  q  ab,  wenn: 


()  =  )/r'2  +  r»  -  2rVcos  {&'  -  &) 
gesetzt  wird;  es  ist: 

i>  =  -  2  CfL  lg  yr'2  +  r»  -  2rV  cos  {&'  -  i^)  d&'  +  (o. 


0 

wo 

0 

Man  setze  nun,  was  erlaubt  ist: 


1  il 


/*  ==  i^o  +  i^i  ^^s  (*'  -  *i)  +  /*2  COS  2  {&'  -  ä^)  +  ..., 


lg  y^^2  +  r«  -  2rV  cos  {&'  -  &) 

=  Igr  -  ^  cos(i^'  -&)^\^  cos2(i9''  -  &)  -  ...; 
es  ergiebt  sich  dann: 
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C2  =  «  —  4;r]U^lgr  +  27tfjL^  -  cos  (&  —  S^) 


Was  den  Werth  von  ca  anbetriflFt,  so  ist  dieser  Ton  jm^,  jMj,  ... 
unabhängig  und  verschwindet,  sobald  jm^  für  alle  Werthe  von 
8  verschwindet;  es  folgt  das  daraus,  dassp  unendlich  wenig  sich 
ändert,  wenn  die  Linie,  auf  welche  diese  Grösse  sich  bezieht, 
m  ihrer  Gestalt  und  Lage  unendUch  wenig  geändert  wird,  und 
dass  daher  bei  der  Berechnung  von  (o  die  Massen,  die  in  den 
Bingoberflächen  liegen,  in  den  Mittellinien  concentrirt  gedacht 
werden  können. 

Man  hat  weiter: 


2;r 

r 
ör 

0 

bei  Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  aber  ist: 


dQ  _    r    dP  r{r-  r  cos  (&'—^))  ^  q. 


unter  der  Voraussetzung,   dass  -  um  etwas  Endliches  kleiner 


w 

r 
r 

als  1  ist,  ist  femer: 

r(r  —  r  cos  {^'  —  &)) 

endlich,  und  daher  unter  derselben  Voraussetzung: 


T 


=  _  2  J^  rjr- /cosi*- :£0)  ^q.. 


oder,  da: 


'•^'— '•>:  (^-- *-))  =  1  +  ^-  cos  [ß-'  -  ») 

»•  * 


+  *^  cos  2  (!?•'-  »)  +  ..., 


r  ^  =  —  \nii^  -  2nu^  -  cos  {»  -  d\) 


r« 


—  27t fl2  ~«  C082  {&  —  S^)  —  .... 
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Ist  der  Werth  gegeben,  dem  r  -^-   sich  uähert,  wenn  t  dem  / 

eich  nähert,  gd  bestimmt  diese  (rleicbimg  die  Grössen  fi  und  j, 

und  aus  die.sen  lässt  sich  dann  ii  berechnen. 

Für  das  Potential    [■"  sollte  nun  fttr  r  =  r' 

r?^'  =  7-'  Ccost-»-?-) 
sein;  es  ist  daher  fUr  unendlich  kleine  Werthe  vöh  r 
V  =  ~  ''-^  cos  {Ih  -  y), 

und  in  endlicher  Entfernung  von  den  Eingen  ist  V  =  0. 

Berücksichtigt  man,  dass  C  eine  endliche  Grösse  ist, 
folgt  liieraus,  dass  V  Überall  in  der  Flüssigkeit  und  die  DÜfe- 
rentialquotienten  von  Kin  endlicher  Entfernung  von  den  ßiugen 
unendlich  klein  sind. 

Dar  flir  y  gefundene  Wertli  soll  nun  benutzt  werden,  um 
die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit,  die  T  genannt  werden 
möge,  zu  berechnen.    Es  ist: 


'^''fff ''"'"''' 


/Sjl 


^)') 


If-'^fil' 


=  -  >  j'js  u 


SU, 


',f,,su. 


dS  u, 


\  dSU' 


wo  die  Integrationen  nach  dS  über  die  Oberflächen  der  beiden 
Hinge  und  die  beiden  Seiten  der  Querschnitte  auszudehnen 
Bind,  durch  welche  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  zu 
einem  einfach  zusammenhängenden  gemacht  ist.  Die  beiden 
ersten  dieser  sechs  Integrale  sind  unabhängig  von  der  Lage 
und  der  Bewegung  der  beiden  Hinge;  ihre  Summe  bezeichne 
man  durch  A';  das  dritte,  das  fünfte  und  das  sechste  sind  un- 


endlich klein,  da  ! 


imendlich  kleinen  Theilen  der 
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Flächen,  über  die  zu  integriren  ist,  eudlidi,  soDst  unendlich 
klein  ist,  da  V  überall  unendlich  klein  ist  und  U^  und  U^ 
Überall  endlich  sind.     Mitbin  ist 

Ueber  die  Oberflächen  der  beiden  Ringe  genommen,  ist  das 
allein  übrig  gebliebene  Integral  auch  unendlich  klein,  da  g-^' 
au  der  Oberfläche  des  ersten  Bingen  endlich,  an  der  des  zweiten 
gleich  Null  ist;  über  die  beiden  Seiten  des  zweiten  Quer- 
Bchnittes  ausgedehnt,  ist  dasselbe  Integi'al  gleich  Null,  denn 
hier  hat  ^-^  entgegengesetzte  und  ü^  gleiche  Werthe.  Ea 
braucht  also  die  Integration  nur  über  den  ersten  Querachnitt 
ausgedelmt  zu  werden.  Bezeichnet  man  durch  dS^  ein  Ele- 
ment desselben  und  durcii  i\\  die  eine  Normale  dieses,  so  ist 
hiernach,  da  ,-i'  auf  beiden  Seiten  von  i/i',  entgegengesetzte 
"Werthe  und  17,  Werthe  hat,  die  um  x,  verschieden  sind, 


T^K  - 


-/ 


rfS, 


Blh 


Da  die  Grenzlinie  des  Querschnittes  von  der  Mittellinie  des  Binges 
nur  unendlich  wenig  absteht,  so  kann  man  hier  ltS^  auch  de- 
finiren  als  ein  Element  einer  durch  die  Mittellinie  des  ersten 
Ringes  begrenzten  Fläche.  Nach  dem  Ämp&reschen  Satze, 
auf  welchen  oben  bereits  hingewiesen  wurde,  ist  das  in  der  an- 
gegebenen Weise  genommene  Integral  aber  nichts  Anderes, 
als  das  Potential  zweier  elektrischen  Ströme,  die  die  Mittel- 
linien der  beiden  Ringe  durchflieasen ,  in  Bezug  auf  einander. 
Sind  (/*[  und  d».,  zwei  Elemente  dieser  Mittellinien,  r  ihre  Ent- 
fernung, {ds^,(tg^  der  WiukeJ,  den  ihre  Bichtungen  mit  ein- 
ander bilden,  so  ist  das  Potential  zweier  Ströme,  die  mit  der 
Intensität  1  die  Mittellinien  durchfliessen,  in  Bezug  auf  einander: 


ir- 


IS  (J«„  ,1t,) 


'SS- 


416      Ueber  die  Kiftfle,  welche  zwei  unendlich  dünne,  sUure  Ringfr^^l 

Hieraus  folgt  nun  uiunittelbar  der  im  Eingänge  ausgesprochefiS" 
Satz.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Kinge  durch  Kräfte,  die 
man  auf  aie  wii-ken  lässt,  irgend  wie  bewegt,  und  bezeichnet 
durch  3T  den  Zuwachs,  den  dabei  T  in  einem  Zeitelement 
erfährt,  so  ist  S  T  gleich  dem  Moment  der  Druckkräfte,  welche 
die  Ringe  auf  die  Flüssigkeit  ausüben,  für  die  iii  dem  Zeit- 
element geschehene  Verrückung,  und  also  —^7"  das  ent- 
sprechende Moment  der  Druckkräfte,  welche  umgekehi-t  die 
Flüssigkeit  auf  die  Hinge  ausübt.  Nach  dem  fiir  T  gelundenen 
Ausdrucke  ist  dieses  Moment  so  gross,  wie  das  der  Kräfte, 
mit  welchen  zwei  elektrische  Ströme  auf  einander  wii'ken,  die 
die  Mittellinien  der  Ringe   mit  den  Intensitäten  x,  i  /  L  un^ 

Kg  iZ-P-  durchfliessen,  flir  dieselbe  Verrückung;  d.  h.  die  Hinge 

V  in 
üben  scheinbar  dieselben  Kräfte  auf  einander  aus,  wie  diese 
elektmchen  Ströme  oder  auch  wie  die  elekttischen  Ströme,  die 
mit  den  genaimten  Litensitäten  die  Singe  seibat  durchüieBseii. 
Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist,  um  die  Darstellung  zu 
erleichtern,  vorausgesetzt,  dass  die  Querschnitte  der  Ringe 
Kreise  von  demselben  Radius  sind;  der  Satz  gilt  aber  auch, 
wenn  diese  Querschnitte  von  anderer  Gestalt  sind,  sobald  sie 
nur  unendlich  kleine  Dimensionen  haben. 
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Herr  Helmholtz  hat  in  seiner  Mittheilung  „über  discon- 
tinuirhche  Flüssigkeitsbewegungeu"  ^)  zum  ersten  Male  die  Gle- 
stalt  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  in  einem  speciellen  Falle 
theoretisch  bestimmt.  Die  von  ihm  dabei  benutzte  Methode 
lässt  sich,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  leicht  so  veraUgemeinem, 
dass  sie  zur  Lösung  derselben  Aufgabe  für  eine  grosse  Zahl 
von  FäUen  führt. 


1)  Borchardt'B  Jonm&l.    Bd.  70.    IS 

2)  Monatflberichte  der  Berl,  Akad. 
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Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Flüssigkeit  incompressibelist, 
dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  sie  wirken,  dass  ihre  Theilchen 
nicht  rotiren,  dass  die  Strömungen  stationäre  sind,  und  endlich, 
dass  die  Bewegung  tiberall  parallel  einer  festen  Ebene  ist. 

Nennt  man  x  und  i/  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  des  von  der  strömenden  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes, 
parallel  dieser  Ebene,  und  gp  das  Geschwindigkeitspotential  in 
diesem  Punkte,  so  ist  (p  eine  Function  von  .r  und  y,  die  der 
Gleichung: 

genügt.    Dabei  sind  ^  und  ^  die  Geschwindigkeiten  parallel 

den  Axen  der  x  und  der  y,  und,  ist  p  der  Druck,  q  die  Dich- 
tigkeit, so  ist  weiter 

. = -  ?  p)*+  m)  • 

wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Hat  die  strömende  Flüssigkeit 
eine  freie  Grenze,  so  muss  diese  einer  Strömungslinie  ent- 
sprechen, und  es  muss  für  sie  der  Druck  ein  constanter  sein. 
Die  zweite  von  diesen  Bedingungen  wird,  wenn  man  die  in 
Betracht  kommenden  Einheiten  passend  wählt: 


ÖX 


m  = 


''^"+(r'r  =  1. 


Der  partiellen  Differentialgleichung  für  tp   wird  genügt, 
wenn  man: 

wo: 

und  (o  gleich  irgend  einer  Function  von  z  setzt.    Dabei  ist 
die  Gleichung  einer  Strömungscurve: 

\f)  =  const., 

und  es  ist: 

dx 

d(f        d<jp 

Kirchhoff,  Gesammelte  Abbandlnogen.  27 
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wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichimgeu  x  und  y 
als  Functionen  von  <p  und  \p  dargestellt  annimmt.  Die  Be- 
dingungen für  eine  freie  Grenze  dea  Strahles  sind  dann  dio. 
dass  filr  3ier 

Tyj  =  const. 
und: 

ist.     Es  handelt  sich  darum,   solche  Functioneu   t»   von  :  zu 
finden,  dass  diesen  Bedingungen  genügt  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  setze  mau: 

'i,  -/(»)  +  y/(»)/w=T7 

und  wähle  die  Function /(m)  so,  daes  sie  fiir  einen  gewissen 
Werth  von  i/i  und  fiii'  ein  gewisses  Intervall  von  ip  reell  ist 
und  zwischen  —  1  und  +  1  liegt.  Für  diesen  Werth  von  t// 
und  dieses  Intervall  von  rp  ist  dann; 


-/H,      Z- Vi-/ M/W, 


/flj-V 


d.  h.  die  dem  Werthe  von  if  entsprechende  StröraimgsUnie 
kann  in  dem  dem  lutervalle  von  y  entsprechenden  Stücke  eine 
freie  Grenze  der  bewegten  Flüssigkeit  bilden.  Giebt  es  mehrere 
Werthe  von  </<,  für  welche  /  (w)  die  genannte  Eigenschaft  be- 
sitzt, so  können  alle  Strömungshnien.  welche  diesen  entsprechen, 
freie  Grenzen  sein. 

Bei  einer  bestimmten  Annahme  über  f  [m)  ist  w  durch 
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die  für  -,-  aufgestellte  Gleichung  im  Allgemeinen  als  eine 
mehrwerthige  Funktion  von  r  definirt.  Es  soll  das  Gebiet  von 
z,  d.  h.  der  von  der  bewegten  Flüssigkeit  erfüllte  Raum,  so 
abgegrenzt  werden,  dass  innerhalb  desselben  ein  Zweig  von  w 
nicht  in  andere  übergeht;  dieser  Zweig  stellt  dann  eine  mög- 
liche Fiüsaigkeitsbewegung  dar.  Der  genannte  Zweck  wird  er- 
reicht, wenn  das  Gebiet  von  oj  auf  passende  Weise  begrenzt 
wird. 

In  Bezug  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  von  w  werde 
zunächst  festgesetzt,  dass  sie  eine  in  sich  zurückkehrende,  sich 
nicht  schueidende  Linie  ist,  die  aus  Theilen  besteht,  für  welche 
V  constante  Werthe  hat,  und  aus  Theilen,  für  welche  y  einen    , 
unendlich  grossen  positiven  oder  einen  unendUcb  grossen  nega*    , 
tiven  Werth  besitzt. 

Innerhalb  des  Gebietes  von  a  soll  f{iu)  eine  einwerthige 
Function  von  tu  sein.  Hat  man  fUr/{w)  einen  Ausdruck  an- 
geuommsD,  der  eine  mehi'werthige  Function  darstellt,  so  sollen 
daher  aus  den  Verzweigungspunkten  derselben  Schnitte  gezogen 
sein,  für  welche  i//  constante  Werthe  hat. 

Weiter  soll  auch  y/(w)/{(u)— 1  zu  einet  einwerthigen 
Function  von  w  gemacht  werden,  indem  aus  denjenigen  Punkten, 
fllr  welche  /  (öj)  =  ±1  ist,  Schnitte  gelegt  werden,  für  welche 
if>  constante  Werthe  bat.  Für  einen  Punkt  des  Gebietes  von 
w  kann  dann  noch  über  das  Vorzeichen  der  Wnrzelgrösse  ver- 
fügt werden.  Sind  Punkte  vorhanden,  für  welche  /(m)  un- 
endlich oder  unendlich  gross')  ist,  so  soll  für  einen  dieser 
Punkte 


V/M/N-1  =  +/M 
gemacht  und  vorausgesetzt  werden,  dass  für  sie  alle  dieaelba 
Gleichung  besteht. 

Femer  werde  angenommen,  dass  die  Function  /(w)  nur 
in  ihren  Vei-zweigungspunkten  unendlich  wird,  wenn  sie  es  über- 
haupt wird;  und  auch  hier  nur  so,  dass,  wenn  /(Wp)  unend- 
lich ist, 


}  Ich  nenne  unendlich  das  Beciproke 
Keciproke  einer  unendlich  kleinen  QrQBse, 


Q  Null,  unendlich  gross  das 
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*iicb  der  Niill  nähert,  wenn  tu  dem  Werthe  w„  sich  nähert. 

Innerhalb  des  bezeichneten  Gebietes  von  w  ist  dann  z  eine 
einwerthige  Function  dieser  Variablen,  und  zwar  eine,  die 
nirgend  unendlich  wird, 

Nun  betrachte  man  tu  ala  Function  von  z.  Das  Gebiet 
von  r,  welches  dem  angenommenen  Gebiete  von  m  entspricht, 
erstreckt  sich  nicht  durch  die  Unendhchkeit  und  ist  begrenzt 
dui'ch  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie,  die  zusammengesetzt 
ist  aus  den  Linien,  deren  Gleichungen  r/-  =  —  ao  und  if  =  +  co 
sind,  und  aus  Strömungshnien ;  ein  gewisser  Theil  der  letzteren 
kann  als  freie  Grenze  der  bewegten  Flüssigkeit,  der  andere  ala 
feste  Wand  angesehen  werden.  Innerhalb  dieses  Gebietes  von 
r  hat  w  keine  Verzweigungspmikte,  da  t-'  in  keinem  Punkte 
desselben  verschwindet.  Unter  der  ^Bedingung,  dass  die  Grenze 
des  Gebietes  von  z  sich  selbst  nicht  schneidet,  ist  daher  inner- 
halb desselben  w  eine  einwerthige  Function  von  z.  Es  ist  diese 
vollkommen  bestimmt,  sobald  man  noch  einen  "Werth  von  z 
als  entsprechend  einem  gewissen  Werthe  von  w  festsetzt 


Ein  Beispiel,  welches  eine  Verallgemeinerung  des  yon 
Herrn  Helmholtz  behandelten  Falles  bildet,  erhält  man, 
wenn  man 

/{„)  =  l.  +  e" 

setzt,  wo  k  —  wie  auch  in  den  folgenden  Beispielen  —  einen 
positiven  echten  Bnich  bezeichnet,  und  das  Gebiet  von  w  durch 
die  Linien 


b*'grenzt. 

Der  für/[(u)  angenommene  Ausdruck  ist  einwerthig;  die 
Verzweigungspunkte  von  y/(w)/((ö)  —  1,  welche  nicht  ausser- 
halb des  bezeichneten  Gebietes  hegen,  sind  die  Punkte: 
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9  =  -  log  (1  -  Ä),  ^  =  0, 

9P  =  -log  (1  -fÄ),  t/;  ==  ;r; 

sie  liegen  in  der  Grenze  dieses  Gebietes,  und  es  darf  deshalb 
<lasselbe  nicht  durch  Schnitte  weiter  begrenzt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebiets  von  «  sind  zu- 
gleich die  Gleichungen  der  Grenze  des  Gebietes  von  z.  Nimmt 
man  an,  dass 

füi*     y  =  —  log  (1  +  k)     und     xp  =^  71 
a*  =  0  und     y  =  0 

ist,  so  sind  diese  Gleichungen  entwickelt  die  folgenden. 
Für  u>  =  71  und  y^  <  —  log(l  +  k)  ist: 

-log(l  +  fe) 

wo  die  Wurzel  —  wie  auch  später  jede  Wurzel  aus  einer  po- 
sitiven Grösse  —  positiv  genommen  werden  soll.  Durch  diese 
Gleichungen  wird  die  positive  Hälfte  der  x-Axe  dargestellt; 
dieselbe  ist  als  feste  Wand  anzunehmen:  an  sie  schliesst  sich 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eine  freie  Grenze;  flii*  diese, 
nämlich  für  i^  =  t  und  cf  >  —  log  (1  +  k),  ist 

'f 

-log(l  +  fcJ 
V 

-log(l+fc) 

Femer  findet  man  für  t//  =  0  imd  ^jp  <  —  log  (1  —  A) 

;/•  =  J(  Ä  +  e-^  +  y  (Ä  +  e-ff  - 1)  dtf  +  a, 

~log(l-k. 

y  =  ^ 

und  für  if'  =  0  und  <^  >  —  log  (1  —  A) 

-log(l-.k) 
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Der  erste  Tbeil  der  Strümangsliiüe  yt  =  0.  der  eine  der  j^-Axe 
parallele,  bis  zam  Fankte  x  =  a,  y  =  b  gehende  Gerade  ist, 
ist  als  feste  Wand,  der  zweite  Theil  als  freie  Grenze  des  aos- 
tretenden  Strahles  anzusehen. 

Der  nngef&hre  Verlauf 
der  LinieD  vi=:t  und  y  =  O 
ist  in  Fig.  18  dargestellt. 

Die  Vervollst  ändignng  der 
Begrenzung  des  Gebietes  von 
:  wird  gebildet  durch  die 
Linie  y  =  —  00,  d.  h. 
r  =  2k(f  -  2e-''C0Si/;-f  o„ 
y  =  2kip+  2e-» sin  v  +  *, 
und  (he  Linie  ^  =  +  go,  d.h. 

^  =  k<p  +  yiZ^i  if- +  aj. 


Fig.  18. 


wo  «],  Äj,  «,,  fij  Constanten  sind,  deren  Werthe  leicht  angeb- 
bar und  theiweise  benutzt  sind  bei  der  Berechnung  von  a  und  b. 
Die  erste  von  diesen  beiden  Linien  lässt  sich  bezeichnen  als 
ein  Halbkreis,  der  mit  einem  unendlich  grossen  ßadius  um 
(kin  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschrieben  ist;  die  zweite 
ist  eine  Gerade,  die  in  unendUch  grosser  Entfernung  vom 
Anfangspunkte  senkrecht  zum  Strahle  steht;  der  Strahl  bildet 
hier  mit  der  positiven  a^-Axe  einen  Winkel,  dessen  Cosinos 
3  k  ist. 

Lasst  man  A  =  1  werden,  so  wird  n  unendlich,  der  Punkt 
(rt,  b)  rückt  in  die  Unendhchkeit;  das  Gebiet  von  tu  kann  man 
dann  durch  die  Linien  ■ip  =  n  und  tf'  =  ~  n  statt  durch  die 
Linien  i/j  =  jt  und  tfr  =  0  begrenzen;    dadurch  kommt  man  zu 


J 
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dem  von  Herrn  Helmholtz  behandelten  Falle,  auf  den  Fig. 
19  sich  bezieht. 


i 


Q 


1 


7^ 


FJg.  19. 


Fig.  20. 


Macht  man  ä  =  0,  so  wird  ^  =  0;  die  Begrenzimg  der  be- 
wegten Flüssigkeit  ist  dann  die  Fig.  20  dargestellte. 


Als  ein  zweites  Beispiel  möge  der  Fall  behandelt  werden, 


dass: 


f{o))  =  Ä  + 


/w 


ist  imd  das  Gebiet  von  co  sich  nach  allen  Richtungen  ins  un- 
unendlich Grosse  erstreckt. 

Um  f{ü))  zu  einer  einwerthigen  Funktion  zu  machen,  lege 
man  von  dem  Punkte  o?  =  0  aus  einen  Schnitt,  für  den  t//=0 
und  gp  >  0  ist,  und  setze  fest,  dass  für  gp  =  +  0  und  t/;=s  +  0 
der  reelle  Theil  von  V^  positiv  ist.    Die  Yerzweigungspunkte 

von  Vf{co)  f{a))  —  1  sind  die  Punkte,  für  welche 

u>  =  o,-L  =  i-Ä,  -L=~(i  +  Ä) 

Vw  VW 

ist;  sie  liegen  alle  auf  deni  schon  gezogenen  Schnitte,  erfordern 
also  nicht  die  Legung  neuer  Schnitte.    Was  das  Vorzeichen 

von  y/(w)/  (w)  —  1   betrifft,  so  muss  dasselbe  nach  den  ge- 
machten Festsetzungen  so  bestimmt  werden,  dass  der  reelle 
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Theil  dieser  Wurzelgrösse  f ür  qp  =  +  0  und  t/;  =  +  0  positiv 
ist.  Endlich  werde  angenommen,  dass  a>  und  z  gleichzeitig 
verschwinden. 

Zur  Grenze  des  Gebietes  von  z  gehört  die  Linie,  für 
welche  t/;  =  0  und  qp  >  0  ist.  Diese  Linie  setzt  sich  aus  meh- 
reren Theilen    zusammen,    die    zu    unterscheiden    sind.     Für 

i^=+0  und  0<(3P<  ^yz^%  ist: 

y  =  o, 

für  V  =  -  0  und  ^  <ff  <(i3]ty» 

y  =  o. 

Diese  Gleichungen  stellen  einen  Theil  der  a:-Axe  dar, 
welcher  als  feste  Wand  anzimehmen  ist.    Benutzt  man,  dass: 


=  a-*Vy-*y(Avy  +  i]2  — +^_±_arcsin((l-Oyqc-Ä) 
ist,  so  findet  man  für  die  Endpunkte  dieses  Theiles 

_  ^      l  +  it  — **        ,         1        in_,  .     ,  \ 

und 

^  =  -  2(l+*)(i-Ä*)  -  ^IZii^iy  -  arcsin*  j, 
wo  arc  sin  h.  zwischen  0  und  y  zu  ^hleu  ist. 

Für  v*  =:  +  0  und  gp  >  .  _..,  ist 


(1-*)' 


d 
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und  für  t/»  =   -  0  und  cp  >  /yxTTj 


d  X  ,  1 


Die  Linien,  welche  durch  die  Integrale  dieser  Gleichungen 
dargestellt  werden,  wenn  man  die  Integrationsconstanten  so 
bestimmt,  dass  sie  von  den  eben  bezeichneten  Endpunkten  der 
festen  Wand  ausgehen,  sind  fi-eie  Grenzen  der  bewegten  Flüssig- 
keit. Die  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  liegen  im  im- 
endhch  Grossen,  va^  dai-aus  hen^orgeht,  dass  für  w  =  cx> 


d  0) 

ist;  diese  Gleichung 
zeigt  zugleich,  dass  in 
unendlich  grosser  Ent- 
feniung  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordi- 
naten  die  Strömung 
mit  der  Geschwindig- 
keit 1  in  einer  Rich- 
tmig  geschieht,  die 
mit  der  ar-Axe  einen 
Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus  =  k  ist. 

Fig.  21  veran- 
schaulicht die  Grenzen  des  Gebietes  von  xr;  ausser  diesen  ist 
in  ihr  noch  die  Strömungslinie,  f üi'  die  i//  =  0  und  qp  <  0  ist, 
angegeben. 


Fig.  21. 


Noch  ein  Beispiel  möge  angeführt  werden.     Es  sei: 


l/l-(?— ' 

und  es  variire  \p  von  —  ;r  bis  -f  jt,  gp  von  —  00  bis  +  00. 

Von  dem  Punkte  w  =  0  aus  lege  man  einen  Schnitt,  für 
den  yj  =  0,  y  >  0  ist,  und  setze  fest,  dass  für  qp  =  -|-  0  und 
t^  =  +  0  der  reelle  Theil  von/(cü)  positiv  ist  Die  Verzwei- 
gungspunkte von  Vf((j^)f{(ü)  —  1  sind  die  beiden  Punkte: 
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(0  =  0  und  6>  =  —  log  (1  —  k^), 
die  beide  auf  dem  gezogenen  Schnitte  sich  befinden.  Das  Vor- 
zeichen der  Wurzelgrösse  V/ {«)/{«)  —  1  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  ihr  reeller  Theil  für  y  =  +  0  und  xp  =  +  0  positiv  sein 
soll.  Endlich  setze  man  fest,  dass  a>  und  z  gleichzeitig  ver- 
schwinden. 

Zur  Grenze  des  Gebietes  von  z  gehört  zimächst  die  Linie, 
für  welche  yj  =  0,  (p  >  0  ist.  Diese  setzt  sich  aus  den  folgen- 
den Theilen  zusammen. 

Für  1^  =  +0  und  0  <  y  <  -  log(l  —  Ä^)  ist: 

0 

füri/^=-OiindO<y^<  —  log(l  -  A^) 

0 

Diese  Gleichungen  stellen  einen  Theil  der  x-Axe  dar,  der  als 
feste  Wand  anzunehmen  ist.  An  ihn  schliessen  sich  als  freie 
Grenzen  der  bewegten  Flüssigkeit  die  Linien,  für  welche: 

1^=  +0,        gp>  -log(l-*2)^ 
also: 


und: 
also: 


dx  __       k  ^y  ^      i/i  _     ^^ 

t/;=-0,      i^>-log(l-Ä2), 


dx  k  ^—  _i/l        __^^ 

yvir^^'       d^~     \/^~r-e 


ist    Die  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  sind  die  Linien 
xfj  =  —  n,  yj  =  +  n,  (p  =  —  00,  qp=+00. 
Für  yj  z^  —n  ist: 


dx 


^<f  Vl+e-9  d(f 


Al^^ 


l/l--^^ 
V  l  +  e-9' 
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für  \fj  =  +  7i: 

dx  h 


d<f        Yi  +^—9'  d<f» 

diese  beiden  Strömungslinien  sind  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
freie  Grenzen. 

Für  9^  «  _cx)i8t|^=  -?, 


€^6) 


c2s 


für  (^=  +cx5,t/;<0:^=  -A-iyH^p, 
und  für  y  =  +  cx),  v'  >  0: 1^  =      *  -  1  Vr^p. 


Fig.  22. 

Für  q  ==  —  00  ist  hiernach  y  =  +  cx),  und  die  Strömung  ge- 
schieht mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Richtung  der  nega- 
tiven y-Axe;  für  y  =  +  cx>  ist  ^  =  =F  00,  y  =  —  00,  und  die 
Strömung  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  1  in  einer  Rich- 
tung, die  mit  der  positiven  .r-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus   ^  Ä  ist. 

In  Fig.  22  sind  die  Grenzen  der  bewegten  Flüssigkeit  für 
diesen  Fall  dargestellt. 


i'iÜ       Ueber  ttebeade 


l'eher  tUktmit  SchwiDj^iigeB  einer  sckwerei 
F)a$8iglieit.  ■) 

Unter  den  wenigen  FiOssigkeitäbewegimgen,  für  welche  man 
die  Differeutialgleicbtingen  bisher  bat  tntegriren  können,  nehmen 
eine  wesentliche  Stelle  die  uneallich  kleinen  Schwingnngen  an, 
die  eine  schwere,  nicht  reib3nde,  incompressible  Flüssigkeit  in 
einem  verticalen,  cylindrischen  oder  prismatischen  Gef^sse  mit 
h<:rhzo[italem  Boden  ausführen  kann.  Die  Schwingungen  einer 
nolcheu  Flüssigkeit  in  einem  Gefässe,  dessen  Boden  nicht  ho- 
rizontal ist,  sind  meines  Wissens  hi^  jetzt  nicht  behandelt. 
Ks  sollen  im  Folgenden  einige  hierher  gehörige  f^Ue,  and 
zwar  Fälle,  in  denen  der  Boden  aus  einer  schiefen  Ebene  oder 
aus  zwei  schiefen  Ebenen  gebildet  ist,  erörtert  werden.  Dabei 
»ird  TorauageHetzt,  dass  die  Bewegimg  nur  von  einer  horizontalen 
Ordinal«  abhängt,  die  Flüssigkeit  also  in  einer  Bichtung  durch 
zwei  parallele,  verticale  Wämle  begrenzt  ist. 

Es  sei  x  die  horizontale  Ordinate  eines  Punktes,  die  dieseu 
Wänden  parallel  ist,  ?  die  verticale  Ordinate  und  y<  das  Ge- 
schwindigkeitspotential in  diesem  Punkte  zur  Zeit  t;  dann  ist: 

§?+&-"'  ~ 

oder: 

(1)  ,f,^F(z  +  i^)+G(z- 

wo  /  ~  V^T  i'^t  uud  F  und  G  Fuuctionszeichen  sind.  Die 
Functionen  /"und  G  müssen  conjugirt  sein,  da  tf  reell  ist.  Die 
fruie  Oberäächo  der  Flüssigkeit  weiche  miendlich  wenig  tou 
der  Ebene  r  =  0  ah,  die  positive  j-Äxe  sei  abwärts  gekehi-t 
und  ff  bezeichne  die  Beschleunigung  eines  frei  fallenden  Kör- 
pers, dann  ist  für  z  =  0: 

flif   _  ö> 
^  flr  ~  et' 

und  —  -j^  ist  die  Tiefe  eines  Punktes 
untor  einer  festen  homoiitalcn  Ebene. 


der   freien   Oberfläche 


■j  Moiiiitsburiclit  der  Akail.  d.  ' 


Ueber  stehende  Schwingungen  einer  schweren  Flüssigkeit.        429 

Nun  werde  vorausgesetzt,  dass  </>  gleich 

multipliziit  mit  einem  von  t  unabhängigen  Faktor  ist,  wobei 
dann  n  die  Zahl  der  einfachen  Schwingungen  bedeutet,  die 
jedes  Flüssigkeitstheilchen  in  der  Zeitei|iheit  ausführt.  Es  ist 
dann: 

Ö'<P  2      8 

also  für  z  =  0: 

(2)  ^^=  -aqp,  wo  G=— . 

Setzt  man  hier  den  Werth  von  tp  aus  der  Gleichung  (1)  ein 
und  bezeichnet  durch  F  und  G'  die  Differentialquotienten  von 
F  und  G  nach  ihren  Argumenten,  so  erhält  man: 

F"  {ix)  +  G'  {-  ix)  =  -  a  {F{ix)  +  G (-  ix) ). 

Diese  Gleichung  braucht  nur  für  reelle  Werthe  von  x  erfüllt 
zu  werden,  und  zwar  für  solche,  die  Punkten  der  freien  Flüssig- 
keitsoberfläche entsprechen;  das  kann  aber  nur  geschehen,  wenn 
sie  auch  für  jeden  complexen  Werth  von  x  erfüllt  wird.  Be- 
zeichnet daher  u  eine  complexe  Variable,  so  muss  allgemein 

F[u)  +  G'(-w)  =  -^a{F{v)  +  G(-m)), 
oder  auch 

l3)  ^^{F{u)-G{-u))  =  -a{F{u)  +  G{-u)) 

sein. 

Es  ist  nun  noch  die  Bedingung  aufizustellen,  der  an  der 
nicht  freien  Flüssigkeitsoberfläche,  abgesehen  von  den  der  xz- 
Ebene  parallelen  Wänden,  zu  genügen  ist.  Diese  Bedingung 
ist  die,  dass  diese  Oberfläche  die  Flächen 

(p  =  const. 

senkiecht  schneidet,  dass  also  für  jeden  zusammenhängenden 
Theil  derselben 

F[z  +  ix)  -  G{z  —  ix)  =  const 

ist.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  ganze  nicht  freie 
Oberfläche  zusammenhängend  ist;  der  Werth  der  zuletzt  ein- 
geführten Constanten  kann  dann  ohne  Beschränkung  der  All- 
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gemeinheit  beliebig  gewählt,  die  Bedingung  also  dahin  ausge- 
sprochen werden,  dass  für  die  nicht  freie  Oberfläche 

(4)  F{z  +  ix)  --  Giz-^  ix)  =  0 

ist. 

Die  nicht  freie  Oberfläche  sei  nun  die  Ebene: 

-  =  tg« 

oder,  wenn  man: 

X  =  Q cos  &  z  =  Qsin& 

setzt,  die  Ebene: 

und  die  Flüssigkeit  befinde  sich  auf  der  Seite  dieser  Ebene, 
nach  der  die  positive  ;r-Axe  gekehrt  ist,  d.  h.  sie  erfülle  den 
Baum,  für  den 

ist    Die  Gleichung  (4)  wird  dann: 

F(Qie-*')  -  G(-  (>2>+««)  =  0. 

Diese  Gleichung,  die  zunächst  nur  für  positive  reelle  Werthe 
von  Q  erfüllt  zu  werden  braucht,  muss  eben  deswegen  auch 
für  complexe  gelten;  bezeichnet  u  wiederum  eine  complexe 
Variable,  und  setzt  man: 

80  hat  man  daher: 

(5)  G{u)  =  F{-ßu), 

and  in  Folge  der  Gleichung  (3): 

(6)  rf^  {F{u)  -  F[ßu))  =  -  a  {F(u)  +  F{8u)). 
Es  sei  a  mit  n  commensurabel  und: 

m 
n      ' 

WO  m  imd  7i  zwei  ganze  Zahlen  sind,  die  keinen  gemeinsamen 
Faktor  haben,  also: 

.2fnn 

/9  =  e-'— . 
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Es  ist  dann  ß  eine  primitive  wte  Wurzel  der  Einheit  und  unter 
einer  sogleich  abzuleitenden  Bedingung  lässt  sich  der  Gleichung 

(6)  genügen  durch 

(7)  F[u)  =  J^e^*'"'  +  A^e^^<'^  +  A.j^*^^^  +  ...^„.i<?'»"~^^«^ 

wo  X  eine  willkürliche  Constante  ist,  Aq,  A^,  ...  Constanten 
sind,  deren  Verhältnisse  auf  passende  Weise  bestimmt  werden 
müssen.  Setzt  man  nämlich  diesen  Ausdruck  von  i^  in  die 
Gleichung  (6),  so  erhält  man  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

ßX  {A,  -  ^o)  =  -  (^1  +  A) 
ßn{A,-A,)^-{A,  +  A,) 


oder: 

A,{ßl+1)  =  A,  (/?A-1) 
(8)  A,  {ßn  +  1)  =  ^1  {ß^l  -  1) 

An^l  (/9«-U  +  1)  =  An^2{ß^-'l'l). 

Multiplicirt  man  sie  mit  einander,  so  erhält  man: 

A«-(-l)«  =  A"— 1, 
da: 

l,ß,ß\...ßn-l 

die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Ä"  -  1  =  0 

sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  n  imgerade  ist,  die  Glei- 
chungen (8)  nicht  bestehen  können,  ohne  dass  alle  A  ver- 
schwinden; wenn  n  gerade  ist,  aber  diese  Gleichungen  bei 
einem  beliebigen  Werthe  von  k  und  einem  beliebigen  Werthe 
einer  der  Grössen  A  erfüllt  werden  können.  Demgemäss  soll 
n  als  gerade  angenommmen  werden. 

Die  Hälfte  der  Glieder  des  in  (7)  für  F  aufgestellten  Aus- 
drucks verschwindet,  wenn  man  X  einer  ganzen  Potenz  von  ß 
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gleichsetzt.     Wählt  man  eine   andere  Potenz,  so  erhält  man 
einen  nur  scheinbar  verschiedenen  Ausdruck  für  F.    Man  mache 

es  verschwinden  dann  die  ^,  deren  Index  ^  oder    grösser    als 
\  ist,  ^Q  kann  beliebig  gewählt  werden,  es  ist: 

^2  ""  ^\  .-9^—1 


t 

und: 

3 

Statt  der  Constanten  A  mögen  hier  Constanten  B  durch  die 
Gleichungen: 


""  -V 


A 

= 

B^e 

.  n-2 

A 

^s 

B^e 

.  n-e 

A. 

=- 

B.^e 

.   n-lO 
-"    8 

An. 
2 

= 

Bn 

2 

.    n-3 

1«     » 

eingeführt  werden;  man  hat  dann: 

F{v)  =  ^0  e^«'*-''*  ^ 

n-6 

(9)  +53<?-'^«"-*''^ 


-—1 
a 


hier  ist  Ä^  willkürlich  und 
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B^  =  Bq  cotg  ce 

B^  =  Bq  cotg  a  cotg  2  a 

-B3  =  Bq  cotg  cf  cotg  2  a  cotg  3  a 


^2^1  =  -Bq  ^ötg  a  cotg  2a....  cotg  r--A  cc ; 
woraus  folgt: 


m  +  l 


wo   die  Zeichen  —  gelten,  wenn  f  und  zugleich  ^-J-  gerade 

ist,  während  in  allen  anderen  Fällen  die  Zeichen  +  zu  nehmen 
sind.  Bildet  man  nach  (5)  und  (9)  den  Ausdruck  von  G{v) 
und  kehrt  die  Reihenfolge  der  Glieder  um,  so  erhält  man 
hiemach: 


n«8 

+  B,  r  V"T 

+  B.e   "^^     8 


-a  »      ..»-aj 


WO  über  das  Doppelzeichen  nach  derselben  Begel  zu  entscheiden 
ist.    Nach  (1)  ist 

q>^F{u)  +  G{v\ 
wenn: 

u  ^  2  +  ix  ,  V  ^  z  —ix 

gesetzt  wird,  und  F  {u)  und  G{v)  sind  coiyugirt  Die  Expo- 
nenten in  den  entsprechenden  Gliedern  der  für  diese  Func- 
tionen aufgestellten  Ausdrücke  sind  conjugirt;  daraus  folgt,  dass 

Bq  reell  sein  muss,  wenn  nicht  ^  und  ^g—  gerade  sind,  rein 

imaginär,  wenn  diese  beiden  Zahlen  gerade  sind.  In  beiden 
Fällen  ist  9)  gleich  dem  Doppelten  des  reellen  Theiles  des  in 
(9)  für  F{u)  aufgestellten  Ausdrucks. 

Führt  man  statt  x  und  z  wieder  die  Polarcoordinaten  q 
und  {h  ein,  so  hat  man: 

Kirch  ho  ff,  Gesammelte  Abhandlangen.  28 
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M  =  p  (sin  &  +  i  cos  &) 
ßu^Q (sin (2  a  +  &)-\'  2 cos (2 a  +  9) 

/9*  w  =  p  (sin  (4  Ä  +  !?•)  +  2  cos  (4  a  +  &)) 


ß  i-^  M==()  (sin((w  -  2)  a  +  i9-)  +  /cos  ((n  —  2)  a  +  i?-)). 

Man  ersieht  hieraus,  dass  im  Allgemeinen  bei  den  hier 
aufgestellten  Formeln  gp  unendlich  wird  innerhalb  des  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Raumes,  in  dem  q  von  0  bis  UnendUch, 
19-  von  0  bis  «  variirt;  nur,  wenn: 

m  =  1     ,     a  =  — 

n 

ist,  findet  dieses  nicht  statt  und  für  p  =  oo  wird,  wenn  man 
2J?o  =  1  macht, 

2F{z  +  ix)  =  €  -«*-»  (*^+«i-) 

(p  =  ^-«  cos  (aar  +  n  ^). 

Bei  beliebigen  Werthen  von  x  und  ;?  hat  man  dann 

für  w  =  2: 

2F{z  +  ix)^€-<''^'*) 

ip  =  e-^*cosa.r; 


für  n  =  4: 


für  n=6: 


2F(2  +  2X)  =  ^-J^-««-ia« 

(p  =  T=  ^"'**  (cos  aar  —  sinax) 
+  -p:  e-^(cosa-s  — sina-?); 


2F{z  +  ix)^  _  ie-«(«-h««) 
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y-  =  —  e  -«*  sin  rt  3? 


a 


^e2^"-''^'^sin^{zy3  +  a'). 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  (7)  k  unendlich  klein  an 
und  entwickelt  die  Exponentialgrössen  nach  Potenzen  der  Ex- 
ponenten, so  erhält  man  für  F{u)  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  M.  Die  allgemeinste  Function  dieser  Art,  die  der 
Gleichung  (6)  genügt,  findet  man,  indem  man  in  diese  Gleichung 

F{u)  ^  AhU^  +  Ah+i  u^-^^  +  '•'  +  Awuf"* 

setzt,  wo  h  und  K  ganze  Zahlen  bedeuten  und  K  >  h  ist.    Es 
ergiebt  sich  dann 


j  .11  +  /9*-i 


wo  k  jede  der  Zahlen  A  +  1,  A  +  2, . . .  A'  sein  kann,  während 
Ah  willkürlich  bleibt.  Man  kann  diesen  Bedingungen  genügen, 
indem  man  A  =  0  oder  einem  Vielfachen  von  n  und 

setzt. 

Ein  besonderes  Interesse  hat  der  Fall,  dass  die  auf  diese 
Weise  gebildete  Function  F[u)  vom  zweiten  Grade  ist;  das 
findet  statt,  wenn  w  =  4  ist  und  A  =  0  gewählt  wird.    Es  sei 

a  =  ^  ,  also  /?  =  —  « ; 

dann  hat  man:  s  ,  ^ 

F[u)  ^  A,[\  -^  au[\-^i)-''^i], 

woraus  nach  (5)  folgt: 

Da  F[u)  und  G{v)  conjugirt  sind,  so  muss  hiernach  Ä^  reell 

sein.     Setzt  man  ^  =  },  so  erhält  man: 

28* 
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^=]-a{z  +  x)  +  a':^ 
und  als  Gleichung  der  8tromIimeii,  d.  h.  der  Linien,  weJcb 
die  Linien  gp  =  const.  seiikrecbt  schneiden: 

const.  =  a{x  —  if)  —  y  {«'  —  ■«*)■ 

Zu  diesen  Linien  gehört  auch  die  Gerade  !~t  =  0;  für  fä 
ist  die  mit  const,  bezeichnete  Grösse  =  0;  eine  zweite  Gerad 
mU88  zu  derselben  Stromlinie  gehören;  sie  ist  die  Gerade 


die  die  erste  in  dem  Punkte  ;  =  j-  =  -  schneidet.  Diegedachte 
Bewegung  kann  daher  auch  bestehet),  wenn  die  Flüssigkeit 
ausser  durch  die  Wand  ^  =  x  noch  durch  die  Wand  r+j-=  J 
begrenzt  ist,  wenn  sie  also  in  einem  prismatischen  Gefasse  aiclj 
befindet,  dessen  Kante  nach  unten  gekehrt,  dessen  Winkel  ein 
rechter  ist  und  dessen  Seitenflächen  gegen  die  Vertikale  gleidt 
geneigt  sind:  -  ist  die  grösste  Tiefe  der  Flüssigkeit. 

Für  ?  =  0  {wie  für  jeden  constanten  Werth  von  s)  wird 
tp  eine  lineare  Function  vou  i;  .daraus  folgt,  dasa  die  freie 
Obei'fläche  der  Flüssigkeit  bei  der  Bewegung  stets  eine  Kbeue 
bleibt.  Die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  ist  der  Glei- 
chung (2)  zufolge 


d.  h.  gleich  der  Schwinguugsdauer  eines  einfachen  Pendele,, 
dessen  Länge  der  grössten  Tiefe  der  Flüssigkeit  gleich  ist. 
Die  Flüssigkeitstheilchen  bewegen  sich  in  den  gleichseitigen^ 
Hyperbeln,  deren  Asymptoten  die  Gef^sswände  bilden. 

Die  beschriebene  Bewegung  ist  eine  von  unendlich  vielen, 
Schwingungsarten,  die  eine  Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  der 
bezeichneten  Art  austuhreii  kann.  Auch  die  andern,  schnelleren 
Schwingungen  lassen  sich  theoretisch  verfolgen.  Man  kommt 
auf  sie,  wenn  man  die  Constanten  A  imd  u  in  dem  für  F{u) 
m  der  Gleichung  {7}  aufgestellten  Ausdruck  so  zu  bestimmeo 
sucht,  daas  für  z  +  x  =  2c  (wo  c  die  grösste  Tiefe  der  Flüssig-' 
keit  bedeutet): 


ä 
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ist.  Nach  der  Gleichung  (5),  in  der  für  ß  sein  Werih  —  i  zu 
setzen  ist,  wird  diese  Bedingimg: 

F(^^)  =  F(-M  +  2c(l  +  ^)). 

Diese  Gleichung  (7)  ist  hier: 

(10)  ^  (")  =  ^0  ^^**  +  ^1  «"^**"  4-  ^  ^■"^"  +  ^3  e**"*" 

und  zwischen  den  Constanten  A  hat  man  die  Gleichungen: 

(11)  J  M-^x  +  i)  =^,(-Ä-i) 

^(a+i)     =^(a-i); 

die  neue,  eben  abgeleitete  Bedingung  giebt  zwei  Gleichungen, 
nämUch: 

und: 

Diese  fünf  Gleichungen  reichen  gerade  aus  zur  Bestimmung  der 
fünf  Grössen  A^y  A^,  A^,  Xj  a.  Durch  Elimination  der  drei 
ersten  erhält  man: 

.ia2c(l-.-j  _'(1+A)(1^»7) 

(l_A)(l+tA)- 

Multiplizirt  man  diese  Gleichungen  einmal,  dividirt  sie  das  an 
dere  Mal  und  zieht  jedesmal  die  Quadratwurzel,  so  sieht  man, 
dass  entweder: 

e2Xac  =  1±4   und   ^iilac  ^  |_±4^ 
1  —  X  1  —  »A  ' 

oder: 

1  —  X  1  —  »A 

sein  muss.    Man  setze: 

?MC  ^  p, 

so  hat  man  im  ersten  Falle  die  Gleichungen: 
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J  =  tgp 


■'eif  +  T 


im  zweiten: 


„lip  = 


1  -iV 
oder: 

A  =  -  cotg;)  e^P  =    cotg  [p  +  ^j 

Die  beiden  transcendenten  GleichuDgen,  deren  einer  p  genügeaj 

niuss,  lassen  sieh  in  die  eine: 

e^P  +  e 


COS  2/)  - 


-.  ] 


zusammenfassen,  welches  die  Gleichung  ist,  die  die  8 
zahlen  eines  elastischen,  an  heiden  Enden  freien  Stabes  be-  ' 
stimmt  Die  "Wurzeln  derselben  sind  bekannt;  aus  diesen 
Wurzeln  findet  man  hier  die  Schwingungszahlen  der  Flüssig- 
keitsmasse,  nämlich  die  Werthe  der  Grösse  a  (die  den  Qua- 
draten der  Schwingungszahlen  proportional  sind)  im  ersten  der 
beiden  unterschiedenen  Fälle  durcli  die  Gleichung: 


tg/"' 


1  zweiten  durch  die  Gleichung: 


-  P  tg/'- 


^ 


hat  zunächst  die  dreifache 


Die  Gleichung  e^f  =  tg  (/'  +  5 
Wurzel  p  =  0;  bei  dem  Probleme  des  elastischen,  scliwingenden 
Stabes  hat  dieselbe  keine  Bedeutung,  da  sie  dort  einer  unend- 
lich grossen  Schwingungsdauer  entspricht;  anders  ist  es  hier, 
für  jp  =  0  wird  hier 

<ic  =   l; 
der  hierdurch  bestimmte  Werth  von  «  bezieht  sich  auf  die  , 
vorher  erörterten  Schwingungen,  bei  denen  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  stets  eben  bleibt.     Die  folgenden  Wurzeln  der  ge-  ■ 
nannten  Gleichung  für  p  sind  etwas  kleiner  als; 
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Die  Geuatiigkeit  dieser  Nähenmgswei-the  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  ihre  Ordniuigszalil ;  schon  bei  dem  ersten  ist  sie  be- 
deutend, es  ist  nämlich: 

^  =  3,92699, 

während  der  entsprechende  Werth  von  p 


Die  Gleichung  e^p  =  cotg  ip  +  7)  tat  die  einfache  1 
;)  =  0,  die  aber  einer  unendlichen  Schwingimgsdauer  entspricht; 
ihre  folgenden  Wurzeln  sind  etwas  grösser  als: 

St,      In       Uit 
4   '     4   ■     i     '   •■■• 

Die  erste  von  ihnen  ist  genauer 

2,36502, 

während 

^  =  2,35620  ' 

ist, 

i^ennt  man  die   Schwingungsart,   bei  der  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit   eine  Ebene  bleibt,    die   erste   und    setzt  ihre 
Schwingungszahl  =  1,  so  sind  hiemach  die  Schwingungszahlen 
der  Scbwingungsarten  ungerader  Ordnungszahl: 
1  ,  1,9824  ,  2,6586  ,  3,1953, 
und  die  der  Schwingungsai-ten  gerader  Ordnungszahl: 
1,5243  ,  2,3448  ,  2,9393. 

Neben  der  Schwingmigszahl  sind  fUr  jede  der  möglichen 
Schwingungsarten  von  Interesse  gewisse  ausgezeichnete  Punkte 
der  Oberfläche,  die  Knoten  nämlich,  d.  h.  die  Punkte,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  NuU  ist,  und  die  Bäuche,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  ein  Maximum  ist,  die  Tangente 
an  iliß  Obei'fläche  also  horizontal  bleibt.  Um  diese  zu  finden, 
muss  der  Ausdruck  von  ip  aufgestellt  werden. 

Für  die  Scbwingungsarten  ungerader  Ordnungszahl  sind 
die  Gleichungen  (11): 
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nach  (10)  ist  also,  wenn  man  über  die  willkürliche  Constante 
Aq  auf  gewisse  Weise  verfügt: 

2iF{u)  =  ei>(7-i-0  — ^"'^G"^"*) 

oder  kürzer: 

iF(u)  =  cosp  (7  +  1  -  i')  -  cos;?  (|-  -  1  -  e)  , 

und  nach  (5): 

iG{v)  =  —  cosp  ( —  —  1  —  2)  +  cos  JE?  f  -  —  1  +  M  • 

Um  t^)  zu  erhalten,  hat  man  diese  beiden  Gleichungen  zu  ad- 
diren  und  u  =  z  +  ix  ,  v  =^  z  —  ix  zu  setzen.  Man  braucht  (p 
nur  für  die  Oberfläche  kennen  zu  lernen,  man  kann  also  z  =  0 
setzen;  überdies  möge: 

-  =  1-1 

gemacht  werden;  es  ergiebt  sich  dann: 

i(p  =  cos;?  (I  —  i)  —  cos;?  (1  +  i|) 
-  cos;?  (I  +  0  +  cos;?  (1  -  1 1), 
oder: 

(f  =^{eP  —  erP)smp^  +  ainp{eP^  —  e-P^). 

Nach  der  transcendenten  Gleichung,  der  p  genügt,  ist: 

eP  —  e—P  Blnp 

2  y  cos  2  p 

wo  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  mit  dem  Vorzeichen  von 
sinp  übereinstimmen  muss;  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor  hat  man  daher  auch: 


(f  =  sinp  I  +  y  cos  2  p 
In  den  Knoten  ist  9)  =  0,  in  den  Bäuchen  ät  =  0,  d.  h. 

ePK  +  e—Pl 


0  =  cos;?  I  +  V  cos  2  p 
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Für  die  Schwingimgsarten  gerader  OrdnungszaM  ist: 

A,  =  A,e'^P  ,  A,  =  A.e'P  ,  A^  ^  A^e^'^P 

und  daher,  wenn  man  wiederum  über  Aq  auf  gewisse  Weise 
verfugt: 

2F[u)  =  e/'G-'-O  +  ^•i'Cc-'-O 
oder 


F[u)  =  cos/?  j^?^  +  1  -  2J  +  cos;?  (^  -  1  -  \ 

G{v)  =  cos;»  f  —  —  1  —  n  +  cosj»  (^  —  1  +  i 

und  für  die  Oberfläche: 

y  =  cos;?  (I  —  i)  +  C0SJ3  (l  +  «D 
+  cos;?  (I  +  i)  +  cos;?  (1  -  i^) 
oder 

y  =  (eP  +  e-P)  cosp  I  +  cos;?  {eP^  +  e-"**?) . 
Es  ist  aber 

eP  +  c— 1» 008/? 

2  ""  V  cös  2^  ' 

WO  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  mit  dem  von  cosj3  über- 
einstimmen muss.  Abgesehen  von  einem  constanten  Factor  hat 
man  daher  auch 

(f  =  cos;?  §  +  F  cos  2p g • 

Auch  hier  ist  in  den  Knoten  qp  =  0,  in  den  Bäuchen  ^  =  0, 
d.  h. 

0  =  smj3 1  —  V  cos  2  p 2 • 
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Die  folgende  Tafel  enthält  für  die  einzelnen  Schwingungs- 
arten  die  Ordnungszahl,  die  Schwingiingszalil  und  die  Werthe 
von  I,  die  den  Knoten  und  Bäuchen  entsprechen. 


Ordnungszahl     Schwingungszahl 


Knoten 


Bäuche 


1 


1,5243 


1,9824 


2,3448 


2,6586 


0 


±  0,55170 


0 
±  0,73580 


±  0,28838 
±0,81111 


0 
±  0,44644 
i  0,85310 


0 


±  0,38325 


0 
±  0,56000 


i  0,22263 
±  0,65776 


Versuche  fiber  stehende  Schwingungen  des  Wassers.^) 

In  den  Monatsberichten  der  Berl.  Akad.  vom  Mai  1879-) 
hat  einer  von  uns  die  Theorie  der  stehenden  Schwingungen 
entwickelt,  die  eine  schwere  Flüssigkeit  in  einem  prismatischen 
Gefässe  ausführen  kann,  dessen  verticaler  Querschnitt  aus  zwei 
geraden  Linien  besteht,  die  miteinander  einen  rechten  Winkel 
bilden  uud  gleich  geneigt  gegen  die  Verticale  sind.  Wir  haben 
einige  der  dort  abgeleiteten  Resultate,  namentlich  einige  der 


»)  G.  Kirchhoff  und  G.  Hansemann,  Wied.  Ann.  Bd.  10.  1880. 
^  S.  oben  p.  428. 
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dort  bereclmeten  Schwingungsdauern  durch  Messungen  zu  prüfen   , 
gesucht.    Die   Schwingungen  der  Flüssigkeit  wui'den   dadurch  ' 
heiTorge rufen   und  unterhalten,    dass   das  prismatische  Gefäss  * 
unter  dem  Einfluas   electromagnetischer  Kräfte  Schwingungen 
um  seine  Kante  ats  Axe  ausführte.    Die  Dauer  dieser  Schwin- 
gungen konnte   innerhalb   gewisser  (Frenzen   geändert  irad  ge- 
messen werden;   ausserdem  Hess  sich  ihre  Amplitude  und  die 
Amplitude  der  WasserBäche  in  ihrer  Mitte  messen.    Das  Ver-  I 
hältniss  dieser  beiden  Amplituden   zeigte   ftlr  gewisse  Werthe 
der   Schwingangsdauer    stark    ausgesprochene   Maxima;    diese 
Werthe  mussteu  nahe  übereinstimmen  mit  den  Schwingungs- 
daucni  der  Schwingungsarten  ungerader  Ordnungszalil ,  welche 
an  dem  angefllhrten  Orte  gefunden  sind.   Will  man  mit  grösserer 
Genauigkeit   die   Resultate   der    Theorie   mit    denen  der   Be- 
obachtuiJg  vergleichen,  so  stösst  man  auf  Schwierigkeiten,  da 
in   der  Theorie   weder   die  Bewegung   des  Gef&sses   noch   die  , 
Reibung  der  Flüssigkeit  bis  jetzt  beräcksichtigt  werden  kann; 
es  ist  nur  der  AVeg  offen,  der  so  häufig  eingeschlagen  werdea 
rauss:   für   den   Fall,   der   vorliegt,   Formeln   als  gültig  anzu- 
nehmen,  die  flir  einen  Fall,  der  ähnlich  zu  sein  scheint,  und 
dessen  Theorie  durchgeführt  werden  kann,  sich  ergeben.     Um 
solche  Formeln  zu  finden,  haben  wir  die  Wassermasse  uns  er- 
setzt gedacht   dui-cb    ein  Pendel,   auf  welches  eine  dämpfende 
Ki-aft  wirkt,  das  trotzdem  aber  in  periodischer  Bewegung  in- 
folge davon  bleibt,   dass  seine  Axe  von  einem  zweiten  Pendel 
getragen  wird,   dessen  Schwingungen   durch   geeignete  Kräfte 
gleichmässig   erhalten   werden.     Selir   einfache   Betrachtungen 
führen  dann  zu  einer  Gleichung  zwischen  dem  Verhältniss  der 
Amplituden  beider  Pendel  und  der  Schwingimgsdauer;  sind  die 
in   dieser  Gleichung  vorkommenden  Constanten  aus  Beobach- 
tungen bestimmt,   so  kann   man   aus   ihnen  die  Scbwingungs-  ; 
dauer  finden,  die  das  erste  Pendel  haben  würde,  wenn  es  keiner  \ 
dämpfenden  Kraft  unterworfen,  und  seine  Ase  fest  wäre. 

Man  denke  sich  ein  Pendel,  welches  um  eine  horizontale 
Axe  unter  dem  EinÜuss  geeigneter  Kräfte  Schwingungen  aus- 
lÜhrt.  Dieses  Pendel  trage  die  seiner  eigenen  Axe  parallele 
Axe  eines  andern  Pendels,  auf  welches  die  Schwere  und  eine 
dämpfende  Kraft  wirkt.     Es  sei  m  die  Masse  des  letzteren,  | 
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die  vertical  nach  unten  gekehrte,  )j  die  auf  den  Drehungsaxen 
senkrechte,  horizontale  Ordinate  eines  Punktes  seiner  Axe  zur 
Zeit  t;  die  Bewegung  desselben  relativ  gegen  ein  Axeusystem, 
dessen  Anfangspunkt  dieser  Punkt  ist,  und  dessen  Axeurich- 
tungen  mit  den  Biclitungen  von  |  und  r/  zusammenfallen,  ist 
dann  die  gleiche,  wie  wenn  dieses  Axensystem  ruhte,  neben 
den  vorhandenen  Kräften  aber  auf  den  Schwerpunkt  des  Pen- 
dels noch  eine  Kraft  wirkte,  deren  Componenten  —  m  ^-f 
und  —  "'j^  sind,  Ist  der  Abstand  des  Schwei-punktes  von  der 
Drehungsaxe  des  Pendels  /,  sein  Trägheitsmoment  K,  h  der 
Winkel,  um  den  es  sich  zur  Zeit  l  aus  seiner  Grleichgewichts- 
lage  gedi-eht  hat,  und  nimmt  man  die  dämpfende  Kraft  als 
proportional  mit  -^  an'},  so  ist  daher: 


wo  ff  die  Intensität  der  Schwere  und  x  eine  Constante  be- 
zeichnet Bedeutet  ferner  X  den  Abstand  der  Dii'hungsaxen 
beider  Pendel  voneinander  und  u  den  Winkel,  den  die  durch 
diese  gelegte  Ebene  zur  Zeit  l  bildet  mit  der  verticalen,  durch 
die  feste  Axe  gehenden  Ebene,  so  ist,  wenn  der  Anfangspunkt 
der  I  und  r/  in  der  festen  Axe  angenommen  wird: 


■•  A  c 


^  =  ;.s 


Setzt 
man 

mau 
laher 

sowohl  M  als 

V  als  unendhch 

klein 

-,..+>S-> 

dt  ■ 

Diese 

Gleichung  möge  geschrieben  werden; 

')  Treffender  wäre  es,  die  dampfende  Kraft  als  proportional 
relativen  Ueschwindigkeit  der  beiden  Pendel  anzunehmen;  beide  An- 
nahmen müssen  zu  nahe  gleichen  Resultaten  führen,  wenn  die  Amplitude 
des  I'endels  mit  fester  Axe  klein  ist  gegen  die  Amplitude  des  audereo, 
was  hier  vorausgesetzt  werden  kann;  die  im  Texte  geimnute  Annahme 
ist  gewählt,  weil  für  sie  die  nöthigea  numerischen  Rechnungen  leichter  siud. 


hat 

4 

der  ! 
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wo  dann  c/,  ß,  N  gewisse  Constanten  bedeuten,  von  denen  die 
erste  die  Schwingungsdauer  bestimmt,  die  das  Pendel  mit  der 
beweglichen  Axe  haben  würde,  wenn  es  keiner  Dämpfung  unter- 
worfen imd  seine  Axe  fest  wäre;   diese  Schwingungsdauer  ist 

nämlich: 

=  an, 

Nim  werde  angenommen,  dass  die  Schwingungen  des  Pen- 
dels mit  der  festen  Axe  der  Gleichung: 

v  =  i?  cos  n  t 

gemäss  geschehen,  und  dass  auch  u  periodisch  geworden  ist. 
Es  muss  dann: 

u  =  A'  C08n^+  ^"sinn^ 

sein,  und  es  müssen  die  Constanten  B,  A\  A"  den  Gleichungen 
genügen: 

A  (««  n«  -  1)  -  A'  2ßn  =  BNn^, 

A2ßn+  Ä'{a^n^-  1)  =  0. 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichimgen  und  setzt  dann: 

A^  +  A'^  =  ^S 

bezeichnet  also  durch  A  die  Amplitude  des  Pendels  mit  der 
beweglichen  Axe,  so  erhält  man: 

A^  {{a^n}  -  1)«  +  Aß^n^)  =  S«iV^n*. 

Das  ist  die  Beziehung  zwischen  dem  Amplitudenyerhältniss 
A:B  und  der  Schwingungsdauer  -.    Setzt  man: 


n 


-,  =  a?  und  2  =  y 
so  ist  sie: 

und  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  ansieht,  eine  Hyperbel  dar.  Kennt  man 
drei  oder  mehr  zusammengehörige  Werthepaare  von  x  und  y, 


p 


w 
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so   kann  man   ilie  drei   in   ihr  vorkommendeu  CoDStanten  be- 
rechnen, also  auch  die  Schwingungsdauer  an  ermittehi. 

Diese  Pormefn  haben  wir  auch  bei  unseren  Versuchen  über 
die  Schwingungen  des  Wassers  benutzt,  um  die  Scbwiugungs- 
dauem  zu  berechnen,  die  ihm  zukommen  würden,  wenn  daa 
Gefäss  stillstände  imd  Seibuug  nicht  vorbanden  wäre. 


Das  piTsmatische  Gefäss  A,  Tat  IV  Fig.  1  war  aus  vier 
Glasplatten  von  ß"""  Dicke  zusaramengekittet,  von  denen  zwei 
Quadi-ate  und  zwei  gleichschenklige,  rechtwinkhgo  Dreiecke 
bildeten;  die  Seiten  jener  waren  etwa  200™"°  lang.  Mit 
seinem  unteren  Thoile  war  das  Glasgefäss  in  ein  aus  Messing- 
platten  zusammengesetztes  Hohlprisma  gekittet,  das  zwei  StahU 
achneiden  tmg,  deren  nach  unten  gekehrte  Scliärfen  in  die 
Verlangerungen  der  Linie  fielen,  die  die  untere  Kante  des  das 
Glasgefäss  erfüllenden  AVassers  auämachte.  Diese  Schneiden 
ruhten  auf  stälilerneu  Lagern,  die  auf  einem  sehr  festen  Tische 
—  dem  Gestelle  einer  kleinen  eisernen  Drehbank  —  befestigt 
waren,  und  bildeten  die  Drehungsase  für  ein  Federpendel,  von 
dem  das  mit  Wasser  gefüllte  Gefäss  ein  Theil  war.  Es  ti-iig 
dieses  einen  nach  unten  gehenden  Messingstab  B  mit  einem 
Bleigewiclit,  dessen  Grösse  ausreichte,  um  das  Umstürzen  des 
mit  Wasser  gefüllten  Gefässes  zu  verhindern.  Durch  eine 
Durchbohrung  des  Messingstabes  war  ein  düunerer  Eisenstab 
CD  gefühi-t,  der  bei  0  aufwärts  gebogen  imd  mit  einer  Feder 
verbunden  war,  deren  zweitos  Ende  bei  E  an  dem  Tische  so 
befestigt  war,  dass  ihre  Ebene  durch  die  genannte  Drehungs- 
ase  ging.  Eine  zweite  Feder  F  verband  den  Messuigstah  B 
mit  einem  Holzstabe,  der  bei  G  ein  Laufgewicht  trug;  durch 
Verschiebung  dieses  oder  durch  Hinzufügung  kleiner  Gewichts- 
stücke zu  demselben  konnte  die  Schwingungsdauer  des  ganzen 
Systemea  geändert  werden.  Oberhalb  des  Laufgewichtes  war 
auf  jeder  Seite  des  Holzstabes  eine  kleine  Eiseuplatte  befestigt, 
die  einem  davor  aufgestellten  Elektromagneten  als  Anker 
diente.  Bei  den  Schwingungen  wurde  der  Strom  einer  Kette 
ahwechselml  durch  den  Draht  des  einen  mtd  den  des  andern 
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Elektromagneten  geleitet,  iiidem  von  den  Enden  eüies  mit  dem 
Holzstabe  verbimdeneii  Dralites  HH  bald  das  eine,  bald  das 
andere  in  ein  darunter  l)efindlicbes  Quecksilbernäpfeben  taucbtü. 
Die  Bildung  von  Funken  in  diesen  war  durcb  eine,  als  Neben- 
scbliessung  eingescbaltete  Zersetzungszelle  verhindert,  Waren 
die  Schwingungen  stationär  geworden,  so  wurde  durch  Her- 
stellung eines  Contactes  eine  zweit«  Kette  in  Thätigkeit  ge- 
setzt, deren  Strom  vermöge  eines  dritten,  an  dem  Holzstabe 
befestigten  Armes  und  eines  entspretheaden  Queoksilbemäpfchens 
abwechelnd  unterbrochen  und  geschlossen  wui-de.  Dieser  Strom 
ging  durch  einen  Siemens'scben  Chronographen  J  und  erzeugte 
auf  dem  Papierstreifen  dieses  Marken,  aus  denen  die  Sehwin- 
gungsdauer  später  ennittelt  werden  konnte.  Um  die  Amplitude 
des  GJefäsaea  messen  zu  können,  hatten  wir  an  dem  schon  er- 
wähnten Eisenstabe  bei  D  ein  vei-ticales  Glaspiättchen  befestigt, 
das  ein  mit  einem  boiizontalen,  feinen  Spalt  versehenes  Staniol- 
blatt  trug.  Auf  der  einen  Seite  dieses  war  eine  Lampe,  auf 
der  andern  ein  mit  einem  Ocularmikrometer  vereebenes  Mi- 
kroskop aufgestellt,  das  auf  der  Zeichnung  sichtbar,  dessen 
Träger  aber  nicht  dargestellt  ist.  Zur  Beobachtung  der  Be- 
wegung der  Wasseroberfläche  diente  ein,  mit  einem  hori- 
zontalen, durch  eine  Glasflamme  erleuchteten  Spalt  versehener 
Collimator  A'  und  ein  Fernrohr  X,  welches  dem  Beobachter 
Aas  an  der  Wasserfläche  erzeugte  Spiegelbüd  des  Spaltes 
zeigte.  Die  Axen  von  Ferm-ohi'  und  Colhmator  schnitten  sich 
in  einem  Punkte  der  Wasserfläche;  um  die  Linie,  die  durch 
diesen  Punkt  in  der  Richtung  der  Drehungsaxe  des  GefUasea 
ging,  waren  beide  drehbar,  und  der  Winkel,  um  den  das  Fern- 
rohr gedreht  wui-de,  liess  sich  an  einer  Kreistheilung  ablesen. 
Ausserdem  konnten  Fernrohi-  und  Collimator  zusammen,  hori- 
zontal und  senkrecht  auf  der  Drebungsaxe  des  Gefässes,  längs 
einer  Scala  verschoben  werden.  Der  Eegel  nach  befand  sich 
vor  dem  Objectiv  des  Fei'nrohi's  oder  des  CoUimators  ein 
Schirm  mit  emem  schmalen,  horizontalen  Schütz  in  seiner 
Mitte,  der  von  den  Strahlen,  die  der  Lichtspalt  aussendete, 
nur  diejenigen  hindurchliess,  die  an  einem  schmalen  Theile 
der  Wasser  Hache  reflektirt  wui^deu.  Das  Gesichtsfeld  des 
Fernrohrs  war  durch  zwei  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes  be- 
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findliche  Schirme  oben  tmd  iinten  gradlinig  begrenzt.  SoIIce 
die  Amplitude  des  Theiles  der  Wasserfläche,  der  in  der  Äxe 
des  Femrohrs  lag,  gemessen  werden,  so  wurde  dieses  zunächst 
bei  ruhendem  Wasser  so  eingestellt,  dass  von  dem  SpiegelbUde 
des  leucbtenden  Spaltes  an  der  einen  Grenze  des  Gesichts- 
feldes eben  eine  Spur  noch  wahrnehmbar  war,  und  dann,  nach- 
dem die  Schwingungen  hervorgerufen  waren,  so  gedreht,  dass 
an  derselben  Grenze  auch  jetzt  nur  noch  Spuren  von  Licht 
aufbhtzten.  Der  Drehungswinkel  des  Femrohrs  war  dann  dem 
Winkel  gleich,  durch  den  der  beobachtete  Theil  der  Wasser- 
fläche bei  einer  Schwingung  sich  drehte,  also  gleich  dem  Dop- 
pelten seiner  Amplitude. 

Um  eine  voUkommene  Benetzung    der  Gefäaswünde    zu 
sichern,  war  dem  Wassser  etwas  Kalüauge  zugesetzt. 


Bei  den  langsamsten  Schwingungen  der  prismatischen 
Wassermasse  bleibt  der  Theorie  zufolge  die  Oberfläche  eine 
Ebene  und  die  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  Schwingungs- 
dauer eines  einfachen  Pendels,  dessen  Länge  der  halben  Länge 
der  Oberfläche  gleich  ist.  War  die  Schwingungsdauer  diesem 
Werthe  nahe  gleich  gemacht,  so  hUeb  auch  die  Wasserober- 
fläche nahe  eben,  ausser  in  der  Nähe  der  Gefässwände,  wo  sie 
durch  Capillarität  gekrümmt  war;  es  zeigte  sich  das  an  den 
Spiegelbildern,  die  sie  erzeugte,  welche  scharf  und  unverzerrt 
waren.  Die  Beobachtungen  mit  dem  Ferm-obre  konnten  hier 
bei  freien  Objectiven  ausgeführt  werden. 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Zahl  n  der  in 
einer  Minute  ausgeführten  Schwingungen,  die  in  Graden  aus- 
gedrückten Amplituden  der  Wasserfläche,  A,  und  des  Gefässes, 
B,  imd  die  Verhältnisse  beider,  //,  wie  sie  in  einem  Beobach- 
tangssatze  bei  verschiedener  Grösse  des  an  dem  Holzstabe 
hefindlichen  Gewichtes  gefunden  wurden. 


VeTBUche  über  stehende  Schwingungen  des  WasBcrs. 


Nr. 

A 

B 

tWMhiWt 

DiffereMen 

1 

160,1 

2,20» 

0,129" 

0,0587 

0.0591 

-0,000* 

2 

160,9 

2,43 

0,125 

0,0517 

0,0515 

+0,0002 

3 

161,6 

2,78 

0,122 

0,0438 

0,0448 

-0,0008 

* 

162,2 

3.10 

0,122 

0,0392 

0,0396 

-0,0004 

5 

162,0 

3,45 

0,11S 

0.0341 

0,0339 

+0,0002 

D 

163,2 

3,90 

0,110 

0.0282 

0,0302 

-0.0020 

7 

16B,5 

3,73 

0,064 

0,0171 

0,0193 

-0,0022 

8 

188,6 

3,55 

0,071 

0,0201 

0,0200 

+0,0001 

9 

169,0 

3,28 

0,075 

0,0230 

0,0237 

-0,0007 

10 

169,7 

3,00 

0,083 

0,0276 

0,0288 

-0,0012 

11 

168.9 

3,30 

0,077 

0,0234 

0,0223 

+0,0011 

12 

168,4 

3,53 

0,069 

0,0197 

0,0185 

+0,0012 

13 

168,0 

5.75 

0,064 

0,0170 

0,0159 

+  0,0011 

14 

167,8 

3,93 

0,060 

0,0152 

0,0147 

+  0,0005 

15 

167,4 

4,05 

0,958 

0,0138 

0,0125 

+0,0013 

16 

167.2 

4,15 

0,048 

0.0116 

0,0115 

+  0,0001 

n 

167,1 

4,20 

0,044 

0,0106 

o,om 

-0,0005 

le 

161,1 

2,53 

0,129 

0,0512 

0,0498 

+  0,0014 

18 

160,8 

2,25 

0,131 

0,0583 

0,0569 

+  0,0014 

Aus  den  Werthen  von   n  und  y  sind  die  Constanten  der 
aulgestellten  Hyperbelgleichung  so  bereclmet,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  der  Werthe  Ton  r/  zu  einem  Mini- 
mum gemacht  ist.     So  ergab  sich: 
a  =  0,006  006,  ß  =  0,000  041  23,  JV  =  0,000  050  86. 

Um  zu  zeigen,  inwieweit  die  Beobachtungen  durch  die 
Hyperbel gleichung  bei  diesen  Werthen  der  Constanten  darge- 
stellt werden,  sind  die  aus  ihr  berechneten  Werthe  von  y  in 
der  „y  berechnet"  überschriebenen  Columne  angegeben  und  die 
übrig  bleibenden  Differenzen  hinzugefügt  Aus  dem  Werthe 
von  a  ergibt  sich  -,  d.  h.  die  Schwingungszahl  filr  eine  Minute 
bei  der  langsamsten  Schwingungsart  der  Wassermasse  in  dem 
Falle,  dass  das  Gei^ss  ruht  imd  keine  Reibung  stattfindet: 

=  166,5. 
Eine  zweite  ähnliche  Versuchsreihe  führte  zu  genau  demselben 
Zahlenwerth;  eine  dritte  ergab  166,4. 

Die  Länge  der  Wassertiäche,  wenn  ihre  Höhe  einer  ge- 
wissen Marke  entsprach,  was  bei  allen  Versuchen  der  Fall  wai-, 

Kltohboff,  (S«HnniilM  Abhindlang'D.  2Q 
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betrug  256.9"'";  ein  Pendel,  dessen  Länge  lüe  Hälfte  liiervon 
ist,  fuhrt  in  einer  Minute 

166,9 
Schwingungen  aus,   eine  Zahl,  die  mit  den  aus  den  Beobach- 
tungen hergeleiteten  in  befiiedigender  Uebereinstimmung  ist. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  in  ähnlicher  Weise  die  Resul- 
tate der  Beobachtungen  an,  die  wir  angestellt  haben  in  Bezug 
auf  die  diitte,  am  Eingangs  erwähnten  Orte  behandelten  Schwin- 
guugsart. 

Tabelle  JX 


Nr. 

" 

A 

K 

bMbMhUt 

bu»hut 

Differenien 

322,4 

1,TB» 

0,152° 

0,0863 

0,0896 

-0,0027 

327,9 

2,40 

0,155 

0,0647 

0,0627 

+  0,0020 

334,a 

2.78 

0,155 

0,0559 

0,0584 

-0.0025 

342,4 

1,73 

0,157 

0,0908 

0,0991 

+0.0017 

339,0 

1.98 

0,147 

0,0743 

0,0731 

+  0,0012 

336,» 

2,15 

0,136 

0,0631 

0,0848 

-0,0017 

334,6 

2,18 

0,127 

0,0584 

0,0581 

+  0,0003 

333,5 

2,20 

0,12fi 

0,0671 

0,0553 

+  0,0018 

329,S 

2:35 

0,137 

0.0584 

0.0572 

+  0,0012 

10 

327.2 

2,03 

0,137 

0,0676 

0.0652 

+  0,0024 

11 

332,1 

2,95 

0,155 

0,0527 

0.0554 

-0.0027 

Dabei  fand  sich: 

u  =  0,003014,         /?  =  0,000  070  71,  A' =  0,000007  747. 

also:  j 

i  =  331,8.  ' 

Die    entwickelte   Theorie   hat   die   entsprechende   Schwin- 
gungazahl: 

166,9  .  1,9824  =  330,9 
ergeben.     Aber   diese   Theorie   hat   nicht    ßilcksicht   nehmini    ' 
tonnen  auf  die  Capillarität,  die,  wie  zuerst  W.  Thomson  und 
später   Koläcck   gezeigt  hat,   einen   merklichen  Einfluss   auf   ' 
die  Wellenbewegung   des  Wassers   auazuHben   im   Stande   ist. 
Wenn   das  Wasser   in   horizontaler  Bichtung   unbegrenzt   ist, 
überall  dieselbe  Tiefe  bat  und  stehende  Schwingungen  ausführt, 
deren  von  Knoten  zu  Knoten   gemesaeue  und   in  Millinietern 
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ausgedrückte  Wellenlänge  durch  A  bezeichnet  wird,  so  bringt 
nach  Koläcek^)  die  Capillaiität  eine  Verkleinerung  der  Scliwin- 
gungsdauer  hervor,  die  nahe: 


i,6r 


I  Procent 


beträgt.  Mit  einer  solchen  Bewegung  wird  niUienmgsweise 
die  betrachtete  Bewegung  der  prismatischen  Waasermasse  in 
genügender  Entfernung  von  den  Gefässwänden  übereinstimmen; 
für  sie  ergiebt  sich  aus  den  Knoten: 

i  =0,736. 128,4  =  94.52 
und  aus  den  Bäuchen: 

;i  =  0,76ö.l28.4  =  98,35. 
Nimmt  mau  für  X  einen  Mittelwerth  aji,  so  findet  mau  hier- 
nach die  theoretische  Schwingtmgazahl  für  eine  Minute  bei  der 
dritten  Schwingungsart  mit  Rücksicht  auf  die  CapÜlarität 

=  332,2, 
während  unsere  Beobachtimgen  sie  331,8  ergeben  haben. 

Auch  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Bäuche  haben  wii' 
Messungen  ausgefühi't.  In  dem  ideellen  Falle,  auf  deu  die 
entwickelte  Theorie  sich  bezieht,  sind  die  Bäuche  die  Stellen, 
in  denen  die  Richtung  der  Wasserfläche  ungeäudert  bleibt. 
Solche  Stellen  giebt  es  in  dem  Falle,  der  bei  den  Versuchen 
Terwirklicht  ist,  nicht;  es  gelteu  hier  als  Bäuche  die  Stellen, 
in  denen  die  Aenderuug  der  Richtung  der  Wasserfläche  ein 
Minimum  ist.  Bei  jedem  der  Versuche,  die  in  der  vorigen 
Tabelle  aufgeführt  sind,  sind  diese  Stellen  aufgesucht;  auf 
jeder  Seite  der  Mitte  der  Wasserfläche  fand  sich  ein  Bauch; 
der  Abstand  der  beiden  Bäuche  von  eiuander  zeigte  sich  als 
abhängig  von  der  Schwingungszahl  n  und  Hess  sich  in  be- 
friedigender Weise  als  eine  luieare  Funktion  von  n  darstellen, 
nämlich  wenn  1™^  als  Längeneinheit  angenommen  wird,  durch 
den  Ausdruck: 

506.18  -  1,2202  n. 
Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Werthe   von   n  und  die  beob- 


1)  KolAcek,  Wied.  Aiio-  ö,  S.  439,    lö78. 
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achteten,    sowie    die   hiernach  berechneten  Werthe    des  Ab- 
Standes  an. 


Tabelle 

TTT. 

Nr. 

1 
n 

Abstand  der  Bräuche! 

1 

Differenzen 

1 

beobachtet   | 

berechnet    ■ 

1 

1 

mm 

mm 

1 

322,4      ; 

112,0 

112,8 

-0,8 

2 

327,9      1 

105,6 

106,0 

-0,4 

3 

834,8 

97,0 

97,6 

—0,6 

4 

342,4 

89,6 

88,4 

+  1,2 

5 

339,0 

92,2 

92,6 

-0,4 

6 

336,9 

95,0 

95,0 

0,0 

7 

334,6 

98,4 

97,8 

+0,6 

8 

332,5 

100,4 

100,4 

0,0 

9 

329,8 

103,8 

193,8 

0,0 

10 

327,2 

108,2 

107,0 

+  1,2 

11 

332,7 

99,4 

100,2 

-0,8 

Setzt  man  in  jenen  Ausdruck  für  n  den  oben  gefundenen 
Werth  331,8,  so  ergiebt  sich  der  Abstand  der  beiden  Bäuche 
von  einander 

=  101,3. 

Nach  der  entwickelten  Theorie  sollte  derselbe: 

=  0,7665 .  128,4  =  98,4  sein. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  die  dritte,  haben  wir  auch  die 
fünfte  Schwingungsart  behandelt.  Die  Beobachtungsresultate, 
aus  denen  die  Schwingungszahl  abgeleitet  ist,  sind: 

Tabelle  IV. 


Nr. 


n 


y 

beobachtet   |    berechoet 


Differenzen 


1 

458,0 

1,77« 

0,2110     1 

0,119 

0,116 

+  0,003 

2 

455,0 

1,85 

0,203 

0,110 

0,107 

+  0,003 

3 

451,5 

1,80 

0,185 

0,103 

0,102 

+  0,001 

4     1 

449,1 

1,83 

0,185 

0,101 

0,102 

-0,001 

5 

446,5 

1,58 

0,170 

0,108 

0,105 

+  0,003 

6     1 

444,7 

2,03 

0,220 

0,109 

0,109 

0,000 

7 

442,1 

1,82 

0,215       1 

0,118 

0,118 

0,000 

8     1 

447,5 

2,05 

0,210 

0,103 

0,104 

-0,001 

9 

453,7 

1,93 

0,195       ' 

0,101 

0,105 

-  0,004 

10    i 

460,3 

1,53 

0,185       1 

0,121 

0,124 

—0,003 

Hieraus  hat  sich  ergeben: 
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«  =  0,002  224,        /?  =  0,000  070  86,        iVT  =  0,000  003  089, 

-  =  449,7. 

Nach  der  entwickelten  Theorie   sollte   die  Schwingungszahl  - 

=  166,9.2,6586  =  443,8 

sein;  dieses  Resultat  ist  zu  corrigiren  wegen  des  Einflusses  der 
Capillarität.    Aus  den  inneren  Knoten  findet  sich: 

A  =  0.446 .  128,4  =  57,27 
und  aus  den  inneren  Bäuchen: 

A  =  0,445. 128,4  =  57,15; 
der  eine  wie  der  andere  dieser  Werthe  giebt  den  corrigirten 
theoretischen  Werth  von  - 

a 

=  448,9. 

Bäuche  giebt  es  bei  dieser  Schwingungsart  zwei  innere  und 
zwei  äussere.  Die  Abstände  der  inneren  von  einander  und 
der  äusseren  von  einander,  wie  sie  gefunden  wurden  bei  den 
verschiedenen  Schwingungszahlen,  sind  in  Tab.  V  angegeben: 


Tabelle  V. 

Nr. 

1        Abstand  der  Inneren  Binche 

Abstand  der  ftusseren  Bftnche 

n 

1  beobachtet 

berechnet 

Differenzen 

beobachtet 

bereehnet 

Differansen 

. — 

1        mm 

mm 

mm 

mm 

1 

458,0 

56,2 

56,8 

-0,7 

161,2 

160,8 

+0,4 

2 

455,0 

56,6 

56,4 

+0,2 

164,0 

164,4 

-0,4 

3 

451,5 

:      56,2 

56,0 

+0,2 

168,4 

168,8 

-0,4 

4 

449,1 

'      55,6 

55,8 

-0.2 

171,6 

171,6 

0.0 

5 

446,5 

1      55,6 

55,4 

+0,2 

174,8 

174,8 

0,0 

6 

444,7 

'      55,2 

55,2 

0,0 

176,6 

176,8 

-0,2 

7 

442,1 

i      54,6 

54,8 

-0,2 

180,4 

180,0 

+0,4 

8 

447,5 

1      55,6 

55,6 

0,0 

173,6 

173,6 

0.0 

9 

453J 

1      56,8 

56,4 

+0,4 

166,0 

166,0 

0,0 

10 

460,3 

!      57,2 

57,2 

0,0 

158,4 

158,0 

+  0,4 

Die  berechneten  Werthe  dieser  Abstände  sind  berechnet  nach 
den  Ausdrücken: 

0,47828  +  0,12306  w        und        711,54  -  1,2023  n. 

Setzt  man  hier  für  n  449,7,  so  ergeben  sie: 


feber  einen  Satz  der  mechaniiiclien  WKrpietheurie. 

55,8    und    170,9, 

e  Abstände  nach  der  entwickelten  Theorie  sein 

57,2     und     169,0. 


Uelier  einen  Salz  der  uiechanischen  Wärmetheorie, 
und  einige  Anwciidangen  desselben,  ^j 

Thomson  hat  in  seiner  Abhandlung  On  the  quantitiex  of 
mechanical  energy  containeii  in  a  ßuid  .  .  *)  einen  Satz  von 
grosser  Fruchtbarkeit  ausgesprochen,  der  aus  den  beiden  Sätzen, 
welche  die  Grundlage  der  mechanischen  Wiirmetheorie  bilden, 
folgt.  Ich  will  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Form  hier  ab- 
leiten und  ihn  auf  einige  Erscheinungen  hier  anwenden,  die, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  uocli  nicht  vom  Standpunkt  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  betrachtet  sind,  nJlnilich  auf  die 
Absorption  eines  Gases  und  die  Auflösung  eines  Salzes  in  Wasser. 

Ftihrt  man  einen  Körper  aus  einem  Zustande  in  einen 
anderen  über,  indem  man  seine  Temperatur  und  den  Druck, 
unter  dem  er  steht,  ändert,  so  giebt  er  dabei  eine  positive 
oder  negative  Wärmemenge  ab  und  leistet  eine  positive  oder 
negative  äussere  Arbeit.  Die  Summe  der  geleisteten  äusseren 
Arbeit  und  der,  mit  dem  mechanischen  Äequivalent  der  Wärme- 
einheit multiphcirten,  abgegebenen  Wärmemenge  soll  die  der 
gedachten  Ueberführimg  entsprechende  Wirkungsgrösse  ge- 
nannt werden. 

Wenn  die  lebendige  Kraft  der  sichtbaren  Bewegung  beim 
Endzustände  eben  so  gi-oss  ist,  wie  beim  Anfangszustande,  so 
ist  nach  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie die  Wirkuugsgi'össe  unabhängig  von  dem  Wege,  auf 
dem  die  Uebcrftüirung  gescliieht,  imd  allein  bedingt  durch  den 
End-  und  Anfangsznstaud. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  die  Ueberftihrung  in 
einer  solchen  Weise  geschieht,  dass  die  lebendige  Ki-aft  der 
sichtbaren  Bewegimg  immer  eine  unendlich  kleine  ist,  und  dasa 
femer  der  Zustand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  eindeu- 


I  Pogg.  Ann.  Bii.  lü: 
I  PMl,  Mag.  *,  Vul.  i 
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tig  bestimmt  ist  durch  die  jedesmaligen  Wertie  zweier  unab- 
hängigen Variabeln,  die  man  durch  Aendemiigen  der  Tempe- 
ratur und  des  Druckes  nach  Wiüldir  verkleinem  oder  ver- 
grössern  kann.  Die  eine  von  diesen  beiden  Variabein  soll  die 
Temperatur  selbst  sein,  gemessen  an  einem,  aus  einem  voll- 
kommenen Gase  gebildeten,  Lniltherraometer;  diese  Temperatur 
möge  durch  (  bezeichnet  wei'den.  Die  zweite  der  beiden  Va- 
riabein soll  späterer  Verfügung  vorbehalten  bleiben;  sie  möge 
j-  genannt  wei-den. 

Das  Volumen  des  Körpers  sei  v,  sein  Dmck  p  und  die 
Wännemenge,  welche  ihm  von  Aussen  zugeführt  werden  muas, 
wenn  -r  um  Jj'  und  t  um  dt  wachsen  sollen, 

Xdr  +  Tdl; 
wo  (',  p,  X  und  T  Functionen  von  j-  und  t  bedeuten.  Bezeich- 
net man  die  gesammte  Wärmenge  durch  d  Q  und  das  mecha- 
nische Äequivalent  der  Wärmeeinheit  durch  k  so  ist  die  Wir- 
kungBgrösse,  die  dem  Processe  entspricht,  durch  den  x  um  il-e 
und  t  Mlir  dt  vergi-össert  wird, 

=  pdv-kdQ. 

Lässt  man  den  Körper  einen  Kreisprocess  durchlaufen  — 
mit  anderen  Worten:  ändert  man  x  und  t  so,  dass,  wenn  man 
diese  Variabein  zu  Coordinaten  eines  Punktes  macht,  eine  ge- 
schlossene Ourve  entsteht,  —  so  ist  die  diesem  Processe  ent- 
sprechende Wirkungsgrösse  =  0;  d.  h.  betrachtet  man  j-  und 
t  als  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so  verschwindet  das  In- 


Jpdv-kdQ, 


wenn  es  llber  irgend  eine  geschlossene  Curve  ausgedehnt  wird, 
Da  dasselbe  sieb  schreiben  lässt: 


/(^ 


so  folgt  hieraus,  dass: 

(     ^  ^kX=^^ 

I   /*  3-  ^    ÖJ 

dW 


(1)  r 

sein  musR,  wo   W  eine  Funktion  i 
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I 


Kennte  niaii  diese  Function,  so  wäre  es  leicht  die 
kungsgrSsse  für  die  Uebei-fiÜuTiug  des  Köi^pers  aus  einem 
Zustande  in  einen  zweiten  anzugeben;  denn  es  ist  diese  Wir- 
kungsgrösse : 

=  W^-  W^, 
wenn  ff,  und  /T^  die  Werthe  von  W  für  den  End-  und  den 
Anfangszustaud  bezeichnen.  Ich  will  aus  diesem  Grunde  die 
Funktion  W  die  Wirkungsfunction  für  den  heti-achteten 
Köi-per  nemien.  Es  ist  —  Wdasselbe,  was  Thomson  a.  a.  O. 
the  meclianical  energy  of  a  hod^  in  a  gioen  state  nennt, 

Der  zweite  Hauptsatz  der  mechanisciien  Wärmetlioorie 
lehrt  nun  die  Wirkungsfunction  bis  auf  eine  additive  Constante« 
wirklich  kennen,  sobald  p  und  o  als  Fimctionen  von  x  und  ( 
gegeben  smd,  imd  ausserdem  T  für  einen  Werth  von  x  als 
Function  von  /  gegeben  ist. 

Bezeichnet  —  a  die  Temperatur  des  absoluten  0  Punlrtes 
(die  nahu  —  273"  C.  ist),  so  ist  nach  dem  genannten  Satze '} 
fiir  jeden  Kreisprocess,  den  man  den  Körper  durchlaufen  lässt,   i 

j «+/ 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  füi-  dQ  seinen  Werth,   so  folgt 
aus  ihr: 

dt\a+t\      Ö^U+'I' 
und  substituirt  man  nun  für  X  mid  T  ihre  Werthe,  die  aus 
den  Gleichungen  (1)  sich  ergeben,  so  erhält  man: 

dW 


^^  +  '>  [ex  dl 


dl  6 


+Ps 


oder  auch; 


i 

X  und  ■ 


Bezeichnet  x^   einen  willkürlich  gewählten  Werth  von  x  und  * 
Wfi  die  Function  von  ty  in  welche   If  für  x  =  x^  übergeht,  so 
Ist  hiernach: 

')  ClauHius.  Pogg.  Ann.  Bd.  ÖS,  S.  4SI,  Thomsou,  Tramact.  (jf 
the  Togal  »odetg  of  EdiiA^rgK,  vol.  21,  fOH  1,  ;>.  126. 
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P  rs     P 


ö-v^«„      d 


(2)  fr=  ff',  +  ia  +  tffä.  [ll±l^^-^±J^^,, 


ar.i 


WO  bei  der  Integration  t  als  Constante  zu  betrachten  ist. 

Bezeichnen  ferner  p^j  v^y,  T^  die  Functionen  von  t,  in 
welche  p,  r,  T  für  x  =  r,^  übergehn,  so  folgt  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  (1)  falls  x^,  nicht  von  t  abhängig  ist: 

dt  "P^  dt       ^^«' 

und  durch  Integration  hieraus: 

t 

(3)  W,=fdt(p,^^-kT,], 

WO  die  untere  Grenze  des  Integrals  willkürlich  ist.  Setzt  man 
diesen  Werth  von  //'^  in  die  Gleichung  (2),  so  erhält  man  fT 
bis  auf  eine  additive  Constante,  die  willkürlich  bleibt,  ausge- 
drückt durch  p,  V  und  T^. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sprechen  den  Satz  aus,  den 
ich  ableiten  wollte,  und  den  ich  nun  auf  einige  specielle  Fälle 
anwenden  will. 

Die  Wirkungsfunction  für  die  Masseneinheit  Wasser  in  ihren 

verschiedenen  Zuständen. 

Es  soll  zunächst  die  Wirkungsfunction  für  die  Massen- 
einheit Wasser  in  ihren  verschiedenen  Zuständen  entwickelt 
werden,  so  weit  ihre  Kenntniss  bei  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatzes  bezeichneten  Untersuchungen  nöthig  ist. 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  der  Druck,  unter  dem 
die  Wassermasse  steht,  grösser  ist,  als  der  Druck  des  W^asser- 
dampfes  im  Maxinmm  der  Dichtigkeit  bei  der  stattfindenden 
Temperatur.  Die  Temperatur  soll  nicht  unter  den  Eispunkt 
sinken.  Die  ganze  Wassermasse  ist  dann  tropfbar  Üüssig. 
Für  diesen  Fall  soll  .r  =  p  gewählt  werden.  Dadm'ch  geht  die 
allgemeine  Gleichung  für  fr  über  in  die  folgende: 

t  p 

fr^p,v,-kfT,dt+fdp[{a+t)^  +  p^^  +  CouBt, 

o  po 

wo  Pq  einen  willkürlich  gewählten  constanten  Druck  bezeichnen 
soll;  Tf^  ist  dann  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  dem 
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Constanten  Drucke  p^  und  Vg  das  Volumen  der  Masseneinlieit 
Wasser  bei  demselben  Drucke;  Tg  und  v^  sind  Functionen  von  L 
Die  Temperatur  (  möge  nach  den  Giraden  der  liundert- 
theiligen  Thennometerscale  gezählt  werden  und  Einheit  der 
Wärmemenge  möge  die  Wärmemenge  sein,  die  die  Massen- 
heit  Wasser  von  0''C.  auf  l^C.  erwärmt.  In  dem  Aas- 
tb-ucke  von  //"  sollen  Glieder  vernachlässigt  werden,  welche  als 
unendlich  klein  gegen  das  mechanische  Aequivalent  dieser 
AVärmeraenge  betrachtet  werden  dürfen.  Weun  der  Druck 
ein  massiger  bleibt  —  was  vorausgesetzt  werden  soll  — ,  so 
wird  mau  dann  bei  der  Bildung  des  Ausdrucks  von  ff  von 
der  Zusammeudiückbarkeit  des  Wassers  absehen  und  v  als 
unabhängig  von  p  betrachten  köimen.     Man  erhält  hierdurch: 

ß-=p^v-kjT^dt  +  (a  +  t)p^{p-p^)  +  Const. 

Weiter  wird  man   auch  ohne  merklichen  Fehler  vnn  der  Ab- 
hängigkeit  des  Volumens   von   der  Temperatur   absehen,  also  | 
setzen  dürfen: 


ff'  =  _  kj  2;  dt  +  Const. 


m,  alfiol 

4 


Macht  man  die  willkürliche  Constante,  die  in  dieser  Gleichung 
vorkommt,  =  0,  und  bezeichnet  die  specifische  Wärme  des 
Wassers  durch  c,  so  erhält  man  also  für  die  Masseneinheit 
Wasser,  so  lange  dieselbe  tropfbar  flüssig  ist: 


(4) 


*/. 


dl. 


Handelt  es  sich  um  einen  anderen,  tropfbar  flüssigen  oder 
festen  Körper,  so  wird  man  in  ähnlicher  Weise  setzen 
dürfen: 


kfcdi, 


wo  c  die  Wärmecapacität  des  Körpers  bedeutet;  dieseu 
Ausdruck  will  ich  flh-  das  Product  aus  der  Masse  und  der 
apecifischen  Wärme  gebrauchen. 


Ueber 
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Wird  der  Drutk,  luiter  dem  die  Wassermaeso  steht,  mehr 
uod  mehr  verkleinert,  so  tritt  eine  Dampfbilduug  ein,  sobald 
derselbe  gleich  dem  Drucke  des  Dampfes  im  Maximum  der 
Diehtigkeit  bei  der  stattfiDdenden  Temperatur  geworden  ist. 
Dui'ch  uoenillich  kleine  Aenderungen  des  Druckes  kann  man 
dann  nacli  Willkür  die  Masse  des  Dampfea  vergrössem  oder 
verkleinem.  Man  lasse  nun  in  der  Gleichung  (.2)  j:  die  Masse 
des  gebildeten  Dampfes  bedeuten;  es  ist  dann  p  unabhängig 
von  jt  und  die  genannte  Gleithung  giebt  daher: 


d-B-, 


ir. 


-  {n  +  t)^  {V 


".}- 


Die  Grösse  j-,,,  von  welcher  Wj,  und  i',,  abhängen,  und  welche 
beliebig  gewählt  werden  kann,  soll  gleich  0  gesetzt  werden; 
dann  wird  X.^,  gleich  dem  in  der  Gleichung  (4)  angegebenen 
Werthe  von  W,  und  o„  wird  gleich  dem  Volumen  der  Massec- 
einheit  h^oplliai'  flüssigen  Wassers.  Bezeichnet  man  dieses 
Volumen  durch  «,  das  Volumen  der  Masseneinheit  Dampf  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  (  durch  ff  und 
den  Dmck  dieses  Dampfes  durch  re,,  so  ergiebt  sich  also: 


(6) 


r= 


.kj\dt-(„+t)Hß-s)x 


d--'  - 

a  +  I 
dt 


Dieae  Gleichung  gilt  so  lange,  bis  alles  Wasser  verdampft, 
d.  h.  j'  =  1  geworden  ist.  Findet  dieses  statt,  so  kann  der 
Druck  weiter  verkleinert  werden.  Füi'  den  Fall,  dass  dieses 
geschieht,  soll  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  x  =  u  gemacht 
werden;  dieselben  geben  dann: 


r  = 


kj  T^dt-  {n  +  tyfdv- 


i^) 


Hier  soll  Vg  =  v  gesetzt  werden,  wo  v  ein  so  grosses  Volumtn 
ist,  dass  für  Werthe  von  u  in  der  Nähe  von  v  der  Dampf  bei 
den  vorkommenden  Werthen  von  t  sich  schon  wie  ehi  voll- 
kommnes  Gas  verhält,  d.  h.  dem  Mariotte' sehen  GeBet2e 
folgt,  den  Äusdehnungscoöfficienten  —  und  eine  constante  spe- 
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cifische  Wärme  hat.  Es  ist  dann  T^  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Volmnen  des  Dampfes  in  dem  bezeichneten 
Zustande  der  Verdünmmg.  Nennt  man  diese  specifische  Wärme 
y,  imd  n  die  Pimction  von  v  und  t,  welche  bei  dem  nicht  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  befindlichen  Dampfe  den  Druck  dar- 
stellt, so  ist  also: 

n 


(8)  Jr^K-kyt^'{a  +  lY  f dv  _ä_t^ 


wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Den  Werth  dieser  Constanten 
lernt  man  kennen,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Ausdruck  von 
fV  in  der  Gleichung  (8),  wenn  man  in  ihm  r  =  (T  setzt,  gleich 
werden  muss  dem  Ausdrucke  von  JV  in  der  Gleichung  (6), 
wenn  man  hier  ar  =  1  macht.    Es  ergiebt  sich  hieraus: 


(9) 


K=k(yt-  Ccdt) 

0 


WO  t  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 

Wenn  v  einen  Werth  hat,  der  gross  genug  ist,  dass  für 
ihn  schon  der  Dampf  sich  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält, 
80  ist: 

R  (a  +  t) 


n  = 


t' 


wo  R  eine  Constante  bedeutet;  das  nach  v  zu  nehmende  In- 
tegral in  der  Gleichung  (8)  verschwindet  dann  imd  es  wird 
einfach: 

(10)  W^K—kyt. 

Die  Grösse  K  lässt  sich  hiemach,  wenn  man  sich  an  die 
Gleichimg  (4)  erinnert,  definiren  als  die  Wirkungsgrösse  für 
den  üebergang  der  Masseneinheit  Wasser  von  0^  in  Dampf 
von  derselben  Temperatur  und  einer  Verdünnmig,  bei  der  der 
Dampf  sich  schon  wie  ein  voUkommnes  Gas  verhält. 
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Die  Gleichung  (9),  welche  den  "Werth  von  K  angiebt,  lässt 
sieh  noch  auf  eine  andere  Form  bringen,  welche  eine  interessante 
Folgerung  erlaubt. 

ßegnault  hat  die  Wännemenge  A  bestimmt,  die  der 
Masseneinheit  Wasser  zugeföhit  werden  muas,  um  sie  von  0" 
auf  die  Temperatui-  /  zu  bringen  und  hei  dieser  Temperatur 
in  Dampf  vom  Maximum  der  Dichtigkeit  zn  verwandeln.  Die 
bei  diesem  Processe  geleistete  äussere  Arbeit  ist 

und  daher  die  demselben  entsprechende  Wirkungsgrösse 

Dieselbe  Wirkungsgrösse  ist  aber  auch  der  Werth,  welchen 
der  ÄusdiTick  von  W  in  der  Gleichung  (6)  für  .r  =  1  annimmt, 
da  ja  die  Wirkimgsfiinction  fili'  tropfbai'  flüssiges  Wasser  von 
0"  =  0  gemacht  ist.  In  Folge  hiciTon  lässt  sich  die  Gleichtmg 
(9}  schreiben: 


K=k{yl-A)  +  {T-s]n^ 


^[a  +  tyjd 


81 


Nun  hat  Clausius')  nachgewiesen,  dass  die  Abweichungen  vom 
Mariotte'schen  Gesetz  beim  Wi^serdampf  im  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  Temperaturen  in  der  Nähe  von  0°  nur  unbe- 
deutend sind;  mau  kann  daraus  scliliessen,  dass  bei  diesen 
niedrigen  Temperaturen  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Con- 
densation  sich  nahe  wie  ein  vollkommnes  Gas  verhält  und  daher 
das  in  dem  Ausdrucke  von  .5'  vorkommende  Integral  sehr  klein 
ist.  Vernachlässigt  man  dasselbe  und  vernachlässigt  man  auch 
noch  s  gegen  ff,  so  erhält  man: 

h'=k{yt-i.)  +  l77I^. 

Differenzirt    man   diese  Gleichung   nach  t  und   berücksichtigt 
dabei,  dass,  wenn  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Condensation 
sich  wie  ei»  vollkommnes  Gas  verhält: 
ffn,  =  R(a  +  i) 
ist,  so  ergiebt  sich; 


')  Pogg-  ■*'"'■  1 


I.  79,  8.  5ie. 
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■ 


Der  Äusdi-uck  auf  der  üiiken  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber 
aacli  einem  von  Clausius  bewiesenen  Satze')  nichts  anderes 
als  die  specifisehe  Wärme  bei  constantem  Dmck  des  hinreichend 
ausgedehnten  Wasaerdampfä.  Diese  specifisehe  Wärme  ist  also 
der  Werth,  den  -n  fUr  niedere  Temperaturen  annimmt.  Das 
bi-ingt  mit  sich,  dass  dieser  Differeutialquotient  fUr  niedere 
Temperaturen  constant  ist. 

Nun  ist  nach  Eegnault: 

A  =  606,5  + 0,305  (. 
also  der  betrachtete  Differentialquotient  nicht  allein  für  nie-dere 
Temperaturen,  sondern  för  alle  constant  und  =  0,305.  Sein 
Zahlenwerth  weicht  aber  erheblich  ab  von  dem  Werthe,  den 
ßegnault  durch  directe  Versuche  fiir  die  specifisehe  Wärme  des 
Waaserdampfes  hei  constantem  Drack  gefunden  liat'),  nämlich 
dem  Werthe  0,47.5.  Dieser  Mangel  an  Uebereinstimmung  kann 
entweder  darin  liegen,  dass  der  Wasserdampf,  dessen  specifisehe 
Wärme  ßegnault  bestimmt  hat,  der  Condensation  zu  nahe 
gewesen  ist,  als  dass  er  dieselbe  specifisehe  Wärme  besessen 
hätte,  wie  der  sehr  ausgedehnte  Dampf,  oder  darin,  dass  auch 
bei  niederen  Temperaturen  der  Dampf  in  der  Nähe  der  Con- 
densation sich  merklich  andere  als  ein  vollkommnes  Gas  ver- 
hält'). 

Für  jedes  vollkommne  Gas  wird  die   Wirkungsfuaetion 
sich  in  ähnlicher  Weise  ausdrücken  lassen,   wie  es  durch  die 
Gleichung  (10)  für  den  hinreichend  verdünnten  Wasserdampf 
g^chehen  ist.    Es  wird  filr  ein  anderes  Gas; 
(11)  »r=-A/(-f-Oonst. 

sein,  wenn  y  die  Wännecapacität  desselben  bei  constantem 
Volumen  bedeutet. 


'J  Pogg.  AuuaL  Bd.  79,  S,  398. 

')  Comjit.  rend-  T.  a6,  p.  6T8  oder  Pogg.  AnnaL  Bd.  99,  S,  34?. 

')  Daaa  di;r  Coüfficient  0,3Ü5  die  specifisehe  Wftrme  dea  Wasser- 
dampfea  bt-'i  conatttntem  Drucke  aem  luUsaCe,  wenn  der  Dampf  wie  ein 
vollkommeueB  Gas  sich  verhielte,  iät  sirhoii  von  Eankiue  attagesjirocheni 
I'ogg.  Aim.  Bd.  81,  8.  176. 
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Äbaun'tion  einea  Gases  in  Wasser. 
Es    soll    nun   die   Absorption   eines   voUkonimnen   Gases 
in  Wasser   unter   den   folgenden   Voraussetzungen   untersucht 
werden; 

1)  Der  Druck,  den  ein  Glemenge  von  Dampf  und  ü&a 
ausübt,  ist  immer  gleich  der  Summe  der  beiden  Drucke,  die 
bei  derselben  Temperatur  und  demselben  Volumen  ausgeübt 
werden  würden,  wenn  nur  der  Dampf  oder  mu-  das  Gas  vor- 
banden wäre. 

Ist  durch  Vergrösserung  des  Druckes  ein  Tbeil  des  Dampfes 
condensirt  und  von  dem  gebildeten  Wasser  ein  Tbeil  des  Gases 
absorbirt,  so  ist: 

2)  Der  Druck  des  Dampfes  so  gross,  wie  wenn  das  Gas 
mcht  vorbanden  wäre,  und 

3)  die  von  der  Masseneinheit  Wasser  absorbirte  Oasmasse 
dem  Druck  des  über  der  Flüssigkeit  befindbchen  Gases  pro- 
portional. 

Diese  Annahmen  wird  man  nach  den  Versuchen  von 
Regnault')  über  das  Verhalten  der  Dämpfe  im  lufterflillten 
Räume  und  den  von  Bunsen*)  über  die  Absorption  von  Gasen 
ohne  Bedenken  als  richtig  gelten  lassen  bei  Gasen,  welche  nur 
in  geringem  Maasse  vom  Wasser  absorbirt  werden.  Ob  die 
aus  den  genannten  Annahmen  zu  ziehenden  Resultate  aber  auch 
nocb  richtig  sind  bei  Gasen,  die  in  solcher  Menge,  nie  Am- 
moniak oder  schweflige  Säure  vom  Wasser  aufgenommen  wer- 
den, möge  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 

Ich  denke  mir  ein  Gemenge,  das  aus  der  Damp&nasse  1 
und  der  Gasmasse  /f  besteht,  und  suche  für  dieses  die  Wir- 
kungsfunction. 

Wenn  der  Druck  eine  gewisse  Grösse  nicht  überschreitet, 
so  ist  kein  Tbeil  des  Dampfes  condensirt.  Füi-  diesen  Fall 
mache  ich  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  i  =  u;  es  entsteht 
dann  die  Gleichung  {T).  Die  Grösse  p  in  derselben  besteht 
aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  w  ist,  wenn  dieses  Zeichen 


'I  Cimpf,  read.  T.  S9,  p.  345,  in  Pogg.  Ana.  Bd.  93,  S.  552. 
*)  BnnBea,  Quometriscbe  Methoden,  Brauuschireig  1867. 
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in  der  bei  Gleichnng  (8)  definirten  Bedeutung  gebraucht  wirdj 
der  andere  Theil,  der  Dinick  des  Gases  nämlich,  ist 


wo  R'  ci]ie  von  der  2^atur  ( 
deutet.     Es  ist  also: 


i  Gases  abhängige  Constaute  1 


9R{a  +  t) 


Der  Werth  von  j-j,  in  der  Gleichung  (7)  eoll  gleich  v  gewählt 
werden,  wo  v  so  gross  ist,  dass  für  Werthe  von  v  in  der  Nähei 
von  V  das  Gemenge  von  Dampf  und  Gas  bei  den  vorkommen- 1 
den  Temperaturen  sich  -wie  ein  vollkommnes  Gas  verhält.  7^1 
bedeutet  dann  die  Wärmecapacität  des  Gemenges  bei  con-  < 
etantem  Volumen  in  dem  bezeichneten  Zustande  derVerdllnnui^.< 
Nennt  man  y,  wie  früher,  die  specifische  Wärme  des  Wasser-  ] 
dampfes  und  y'  die  des  Gases  bei  constantem  Volumen,  so  ist  i 
dalier:  I 

Denkt  man  sich  nämlich  das  Gemenge  auf  die  Weise  herge- 
stellt, dass  man  einzeln  Gas  und  Dampf  unter  den  Druck 
bringt,  den  beide  zusammen  ausüben  sollen,  dass  man  dann 
beide  in  Berührung  setzt  und  in  einander  diffundiren  lässt,  so 
wird  bei  dieser  Diffusion,  wenn  sie  bei  constauter  Temperatur 
vor  sich  gebt,  weder  äussere  Arbeit  geleistet,  noch  Wärme  ab- 
gegeben, und  deshalb  auch  keine  Äenderuug  der  Wärmecapa-  , 
cität  eintreten. 

Man  erhält  hiernach,  wemi  man  die  in  der  Gleichung  (7)  ■ 
vorkommende  willkürliche  Constante  gleich  0  macht:  J 


(12) 


-*{?+?/•')'  +  («  +  ')=, 


Dieser  Ausdruck  gilt  bei  der  Verkleinerung  von  w  so  lange,  ] 
bis  der  Wasserdampf  im  Maximmn  der  Dichtigkeit  sich  be-  , 
findet,  d.  h.  bis  u  =  a  ist,  wenn  dieses  Zeichen  in  seiner  früheren 
Bedeutung  beibehalten  wird.  Wird  das  Volumen  weiter  ver- 
kleinert, so  wird  luthr  und  mehr  Dampf  condensirt  und  dabei  ■ 
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von  dem  gebildeten  Wasaer  melu'  und  mehi'  Gas  absorbirt,  bis 
endlich  aller  Dampf  "Wasser  geworden  und  gleichzeitig  alles 
Gras  von  diesem  aufgenommen  ist  Um  für  diese  Periode  die 
Wirkungsfanction  zu  finden,  soll  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
derselben  unter  ^  die  Gaamasse  verstanden  werden,  welche  von 
dem  gebildeten  Wasser  absorbirt  ist.  Es  handelt  sich  dann 
darum,  p  und  v  aLs  Functionen  von  diesem  j-  und  /  darzu- 
stellen. Es  ist  hierzu  nöthig  einige  neue  Zeichen  einzuiühren; 
der  Bequemlichkeit  wegen  stelle  ich  mit  den  Definitionen  dieser 
die  Definitionen  einiger  schon  gebrauchten  Zeichen  zusammen. 
Es  soll  bedeuten: 

ji,  den  Druck  des  Wa-ssei-dampfes  beim  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  (, 

p   den  Druck  des  nicht  absorbirten  Gases, 
u'  das  Volumen  des  Gemenges  von  Dampf  und  Gas, 
v"  das  Volumen  der  gebildeten  Flüssigkeit, 
ff   das  Volumen   der  Masseneinheit  Dampf  im  Maximum 
der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  (, 

— —, — -  das  Volumen  der  Masseneinheit  des  Gases  bei 
P 
der  Temperatm-  (  und  dem  Drucke  p, 

tf  die  Masse  des  zu  Wasser  condenairteu  Dampfes, 

s  das  Volumen  der  Masseneiuheit  Wasser,  welche  bei  der 
Temperatur  (  mit  Gas  für  den  Druck  p  gesättigt  ist,  bei  der 
Temperatur  (  und  dem  Drucke  p, 

a  endlich  den  Äbsorptionscoefficienten ')  des  Wassers  für 
das  Gas  bei  der  Temperatur  t. 

Man  hat  dami  die  Gleichungen: 

p^^i+p 
u  =  r'   +  v" 


ir  =  uyp. 

')  Der  Begriff  des  AbBoqitionscofScienteQ  ist  hier  in  etwtu  anderer 
Weise  genommeu  als  von  Bunsen;  in  einer  Weise,   die  aus  der  Glei- 
chung, durch  welche  a  cingetiihrt  tvird,  deutlich  heri'orgeht. 
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Ans  denselben  findet  man  leicht: 


a(jf-r)B-ia  +  t) 


und  weiter,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


(13) 


1 


Die  Grössen  n^,  a,  li  sind  Functionen  von  (,  die  Grösse  i' 
ist  strenge  genommen  nicht  nur  eine  Function  von  t,  son-' 
dem  auch  von  x,  sie  hängt  von  />'  und  von  j)  ab;  nabemngs- 
weise  wird  man  aber  «  als  Coustante  betrachten  niid  darunter 
das  Volumen  der  Masseneinheit  gaafreien  Wassers  bei  irgend  i 
eüier  Temperatur  verstehen  können,  da,  wie  sich  zeigen  wird,. 
der  Fehler  schon  ganz  unerheblich  ist,  den  man  begeht,  wenn. 
man  s  =  0  setzt. 

Wollte  man  die  Werthe  von  p  und  v  aus  den  Gleichungen . 
(13)  unmittelbar  in  die  Gleichung  (2)  substituii-en,  so  vrilrde 
man  eine  sehr  beschwerliche  Rechnung  zu  übenvinden  haben. 
Es  soll  deshalb  die  letztgenannte  Gleichung  noch  umgeformt 
werden. 

Es  seien  p  und  v  irgend  welche  gegebene  Functionen  von 
.(■  und  (;  man  eliminire  j-  aus  den  beiden  Gleichungen,  welche 
p  und  V  als  Functionen  Ton  x  imd  t  angeben,  und  drücke  p 
durch  ü  und  t  aus;  die  Function  von  ti  und  (,  die  man  auf 
diese  Weise  fili'  p  erhält,  bezeichne  man  durch  (p).  J 

Die  Gleichung  1 

P  =  {P)  \ 

ist  dann  eine  identische  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung,  welche 
o  als  Function  von  x  und  t  ausdrückt.     Es  folgt  daraus: 
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dt       ""       dv      dt  "^       dt      ^ 


und  daraus  weiter: 


S^...        Ö:r4.._  a   ^^ 


a  +  ^ötj  '^a  +  ^ör  ^a  +  ^ör 


ÖJ?       dt  dt      dx  dt      dx' 

Da  man  nun  femer,  wenn  t  constant  ist,  hat: 
so  läset  sich  die  Gleichung  (2)  schreiben: 

wo  bei  der  Integration  wieder  t  als  Constante  zu  betrachten 
ist,  oder  endlich: 

Aus  den  Gleichungen  (13)  findet  man  nun: 

substituirt  man  diesen  Werth  in  den  eben  abgeleiteten  Ausdruck 
von  fF,  so  hat  die  Ausführung  des  in  demselben  vorkommen- 
den Integrals  nicht  die  geringste  Schwierigkeit. 

Es  soll  nur  der  Werth  entwickelt  werden,  den  W  hat, 
wenn  o?  =  ^  ist,  d.  h.  in  dem  Augenblick,  in  dem  aller  Dampf 
condensirt  und  alles  Gkts  absorbirt  ist;  dieser  Werth  von  W 
möge  durch  JT^  bezeichnet  werden.  Die  Grösse  Xq  soll  =  0 
gewählt  werden;  dann  ist  nach  den  Gleichungen  (13): 

Po     _.     ^       I   £^ . 
a  -^  t       a  +  t"^    a    ' 

flir  a?  =  ^  ist  femer  v  =  ^;  da  endlich  aus  dem  für  -^^  ge- 

fimdenen  Ausdmcke  folgt: 

30* 


Ueber  einen  Satz  der  meeliauiathen  Wflrinethec 
sich: 

Bei  der  für  x^^  getroflfenen  Wahl  muss  aber  Tu 
dem  Werthe,  den  ff  in  der  G-leichung  (12)  füi-  r  = 
d.  li.  es  musB  sein; 


gleich  sein.' 
(I  annimmt;' 


Addirt  man  diese  zwei  Gleichung* 
einander,  so  erhält  man: 


und  die  Gleichung  {9)  i 


-i>[9r> 


+  /'■") 


■\-gR{a  +  tt' 


dl  I 


}-^ 


Der  letzte  Term  dieses  Ausdrucks  läast  sich  noch  auf  eine 
wesentlich  einfachere  Gestalt  bringen.  Zunächst  nämlich  ist 
s  ao  klein  gegen  0,  dass  es  dagegen  vernachlässigt  werden 
kann.  Aber  auch  ß  ist  sehr  klein  gegen  a.  Bezeichnet  man 
die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  des  Äbsorptionsco@£Bcicnten 
belegte  Grfisse  durch  b,  so  ist,  wenn  man  als  Einheit  des 
Volumens  das  Volumen  der  Masaeneinheit  Wasser  annimmt;. 

Es  ist  daher  nach  Bunsen's  Angabe  für  Ammoniak  bei  dep' 
Temperatur  von  0"  C.  j?  =  1049,6.  Für  dieselbe  Temperatur 
findet  man  «=205550,  wenn  man  mit  Clausius  die  Dich- 
t^keit  des  gesättigten  Wasaerdampfes  bei  0"  C  =  0,622  mal 
der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  bei  derselben  Tem- 
peratur und  demselben  Drucke  annimmt,    Abo  selbst  beim. 


D  Satz  (liT  mecliaiiificlieii  Wännetbcorie. 
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Ammoniak  ist  ß  ein  so  kleiner  Bnichtheil  von  ff,  daas  man 
nur  einen  kleinen  Fehler  begehen  wird,  wenn  man  ß  als  uu- 
endhch  klein  gegen  ff  betrachtet;  der  Fehler  wii'd  ganz  un- 
merklich sein  bei  den  Grasen,  die  in  viel  geringerem  Grade  ala 
Ammoniak  von  dem  Wasser  absorbirt  werden.  Nimmt  man 
aber  s  und  ß  in  dem  Auadmcke  von  T,  als  unendlich  klein 
gegen  a  an,  so  erhält  man: 


(14}     /r,  ^  -K-k{gY' t+  j cdt^- gR  (n~\.t)^ 


•iM 


Aas  dieser  Gleichung  kann  man  zunächst  die  Aendenmg  der 
"Wärmecapacität  berechnen,  die  durch  die  Absorption  bewirkt 
wird.  Aus  der  Bedeutung  von  Jf\  geht  nämlich  hervor,  dasB 
diese  Grösse  identisch  ist  mit  dem  Ausdrucke  von  H^  in  der 

Gleichung  (5),  wenn  man  in  dieser  unter  c  die  Wärmecapacität 
der  Maaseneinheit  "Wasser,  die  die  Gasmasse  ff  absorbii-t  bat, 
versteht.     Durch  Differentiation  erhält  man  daher: 


(15) 


"+')-^r]. 


Weiter  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14)  die  Wärma- 
menge  finden,  die  die  Masaeneinheit  Wasser  abgiebt,  wenn 
man  sie  bei  constant  gehaltener  Temperatur  die  Gasmasae  g 
absorbiren  lässt. 

Man  denke  sich  den  folgenden  Versuch  angestellt.  Die 
Gasmasse  wird  mit  dem  Wasser  in  Berühi-ung  gebracht;  der 
Druck  p  und  die  Temperatur  l  werden  constant  erhalten,  in- 
dem man  das  Volttmen  sich  in  dem  Maasse  verkleinem  lässt, 
als  das  Gas  von  dem  Wasser  aufgenommen  wird,  und  die  durch 
die  Absorption  frei  werdende  Wärme  ableitet  Es  sei  Q  die 
Wärmemenge,  welche  abgeleitet  ist,  wenn  die  ganze  Gasmasse 
ff  verschluckt  ist. 

Die  bei  dem  beschriebenen  Processe  geleistete  äussere 
Arbeit  ist  gleich  dem  negativen  Producte  aus  dem  Drucke  p 
in  das  urspiüngliche  Volumen  des  Gases,  d.  h. : 

=  ~ffR{a  +  t); 
die  dem  Processe  entsprechende  WirkungsgrÖsse  ist  also: 
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^kQ-ffJfia  +  t). 
Nun  kann  die  Absorption  aber  aucb  auf  dem  folgenden  "Wef 
bewirkt  werden. 

1 )  Die  Wassermasse  wird  bei  gleichbleibender  Temperatn 
in  Dampf  verwandelt,  dessen  Dichtigkeit  so  gering  ist,  dafiS  ei( 
sich  wie  ein  vollkomnines  Gras  verhält.  | 

2)  Das  Gas  wird  bei  ebenfalls  gleichbleibender  Temperatirt] 
unter  denselben  Druck  versetz,  unter  dem  der  Wasserdamrf 
sich  befindet.  j 

3)  Man  bringt  Dampf  und  Gas  mit  einander  in  BeriiUniBg^ 
und  lässt  sie  in  einander  diffundiren.  1 

4)  Mau  drückt  das  Gemenge  von  Dampf  und  Gas  beb 
gleichbleibender  Temperatur  zusammen,  bis  aller  Dampf  con-i 
densirt  und  alles  Gas  absorbirt  ist.  1 

Die  WirkuQgagrösse  für  den  ersten  Theil  der  Operatioi 
ist  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (10): 


=  '/'■ 


■/M 


~kyt, 


tiovä 


für  den  zweiten  ist  sie  nach  Gleichung  (11)  gleich  0,  ftir  den' 
dritten  ist  sie  ebenfalls  gleich  0,  iÜr  den  vierten  endlich  nach' 
den  Gleichungen  (12)  und  (14) 

Die  Wirkungsgrösse  liir  die  ganze  Operation  ist  also: 

--,»(.  +  ()''-«. 

Da  nun  die  Wirkungsgrösse  fiir  die  Ueberflihrung  eines  Körpers 
aus  einem  Zustande  in  einen  anderen  von  dem  Wege,  auf  dem; 
die  Ueberflihrung  geschieht,  unabhängig  ist,  so  folgt  hieraus^ 

'^= -.'?(«  +  '.. '-^S  j 

oder,  wenn  man  wieder  die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  des 
Absoiptionscoeflicienten  belegte  Grösse  6  einMitt: 


J 


j  Salz  der  mocbani^cheu  Wiirraethcorie. 


.Ü8i 
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(16)  (l=-g'^(a  +  tf-Sp  . 

Es  liegen  die  nöthigen  experimeutellen  Data  vor,  um  die  Gültig- 
keit dieser  Gleichung  für  die  Absoi'ptioii  von  Ammoniak  und 
von  schwefliger  Säui-e  zu  prüfen.  Favre  und  Silbermann 
haben  die  Wärmemengen  gemessen,  die  bei  der  Absorption 
der  Masseneinheit  dieser  Gase  in  Wasser  frei  werden  und 
Bunsen  hat  die  Absorptionscoöfficienteu  derselben  bestimmt. 
Kach  Favre  und  Silbermann  ist  fllr  die  Masseneinheit 
Ammoniak: 

Q  =  514,3, 
und  für  die  Masseneinheit  schwefliger  Säure: 

Q=  120,4; 
die  Temperaturen,  für  welche  diese  Zahlen  gelten,  sind  nicht 
angegeben*). 

Nach  Bunsen  ist  für  Ammoniak: 
b  =  1049,63  -  29,496(  +  0,67687^*  -  0,0095621^, 
und  filr  schweflige  Säure: 

*  =  79,789  -  2,60771!  +  0,2935  H '). 
Ninunt  man  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit 
gleich  der  Arbeit  an,  die  es  erfordert  die  Masseneinheit  der 
Schwere  entgegen  auf  die  Höhe  von  423'°,5  zu  heben,  und  be- 
zeichnet man  die  Dichtigkeit  des  Gases  im  Vergleich  mit  der 
der  atmosphärischen  Luft  durch  S,  so  ist  ferner: 

^=0,0691-,. 


1)  Zu  den  Gleichungen  (I5|  imd  (16)  gelangt  man  auch  durch  eine 
der  durc!;geführten  gaa»  ähnliche  und  viel  einfachere  Betrachtung,  wenn 
man  davon  abdeht,  dass  ein  Gasquantum,  welches  mit  Wasser  in  Be- 
rtthrang  gebracht  wird,  Wasserdampf  aufninunC. 

2)  Seeherohe»  tur  lea  quanliUi  de  chaleu?'  digagiti  dam  let  aetiom 
ehimiquet  et  moUenlairu;  Paria,  1S5S,  p.  145. 

8)  In  dem  oben  citirten  Werke  von  Bunsen,  aua  dem  diese  Formel 
gC'nommen  ist,  ist  unter  den  Tabellen,  die  das  Ende  desBelben  bilden, 
statt  dpr  nach  dieser  Formel  berechneten  Tafel  durch  ein  Versehen  eine 
andere  abgedruckt. 
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Für  Ammoniak  ist  S  =  0,58957, 

flir  schweflige  Säm-e  =2.21122. 

Endlich  hat  man  «  =  273. 

Setzt  man  diese  ZaMenwerthe  in  die  Gleichung  (16}  ein, 
findet  man  für  die  Masseueinheit  Ammoniak 

bei    0''C.  Q-245  ' 

bei  20"  C.  Q  =  214  j 

und  für  die  MaBseneiuheit  schwefliger  Säure:  1 

bei    0"C.  Q  =  76,l,  | 

bei  20«  C.  Q  =  97,7. 
Aus  den  grossen  Unterschieden  dieser  und  der  von  Favre  iib4 
Silbermann  ge^denen  Zahlen  muss  man  schliessen,  daa^ 
beim  Ammoniak  und  der  schwefligen  Säure  die  Yoraussetzungei^ 
auf  welchen  die  hier  entwickelte  Theorie  beruht,  und  weicht 
im  Eingange  dieses  Abschnitts  zusammengestellt  sind,  nichf 
ei'füUt  werden. 

Leicht  lässt  sich  aus  der  Gleichung  (16)  die  Wäxmemenga 
berechnen,  die  bei  der  Sättigung  des  Wassers  mit  Gas  fr^ 
wird;  soll  nämlich  die  Gaama^se  ff  die  Masseneinheit  bei  denk 
Drucke  p  sättigen,  so  musa: 


oder 


sein,  woraus  folgt: 


Nimmt  man  als  Einheit  des  Druckes  den  Druck  einer  Atmo* 
Sphäre  an,  so  mrd  diese  Gleichung: 

Für  Kohlensäuie  ist  nach  Funsen: 

b  =  1,7967  -  0,07761  (  +  0,001 6424^»; 
hieraus  folgt  die  Wärmemenge,  welche  frei  wird,  wenn  die 
Masseneinheit  Wasser  bei  der  Temperatur  0"C,  mit  Kohlen- 
säure  lÜr   den  Druck   von   einer  Atmosphäre   gesättigt   wird^ 
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gleich  0,517,  Sieht  Eian  von  der  sehi-  unbedeutenden  Äende- 
rung  der  "Wärmecapacität  ab,  welche  in  ^olge  der  Absorption 
eintritt,  so  kann  man  auch  achliessen,  dasa  die  Temperatur- 
Erhöhung,  welche  daa  Wasser  unter  den  angegebenen  Um- 
ständen erfährt,  gleich  Ü",517C.  ist. 

ÄuflöHUng  eines  Sabea  in  Wasser. 

Aehiüiche  Beti-achtungen,  wie  über  die  Absorption  eines 
Gases  lassen  sich  über  die  Auflösung  eines  Salzes  in  Wasser 
anstellen  und  führen  zu  Ausdrücken  für  die  Wärmecapacität 
der  Lösung  und  die  Wärmemenge,  die  bei  der  Bildung  der 
Lösung  frei  wii'd. 

Ich  denke  mir  die  Salzmasse  1  in  Berührung  mit  der 
Masse  m  yoq  Wasserdampf  unter  einem  Drucke,  der  kleiner 
ist  als  der  Druck  des  Dampfes  im  Maximum  der  Dichtigkeit 
über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes;  es  soll  die  Wirkungs- 
function  für  diesen  Körper  und  für  die  verschiedenen  Zustände, 
welche  durch  Vergrösserung  des  Druckes  herbeigeführt  werden 
können,  aufgesucht  werden. 

Es  bezeichne  fl^  den  Druck  des  Wasserdampfes  im  Maxi- 
mum der  Dichtigkeit  über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes 
bei  der  Temperatur  (;  dann  wird,  so  lange  der  Druck  p  kleiner 
als  ju,  ist,  von  dem  Salze  nichts  aui'gelöst,  und  es  ist  nach  den 
Gleichungen  (5)  und  (10): 


(17) 


II' 


"r'  +  j'-"). 


WO  y,  wie  früher,  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei 
conatantem  Volumen,  c  die  specifische  Wärme  des  festen 
Salzes  bedeutet;  und  wo  über  die  willkürliche  Conatante,  welche 
der  Ausdruck  von  //'  im  Allgemeinen  enthält,  verfügt  ist. 
Es  liegt  dem  angegebenen  Ausdi-ucke  die  Voraussetzimg  zu 
Gründe,  dass  der  Waaserdampf  über  dem  Salze  stets  eine  so 
geringe  Dichtigkeit  besitzt,  dass  er  sich  wie  eui  vollkommnes 
GiaB  verhält;  eine  Voraussetzung,  die  um  so  genauer  erfüllt 
sein  wird,  je  grösser  die  Kraft  ist,  mit  der  das  Salz  den  Wasaer- 
dampf  an  sich  zieht. 

Ist  ;j  =  ;i^  geworden,  so  fkngt  der  Dampf  an  sich  zu  con- 
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denairen;  es  bildet  sich  Wasser  und  dieses  löst  einen  Thei^ 
des  Salzes  auf.  Durch  uuendhch  kleine  Äenderungen  defl 
Druckes  kann  mau  die  Masse  des  übrig  gebliebenen  Dampfe« 
verkleinern  oder  vergrössern.  Versteht  mau  in  den  Gleichungeq 
(2)  und  (3)  unter  x  die  Masse  des  condensirten  Dampfes  mid 
setzt  j'n  =0,  80  erhält  man  durch  Betrachtungen,  die  deueii 
genau  entsprechen,  durch  welche  die  Gleichung  (6)  abgeleitet  ist 


!r=-k[r„}'t  +  Jc-dt)-{a  +  t)^(v~vy- 


dt 


Mit  demselben  Hechte,  mit  dem  angenommen  ist,  dass  da 
Dampf  bis  zum  Ende  der  vorigen  Periode  sich  wie  ein  vott 
kommnes  Gras  verhält,  kann  derselbe  auch  währeud  der  jetzigäl( 
als  vollkomnmea  Gas  betrachtet  werden;  hieraus  folgt,  weol 
mau  das  Zeichen  R  in  seiner  firUheren  Bedeutuug  gehrauchtf 
und  wenn  mau  absieht  von  der  sehr  kleinen  Volumenäuderui^ 
welche  das  Salz  bei  seiner  Auflösung  erleidet:  \ 

__      ^  J  a  (g  +  0 

Hiernach  wird: 


(18) 


ir=  - 


'•;■!  + 


/-') 


+  .rR{a  +  ty- 


At 


Diese  Gleichung  gilt  so  lange,  bis  alles  Salz  aufgelöst  ist,  &Ui 
die  Wassermasse  m  grösser  ist,  als  diejenige,  die  erfordeij 
wird,  die  Salzmasse  1  aufzulösen;  ist  sie  kleiner,  so  gilt  di 
Gleichung,  bis  aller  Dampf  condensiii,  d.  h.  j-  =  m  geworden  isl 
Es  soll  zuerst  der  zweite  von  den  beiden  unterschiedeuei 
Fällen  weiter  betrachtet  werden.  Bezeielmet  man  durch  W 
die  Wirkungsfunction  flb'  den  Zustand,  bei  dem  aller  Damp 
verschwunden  ist,  so  ist  für  diesen  Fall: 


-k\myt+ 


U 


Bedeutet  (7  die  Wärmecapacität  des  auf  diu  beschriebene  Weia 
gebildeten,  zum  Theil  aus  festem  Salz,  zum  Theil  aus  gesättigtoi 
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XiOsOBg  bestellenden  Körpers,  so  ist  aber  auch  nach  der  Glei- 
chtmg  (5): 


■  -'I'^-"' 


daraus  folgt; 


k  dt  V    ^ 


(20) 


Die  hierdurch  bestimmte  Grösse  C,  die  ich  die  Wärmecapacität 
dea  bezeichneten  Körpers  genannt  habe,  ist  die  Wärmemenge, 
die  demselben  zugeführt  werden  muss,  um  ihn  um  1"  zu  er- 
wärmen; bei  dieser  Erwärmung  wird  entweder  ein  Theü  dea 
festen  Salzes  aufgelöst  oder  ein  Theil  dea  gelösten  ausge- 
schieden, und  in  Folge  dessen  in  dem  Körper  selbst  Wärme 
erregt  oder  verbraucht  werden;  die  so  erregte  oder  verbrauchte 
Wärmemenge  wird  einen  wesentlichen  Theil  von  C  ausmachen. 

Die  Gleichung  {19}  erlaubt  ferner  die  Wärmemenge  zu 
berechnen,  die  frei  wird,  wenn  die  Wassermasse,  nt  so  viel  von 
dem  Salze  auflöst,  als  sie  aufzulösen  vermag. 

Wan  denke  sich,  dass  die  Wassermasse  m  auf  das  Salz 
geschüttet  und  die  Temperatur  (  constant  erhalten  werde,  in- 
dem man  die  bei  der  Auflösung  frei  werdende  Wärme  ab- 
leitet. Es  sei  Q  die  Wärmemenge,  die  abgeleitet  ist,  wenn 
das  Wasser  sich  mit  Salz  gesättigt  hat.  Die  Wirkuugsgrösae 
füi"  diesen  Process  ist  dann,  da  man  von  der  eintretenden  ge- 
ringen Volumenänderung  absehen  kann, 

-tQ. 
Die  Auflösung   kann   man   nun   aber  auch  auf  dem  folgenden 
Wege  bewirken: 

1)  Man  verwandelt  das  Wasser  bei  gleichbleibender  Tem- 
peratur in  Dampf,  dessen  Druck  kleiner  ist,  als  ft,. 

2)  Man  drückt,  nachdem  man  den  Dampf  mit  dem  Salz 
in  Berührung  gebracht  hat,  denselben  bei  ebenfalls  gleichblei- 
bender Temperatur  zusammen,  bis  er  ganz  condensirt  und 
in  die  Salzlösung  übergegangen  ist. 
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Die  Wirknngsgrösse  für  den  ersten  Theü  der  Operation 
ist  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (10): 


=  m(kJc>lf  +  K-kyt\, 


und  für  den  zweiten  nach  den  Gleichungen  (17)  und  (19) 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Wirkungsgrösse  lür  die  Ueberfühnmg 
eines  Körpers  aus  einem  Zustande  in  einen  andern  von  dem 
Wege  der  Ueberführung  unabhängig  ist,  folgt  also: 


Q=m[fcdt-rt+f+^{a+t)^- 


(21) 


Eine  viel  einfachere  Gestalt  erhält  der  Ausdruck  von  Q, 
wenn  man  die  Annahme  einfuhrt,  dass  der  mit  reinem  Wasser 
in  Berühnmg  befindliche  WasseMampf  bis  zu  seiner  Conden- 
sation  sich  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält  —  eine  Annahme, 
die,  wie  schon  oben  bemerkt,  wenigstens  bei  Temperaturen  in 
der  Nahe  von  O'*  sich  nicht  weit  von  der  Wahi'beit  entfernen 
wird.  Bei  dieser  Aiinabme  giebt  die  Gleichung  (9),  wenn  man 
in  derselben  *  gegen  a  vernachlässigt: 


(22)  A-_*l 

woraus  folgt: 

(23) 


-(a  +  ()'Ä- 


ilgj 


.■*'«J 


«=»f(a+<)=- 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (22)  lässt  sich  auch  die  Gleichung 
(20)  auf  eine  andere  Gestalt  bringen,  Multiplizirt  man  näm- 
lich die  erstere  mit  y,  differenzirt  sie  nach  t  und  addirt  sie 
zur  letzteren,  so  erhält  man: 


C==c+c 


}h\i"+*r- 


.^^f 
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Bekanntlich  wird  bei  der  Lösung  einiger  Salze  Wärme  frei, 
bei  der  anderer  Wanne  verscliluclrt ;  nach  der  Gleichung  (23) 
findet  das  Erste  statt,  wenn  bei  wachsender  Temperatur  das 
Verhältnisa  ^  wächst,  das  zweite  im  entgegengesetzten  Falle. 
Wenn  die  Waasennasse  m  grösser  ist  als  diejenige,  die 
zur  Lösung  der  Salzmasse  1  gebraucht  wird,  so  gilt  die  Glei- 
chung (18)  nicht  bis  x  =  tn,  sondern  nur  bis  ;r  =  a  geworden 
ist,  wenn  a  die  Wassermasse  bedeutet,  die  bei  der  Temperatur 
t  zur  Lösimg  der  Salzmasse  1  erforderlich  ist.  üeberechreitet 
X  den  Werth  a,  so  hört  der  Druck  p  auf  eine  reine  Punctiou 
Ton  t  zu  sein,  er  hängt  dann  von  .c  und  von  t  ab.  Die  Func- 
tion dieser  beiden  Variabein,  welche  den  Druck  dai"stellt,  möge 
durch  fi  bezeichnet  werden.  Wenn  die  Wasaermasse  nicht  zu 
gross  ist,  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  über  der  Salz- 
lösung immer  klein  genug  bleiben,  dass  derselbe  als  vollkom- 
menes G!as  betrachtet  werden  kann.  Bezeichnet  man  durch  f 
das  Volumen  der  Lösung,  so  ist  dann  also: 

in  dieser  Gleichung  wird   mEin  ohne  merklichen  Fehler  f  als 
constant  ansehen  dürfen ;  thut  man  das,  so  folgt  aus  derselben: 

und  weiter: 

dx     dl  dt     Bx"  Bi  ^^H 

Aus  der  Gleichung  (2)  erglebt  sich  hiernach:  ^^^| 

Macht  man  nun  a-^  =  a,  so  wird   If-'^  gleich  dem   Werthe,  den 
der  Ausdruck  von  W  in  der  Gleichimg  (18)  für  3:=  u  annimmt. 
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Bezeichnet  man  wiederum  den  Werth,  den  ^  f  ür  x^m  erhall 
durch  W^y  80  ist  also: 


W^=^^k[mYt+Jc'dt\ 


+  R{a  +  tf 


Es  ist  ^  nur  für  Werthe  von  x  definirt  worden,  welch« 
grösser  als  a  sind;  definirt  man  yi  für  Werthe  von  Xj  welch 
kleiner  als  a  sind,  als  gleich  yi^y  so  lässt  sich  diese  Gleichunj 
etwas  einfacher  schreiben  : 

W,^-k[mrt  +  fcdt)+R(a  +  f)'§.Jd^lg^^. 

0  0 

Aus  derselben  kann  man  die  Wärmecapacität  der  aus  der  Salz 
masse  1  und  der  Wassermasse  m  gebildeten  Salzlösung  un< 
die  Wärmemenge  berechnen,  die  bei  der  Herstellung  diese 
Lösung  frei  wird.  Ist  C  jene  Wärmecapacität  und  Q  die8< 
Wärmemenge,  so  ergiebt  sich  durch  eine  Betrachtung,  die  der 
jenigen  ganz  gleich  ist,  durch  welche  die  Gleichungen  (20)  unc 
(21)  abgeleitet  sind: 


m 


0 

t 
Q^m[fadt-rt+fj 


m 


Führt  man  wieder  die  Voraussetzung  ein,  dass  der  mit  reinen 
Wasser  in  Berührung  befindliche  Wasserdampf  bis  zu  seinei 
Condensation  sich  wie  ein  yollkommnes  Gas  yerhält,  so  erhall 
man  die  näherungsweise  richtigen  Gleichungen: 


1  Satz  der  mechanisi^iien  Wärme  theorii?. 


Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  lässt  eine  Vergleichung 
der  Theorie  mit  einem  von  Babo  experimentell  gefundenen 
Sat^e  zu. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass,  wenn  man  zu  einer  Salzlösung, 
die  bis  zu  einem  gewissen  Grade  verdünnt  ist,  noch  mehr 
Wasser  zosetzt,  keine  merkliche  AVärmeentwickelung  statt- 
findet; ist  diese  Verdünnung  erreicht,  so  musB  nach  dem  Aus- 
drucke von  Q 

also  -^  (das  Verliältniss  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes 
über  der  Lösung  und  seiner  Spannki'aft  über  reinem  Wasser 
bei  derselben  Temperatur)  unabhängig  von  t  sein, 

Babo ')  hat  den  Satz,  dass  das  genannte  Verhältniss  bei 
den  verschiedensten  Temperaturen  nahezu  den  gleichen  Werth 
behält,  allgemein  ausgesprochen.  Die  Versuche,  aus  denen  er 
denselben  geschlossen  hat,  sind  aber  meistens  mit  verdünnten 
Lösnngen  angestellt,  und  daher  musstc  ihm  die  Beschränkung 
entgehen,  unter  denen  der  Satz  hier  als  richtig  getimden  ist, 
die  Bedingung  nämlich,  dass  die  Losung  so  verdünnt  ist,  dass 
durch  Zusatz  von  Wasser  zu  ihr  keine  Teniperaturänderung 
bewirkt  wird.  Findet  bei  einem  solchen  Zusätze  eine  Tempe- 
raturerhöhung statt,  so  wächst  jenes  Verhältniss  bei  wachsender 
Temperatur,  es  nimmt  ab,  wenn  eine  Temperaturemiedrigung 
sich  zeigt, 


Es  sei  mir  gestattet,  hier  die  folgende  Bemerkung  anzii- 
sehliessen.     Man   hat   bei  den  Versuchen  Über  die  bei  chemi- 


')  Berichte  iib«r  die  Verhaniiluiigen  der  Gesellschaft  für  Beförderung 
der  Naturwisüeascbafteti  zu  Freiburg  i.  B.;  Jaoniu:  1857,  S.  383. 
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sehen  Processen  frei  werdeuden  Wärmemengen  gew5l 
nicht  auf  die  Temperatur  Rücksicht  genommen,  bei  welcher  man 
die  Procease  einleitet;  und  doch  folgt  aus  dem  ersten  Haupt- 
sätze der  mechanischen  Wärmetheorie  mit  Nothwendigkeit,  dasa 
jene  Wärmemengen  mit  dieser  Temperatur  variiren,  falls  durch 
die  Processe  die  Wärmecapacität  geändert  wird,  was,  wenn 
nicht  immer,  doch  zweifellos  der  Eegel  nach  stattfindet.  Es 
soll  das  noch  an  einem  einfachen  Beispiele  näher  dargelegt 
werden. 

Gesetzt  man  habe  die  Masseueinheit  Knallgas  von  der 
Temperatur  t  in  einem  fest  begrenzten  Räume,  und  lasse  dieses, 
etwa  durch  einen  elektrischen  Funken,  explodiren;  die  Wärme- 
menge, welche  man  dem  gebildeten  Wasserdampf  entziehen 
muas,  um  die  Temperatur  wieder  auf  die  ursprüngliche  zu  re- 
duciren,  sei  Q, 

Die  Wärmemenge,  welche  mau  bei  einem  gleichen  Ver- 
suche erhält,  bei  dem  nur  ^  die  Temperatur  des  Knallgases 
vor  der  Explosion  ist,  und  bei  dem  man  den  Waaserdampf 
bis  zur  Temperatw  t^  abkühlt,  sei  Q,.  Der  Einfechheit  wegen 
möge  vorausgesetzt  werden,  dass  das  Volumen  des  Knallgases  so 
gross  gewählt  ist,  dass  der  Wasserdampf  bei  ihm  und  bei  den 
Temperaturen,  in  die  er  versetzt  wird,  sich  wie  ein  vollkom- 
menes Gras  verhält.  Ea  wird  sich  dann  leicht  nachweisen 
lassen,  dass  Q  und  Q,  verschieden  von  einander  sein  müssen. 

Die  Wirkimgsgrösse  für  die  Ueberfühi-ung  des  Knallgases 
von  der  Temperatur  t  in  Wasaerdampf  von  derselben  Tempe- 
tur  und   demselben  Volumen,   die   bei  dem  ersten  der  bei 
gedachten  Versuchen  stattfindet,  ist 
=  4«, 
da  äussere  Arbeit  bei  derselben  nicht  geleistet  wird. 

Dieselbe  Ueberfühi'ung  denke  man  sich  nun  auf  dem  fol- 
genden Wege  bewirkt: 

1)  Man  bringt  das  Knallgas  auf  die  Temperatui'  t^. 

2)  Man  lässt  das  Knallgas  explodiren  und  entzieht  dem 
gebildeten  Wasserdampf  Wärme,  big  seine  Temperatur  wieder 
*i  geworden  ist. 

3)  Man  bringt  den  Wasserdampf  auf  die  Temperatur  t. 
Bezeichnet   y    die   specifische  Wärme   des  Knallgases,  jf 


npe- 
liijei^J 
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die  des  Wasserdampfes  bei  constantem  Volumen,  so  ist,  da  bei 
keinem  der  Theüe  der  beschriebenen  Operation  eine  Volumen- 
ändeniug  statt  gefunden  hat,  die  Wirkungsgrösse 
für  den  ersten  Theil  =  -  k/it^  -  t), 
für  den  zweiten  =       h  Q,, 

für  den  dritten  =       Ay  ((,  —  (}. 

Nach  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  "Wärme- 
theorie muss  die  Sunune  dieser  drei  Grössen  gleich  k  Q 
sein,  d.  h. 

Q,  =  Q  +  (r'-y}{(i-0- 

Da  nun  ;'  nicht  gleich  t*  ist,  so  ist  auch  Q,  nicht  gleich  Q. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  offenbar  für  einen 
jeden  chemischen  Process  anstellen,  bei  dem  keine  oder  eine 
zu  Temachlässigende  äussere  Arbeit  geleistet  wird  und  durch 
den  die  specifische  Wärme  sich  ändert.  Bei  einem  jeden 
solchen  Processe  ist  also  die  frei  werdende  Wärmemenge  d.  h. 
die  Wärmemenge,  die  während  oder  nach  dem  Processe  abge- 
leitet werden  muss,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  herzu- 
stellen, von  dieser  Temperatur  abhängig,  Gerade  diese  irei 
werdende  Wärmemenge  —  nicht  etwa  die  erzeugte  —  ist  es 
aber,  welche  bei  Versuchen,  wie  sie  angestellt  sind  über  die 
Wärmeerregung  bei  chemischen  Processen,  gemessen  wird. 

Bei  dem  als  Beispiel  gewählten  Falle  sind  allerdings  die 
Unterschiede  der  Wärmemengen,  welche  bei  verschiedenen 
Temperaturen  frei  werden,  verhältnissmässig  sehr  klein;  man 
wird  indessen  nicht  voraussetzen  dürfen,  dass  das  immer  statt- 
findet. 

Um  für  jenen  Fall  die  Unterschiede  zu  berechnen,  dienen 
folgende  Angaben:  Die  specifische  Wärme  des  Knallgases  bei 
constantem  Druck  ist  0,5722;  hieraus  findet  man  mit  Hülfe 
des  schon  oben  benutzten  Clausius'schen  Satzes  und  des  oben 
angeführten  mechanischen  Aequivalents  der  Wänneeinheit  / 
(d.  h.  die  specifische  Wärme  des  Knallgases  bei  constantem 
Volumen)  gleich  0,4056,  Nimmt  man  die  specifische  Wärme 
des  Wasserdampfes  bei  constantem  Drucke  gleich  0,475  an, 
wie  sie  Regnault  gefunden  hat,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe 
Weise  }■  (d.  h.  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfes  bei 


10     lO^t 
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coostantem  Volumen)  gleich  0,3639;  nimmt  man  aber  die  spe- 
cifiache  Wanne  des  Wasserdampfes  bei  constantem  Drucke 
gleich  0,305  an,  wie  sie  hier  oben  gefunden  ist.  so  folgt 
y  —  0,194.    Nach  der  ersten  dieser  beiden  Annahmen  ist 

Qj=  Q  + 0,0417  {/,-0, 
und  nach  der  zweiten: 

Q,=  +0,212((,-0. 
Dieses  Besultat  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  aus- 
sprechen. Es  sei  T  die  Temperaturerhöhung,  die  durch  die 
Explosion  des  Knallgases  bewirkt  wird,  wenn  die  Temperatur 
desselben  vor  der  Explosion  (  ist;  r,  sei  die  entsprechende 
Temperaturerhöhung  für  den  Fall,  dass  ^  die  Temperatur , 
Knallgases  von  der  Verbrennung  ist.     Dann  hat  man: 

r=^,  .,  =  ^, 

r  7 

und  daher: 


-   T  + 


K-i)tt-')- 


ler  die  s 


Je  nach  der  einen  oder  der  anderen  Ännahn 

fische  Wärme  des  Wasserdampfes  ist  also: 

ri=r+0,115((i-C) 
oder 

Tl  =  T  +  l,091((i  — (). 
Wäre  die  zweite  ÄnnaJmie  die  richtige,  so 
die  Temperatur  des  Wassei-dampfes  nach  der  Verbrennung  durch 
eine  Temperaturerhöhung  des  Knallgases  um  mehr  als  das  dop- 
pelte dieser  Temperaturerhöhung  vergrössert  werden. 


Bemerkung  über  die  Spannung  des  Wasgerdampfes  bei 
Temperaturen,  die  dem  Eispnukte  nah«  sind. ') 

Regnauit')  ist  bei  seinen  Vei-suchen  über  die  Spannung 
des  Waaserdampfes  bei  verschiedenen  Temperaturen  zu  dem 
Kesultate  gekommen,  dass  die  Curve,  welche  die  Spannm 


■)  Chmpl.  rend.  T.  39,  p.  406,  und  Pogg.  Ann 
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des  Dampfes  von  Eis  füi-  Temperaturen  unterhalb  0"  darstellt, 
eine  Tollstäadige  Continuität  mit  deijenigen  darbietet,  welche 
die  Spannung  des  Dampfes  von  Waaser  füi'  Temperaturen  über 
0"  liefert.  Es  ist  dieses  Resultat  mit  der  mechanischen  Theorie 
der  Wärme  in  so  fem  im  Einklänge,  als  nach  dieser  ein  Zu- 
sammentreffen der  beiden  bezeichneten  Curyen  in  einem  Funkte 
stattfinden  kann;  die  Theorie  fordert  aber  dann,  dass  die  Tan- 
genten der  Curven  in  diesem  Punkte  verschieden  von  einander 
sind,  mit  anderen  Worten,  dass  der  Differentialquotient  der 
Spannung  des  Dampfes  nach  der  Temperatur  bei  0"  einen 
Sprung  erleidet. 

Um  dieses  zu  zeigen,  soll  die  Wirkungsfiinction  für  die 
Masseneinheit  Wasser  in  einigen  verschiedenen  Zuständen  be- 
trachtet werden.  Es  soll  iliese  für  den  Fall,  dass  die  ganze 
Wassermasse  tropfbar  flüssig  ist  und  dif^  Temperatur  0'*  hat, 
gleich  0  gesetzt  werden;  für  den  Fall,  dass  die  ganze  Wasser- 
masse in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Temperatur  ver- 
wandelt ist,  ist  sie  daim  nach  der  Gleichung  (6)  meiner  Ab- 
handlung „Ueber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
etc.",  wenn  man  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser  gegen 
das  Volumen  der  Grewichtaeinheit  Dampf  vernachlässigt: 

(1)  -''=''^' 

wo  alle  Zeichen  dieselbe  Bedeutung,  wie  am  angefiihrten  Orte 
haben,  und  wo  nach  Ausführung  der  Differentiation  ( =  0  zu 
setzen  ist.  Bedeutet  /  die  latente  Wärme  des  Wassers,  so  ist 
die  Wirkungsgrösse  für  den  üebergang  der  Masseneinbeit 
flüssigen  Wassers  von  der  Temperatur  0"  in  Eis  von  derselben 
Temperator  gleich  kl;  daraus  folgt  die  Wirkungsfiinction  für 
die  Masseneinbeit  Wasser,   die  in  Eis  von  0"  verwandelt  ist, 

Denkt  man  sich  nun  die  Eismasse  in  gesättigten  Dampf  von 
derselben  Temperatur  übergeführt,  so  ergiebt  sich  hieraus 
durch  Betrachtungen,  die  denen  ganz  gleich  sind,  durch  welche 
der  Ausdruck  (1)  abgeleitet  ist,  wenn  man  durch  fij  die  Span- 
nung des  Dampfes  bezeichnet,  der  sich  über  Eis  von  der  Tem- 
peratur /  bildet,  und  wenn  man  das  Volumen  der  Masseneinheit 
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£is  gegen  das  der  Ma^i^eiieinlieit  des  Dampfes  yemacblftsräg^ 
die  "Wirkimgsfimktioii  für  die  Masseneinheit  des  gesättigten 
Dampfes,  der  sich  über  Eis  bei  der  Temperatur  tob  0"  bildet. 


(2)  

WO  nach  Ausfuhrung  der  Diflerentiation  wieder  t=Q  zu  setzen 
ist.  Bei  der  Aufstellung  dieses  Ausdruckes  ist  schon  von  der 
Annahme  Gebrauch  gemacht,  das  für  ( =  0  «i  =  n  Ist,  und  dass 
die  Dämpfe,  die  sich  über  Eis  von  0"  und  über  Süssigem 
Wasser  von  0"  bilden,  überhaupt  identisch  sind;  es  sind  näm- 
.  lieh  die  Volumina  der  Masseneinheit  dieser  Dämpfe  gleich  ge- 
setzt. Aus  der  genannten  Annahme  folgt  daim  weiter,  dass 
für  f  =  0  die  Ausdrücke  (1}  und  {2)  einander  gleich  sein 
müssen,  oder 


dl 


dl 


sem  muss- 

Um  einen  Zahlenwerth  für  diese  Differenz  der  ba 
Differentialquotienteu  zu  ei-halten,  soll  festgesetzt  werden,  dass 
/  nach  den  Graden  der  hundei-ttheUigen  Thermometerscale  ge- 
rechnet wird;  dann  ist 

a  =  273; 
Einheit  der  Wärmemenge  soll  die  Wfirmemenge  sein,  die  die 
Masseneinheit  Wasser  von  O'C.  auf  1*0.  erwärmt;  dann  ist 

/  =  79; 
Einheit    des  Volumens    sei    das   Volumen    der  Masseneinheit 
Wasser;  dann  ist 

ö  =  205550; 
Einheit  des  Druckes  endlich  sei  der  Druck  einer  Quecksilbac^-d 
säule  von  1""  Höhe;  dann  ist 


h-. 


423,5 


=  31140. 


0,013.'i26 
Aus  diesen  Zahlenwerthen  ergiebt  sich: 

-&^'- 0,044. 

Dieser  Unterschied  ist  kleiner,  als  dass  er  sich  mit  Sicherheit 
aus    den  Versuchen   von  Kegnault  könnte   erkennen  lassen; 


bei  Temperafuren,  die  dem  Eispunkte  nahe  sind. 
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doch  ist  es  von  Interesse  zu  bemerken,  dass  aus  den  Zahlen, 
welche  ßegnault  als  die  Resultate  seiner  Versache  angiebt, 
eich  ein  Unterschied  von  demselben  Sinne  uud  derselben  Ord- 
nimg herausstellt,  wie  die  Theoiie  ihn  fordert. 

Folgendes  sind  nach  Regnault')  die  "Werthe  von  n,  und 
|Uj  für  Temperatui'en  in  der  Nähe  von  0°  mit  ihren  Differenzen; 


0  4,600 

1  4,940 

2  5,302 

3  5,687 

0,340 
0,362 
0,385 

0,022 
0,023 

0,001 

'                  Ci 

_ 

+ 

■f- 

0            4,600 
-1             4,263 
-2            3,941 
-3            3,644 

0,337 
0,322 
0,297 

0,015 
0,025 

0,010 

Daraus  ergiebt  sich  für  (  =  0 

^=0,340- 

0,032 
2     + 

?f!— 0,329 

%.  0,337 +  °'°J^- 

T-O'ä«. 

4ii_ 


Ueber  die  Spanuang  des  Dampfes  von  Mischungen 
aus  Wasser  und  Schwefelsäure.  ^) 

In  meiner  Äbhiuidluug  „llber  einen  Satz  der  mechanisclien 
Wäxmetheorie  und  einige  Anwendungen  desselben"  habe  ich 
eine  Relation  hergeleitet  zwischen  der  Spannung  des  Dampfes 
einer  wässrigcn  Salzlösung  und  der  Wärmemenge,  die  bei  der 
Bildung  der  Lösung  irei  wird  oder  verschwindet  ■).     Es  ist  von 


')  ReJationt  de»  erpirienees  .  . 
•)  Pogg.  Ann.  Bd.  104.  1858. 
»)  S.  oben  p.  473. 


.  p.  624 


Ueber  die  SpHn 


;  des  Dampfes 


a  Mischungen 


selbst  klar,  dass  die  dort  durcbgefühi-ten  Betrachtungen  ebeosO) 
wie  für  eine  Salzlösung,  für  jede  Flüssigkeit  gelten,  deren 
Dampf  reiner  Wasserdampf'  ist.  Ueber  die  Spannung  des 
Wasserdampfea,  der  sich  über  Mischungen  von  Wasser  und 
Schwefelsäure  bildet,  hat  Regnault  Versuche  angestellt  und 
die  Wärmemengen,  welche  bei  der  Mischung  von  Wasser  und 
Schwefelsäure  frei  werden,  sind  von  tieleu  Experimentatoren 
gemessen.  Es  lässt  sich  daher  hier  die  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung vergleichen.  Ich  habe  diese  Vergleichung  angestellt 
und  will  die  Resultate  derselben  im  Folgenden  mittbeilen. 

Regnault  hat  für  9  Mischungen  von  Schwefelsäure  und 
Wasser  die  Dampfspannungen  gemessen,  nämlich  fiir  die  Flüs- 
sigkeiten *) : 


S0*+  2H0.  S0«+  3H0,  80»+  4H0, 
80'+  5H0,  80»+  6H0,  S0'+  8H0, 
S0»+IOHO,  S0^+12H0,  S0'+18H0. 


llifl^ 


Die  Werthe  der  bei  verschiedenen  Temperaturen  für  eine 
jede  Mischung  beobachteten  Spannung  hat  er  gi'aphisch  dar- 
gestellt, von  der  so  gewonnenen  Gurre  drei  gleich  weit  abste- 
hende Ordinalen  gemessen  und  aus  diesen  eine,  drei  Oonstanten 
enthaltende,  Interpolationsformel  berechnet.  Die  Werthe  der 
Spannimg,  auf  die  die  Interpolationsformeln  gegründet  sind,  und 
die  füi-  genauer  als  die  einzelnen  Beobachtungen  gehalten 
werden  müssen,  sind  in  der  folgenden  Zusammenstellung  an- 
gegeben, in  der  /i  die  Spannung  des  Dampfes  über  der 
Mischung  S0'  +  (I+j)H0  bei  der  Temperatur  /  bedeutet; 
die  Temperatur  ist  nach  den  Gkaden  der  hunderttheihgen  Scale 
gerechnet,  als  Einheit  des  Druckes  ist  der  Druck  einer  Queck- 
silbersäule von  l""  Höhe  angenommen. 


8 

0,110 

7 

0,43 

11 

30 

0,225 

26 

1,19 

29 

62 

0,600 

45 

3,53 

47 

1/  de  pigt.  3""  «A-.  (.  15,  ß.  173. 


r  und  SehwefelBtture. 


7 
24 
41 

1,51 
4.82 
13,67 

U 
23 
35 

3,24 
6,98 
14,40 

x^ 

=  9 

I, 

=  11 

t 
5 
20 
35 

4,12 
10,83 
56,15 

10 
21 
32 

6'^2 
13,09 
24,80 

18 


6,30 

12,82 
24,65 


In  Betreff  der  bei  der  Mischung  von  Wasser  und  Schwe- 
i'elsäure  stattfindenden  Wärmeentwickelung  werde  ich  eine 
Formel  benutzen,  die  Thomsen  aufgestellt  hat,  und  die  mit 
seinen  eigenen  Versuchen,  so  wie  mit  denen  von  Favre  und 
Silbermann  und  von  Äbria  sehr  nahe  übereinstimmt  Be- 
zeichnet Q  die  Wäi'memenge,  die  bei  der  Mischung  von  x 
Aequivalenten  Wasser  mit  einem  Äequivalent  SO'  +  HO  frei 
wird,  so  ist  nach  Thomsen^): 


a:  + 1,1*46 


177,1, 


wenn  Einheit  der  Wärmemenge  die  Wümiemenge  ist,  die  es 
erfordert  um  1*C.  eine  Wassermasse  zu  erwärmen,  deren  Ge- 
wicht gleich  dem  Gewichte  eines  Aeqnivalentes  80'-|-H0  ist. 
Diese  Formel  ist  nur  fib-  ganze  Werthe  von  j:  experi- 
mentell bestätigt;  um  bei  dem  vorgesetzten  Zwecke  nützen  zu 
können,  muss  sie  auch  filr  gebrochene  Werthe  von  x  als  gültig 
betrachtet  werden.  Sie  kann  ferner  nur  filr  eine  Temperatur 
strenge  richtig  sein;  es  liegen  nicht  die  uöthigen  experimen- 
tellen Data  vor,  um  die  Aenderungen  berücksichtigen  zu 
können,  die  die  Wärmemenge  Q  erfährt,  wenn  die  Temperatur 
sich  ändert;  aber  aus  einigen  Messungen  von  Person  lässt 
sich  scbliessen,  dass  diese  Aenderungen  nnr  klein  sind.  Ist 
nämlich  Q  die  Wäimemenge,  die  frei  wird,  wenn  die  Massen 
m  und  TOj  zweier  Flüssigkeiten  bei  der  Temperatur  (  gemischt 
werden,  und  die  Mischung  auf  dieselbe  Temperatur  abgekühlt 
wird,  sind  ferner  c  und  c^  die  specifischen  Wäi-men  der  beiden 


I  ^"SS-  Ann.  i 


I,  S.  27B. 
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Flüssigkeiten,    C  die  der  Mischung,    so   ist  nach  dem  ersten 
Hauptsatze  der  meclianisclien  Wärmetheorie 

Ist  die  erste  Flüssigkeit  Wasser,  die  zweite  SO'  +  HO, 
Tind  ist  weiter  m^  =  1,  m  =  —  ar,  so  hat  jetzt  Q  dieselbe  Be- 
deutuDg,  in  der  es  früher  gebraucht  ist.    Nach  Versuchen  von 

Person')  ist  dann:  

c^  =  0,3295 
und  flir  m  =  0,3158  C  =  0,4534 

für  m  =  0,9608  t'=  0,5851. 

=  1,  so  ergiebt  sich  hieraus  für  diese 


Setzt  man  noch  i 
beiden  Wertlie  von  »n 


5/ 


=  0,0486 
-  0,142, 


während  aus  der  Formel  von  Thomsen  füi-  dieselben  Werthe 
von  m  folgt: 

Q  =  87,88 
und 

Q  =  132,8. 

Es  sind  hieniacL  die  Äendenmgen,  welrhe  Q  erleidet, 
wenn  die  Temiteratur  sich  ändert,  verbältnissmässig  so  klein, 
dass  bei  ihrer  Yemachlässiguiig  bedeutende  Fehler  nicht  zn 
fürchten  sind, 

Lässt  man  den  schon  gebrauchten  Zeichen  ihre  Bedeutung 
und  nennt  man  ferner 

fi;  dio  Spannung  des  Dampfes  von  reinem  Wasser  bei  der 
Temperatur  (, 

k  das  mechanische  Äequivalent  der  Wänneeinheit, 
— a  die  Temperatur  des  absoluten  Nullpunktes, 


')  Ann.  de  ehim.  et  de  ph.  8  me 
fehler  ist  hier  die  speo.  Wärme  ^ 
gegeben. 


-.  33,  p.  446.   Durch  einen  Druck- 
0'  +  HO  0,8095  atatt  0,3295  an- 
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- — -  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasserdampf  bei 

einer  Temperatur  t  und  einem  Drucke  p,  die  so  gewählt 

sind,  dass  bei  ihnen  der  Dampf  sich  schon  wie  ein  voll- 

kommnes  Gras  verhält; 

so  ist  nach  einer  am  angeführten  Orte  von  mir  abgeleiteten 

Gleichung: 

ö  ,     u        k       1       dQ 


ör^TTi       Ä(a  +  0'öm' 

^'""'■'             IS-?I? 

und  nach  der  G-leichung  von  Thomsen 

dQ  _  1,7446 .  177,1 

dx~  (x-^  1,7446)* ' 

SO 

woraus  folgende  Zahlenwerthe  von  ^  sich  e 

rgeben: 

dQ                      dQ 

dx                          dx 

dQ 

1         41,00          4        9,36            9 

2,68 

2        22,02          5        6,79           11 

1,90 

3         13,72          7        4,04          17 

0,88 

Femer  hat  man:         *  =  ^'^^^^  =  9,001, 

a  =  273. 

Daraus  folgt: 

flV«:.  =  ^Ö-0^273V0'5? 

oder,   wenn  man  statt  des  natürlichen  Logarithmus   lg  den 
Briggs'schen  Lg  einführt: 

oder  endlich,  wenn  man  integrirt: 

(1)  Lg^=C-^2^3^j^^  , 

wo  C  eine  von  t  unabhängige  Gh^össe  bezeichnet. 

Kennt  man  C,  so  kann  man  hiemach  mit  Benutzung  der 
bekannten  Werthe  von  n^  die  Spannung  fA  für  alle  Tempera- 
turen berechnen.    Ich  habe  nun  nach  der  Gleichung  (1)  für 
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lieber  die  Spiumung  des  üanipfee 


1  Mischungen 


eine  jede  der  vou  Regnault  imteraucliteii  Schwefelsäuren  l 
berechnet  aus  der  grössten  der  (Seite  486  u.  487)  angegebenen 
Spannungen  und  dann  nach  derfselben  Gleichung  jj  für  diejenigen 
Temperatoi-eD  ermittelt,  bei  welchen  ßegnault  beobacbt«t  hat. 
Ich  lasse  weiter  unten  die  Differenzen,  die  sich  so  gezeigt 
haben,  folgen. 

Die  Ableitung  der  Gleichung  (1)  beruht  auf  der  Vorans- 
setzuug,  dass  der  Wasaerdampf  nicht  allein  über  der  Salz* 
lösung,  sondern  auch  über  reinem  Wasser  sich  wie  ein  toII- 
kommnes  Gas  verhält  Ich  habe  an  dem  angefiihz-ten  Orte 
eine  zweite  Gleichung  aufgestellt,  deren  Bichtigkeit  nur  er- 
fordert, dass  der  mit  der  Salzlösung  in  Berührung  befindliche 
"Wasserdampf  die  Eigenschaften  eines  vollkommnen  Gases  hat 
Sieht  man  von  der  Verschiedenheit  der  specifischen  Wärme 
des  tropfbaren  Wassers  bei  verschiedeneu  Temperaturen  ab 
und  setzt  diese  specifische  Wärme  =  1,  so  ist  diese  Gleichung: 

et^^a  +  t        E(a  +  I)'  [dv,         k         ^^        ^' V 

WO  y  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei  constantem 
Voliunen  und  sehr  grosser  Verdünnung  ist,  K  die  Wii-kungs- 
grösse  für  den  Uebergang  der  Masseneinheit  Wasser  von  0* 
in  Dampf  von  derselben  Temperatur  und  sehr  grosser  Ver- 
dünnung bezeichnet.  Nimmt  man  an,  dass  .-  von  der  Tem- 
peratur unabhängig  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  leicht  inte- 
griren;  das  Integral  ist: 


lg;*  = 


oder 
(2) 


-il5-f  +  ''<l-rt, 


Lgp-r-.jLg(«  +  ()-'^- 


,...l 

0-^,.     ^ 


wo  das  Zeichen  Lg,  wie  oben,  den  Briggs'scbeu  Logaritbinua 
bedeutet,  C  eine  von  (  unabhängige  GrrÖsse  und 
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"  B  [dm 


a(l  -r)]  0,43429 


ist. 


Die  Summe  y  +  -r-  ist  die  specifiache  Wärme  des  hin- 
reichend Terdümiteii  Wasserdampfs  bei  constantem  Druck; 
nimmt  man  diese  den  Kegnault'schen  Versuchen  gemäss 
=  0,475  an,  und  setzt  für  -^  den  oben  angegebenen  Zahlen- 
weiih,  so  wird  die  Gleichung  für  A: 
A  =  4,726. 

Die  Gleichung  B  lässt  sich  schreiben,  wenn  man  in  ihr 
fllr  m  die  schon  oben  gebrauchte  Grösse  x  einführt  und  «  =  273 
setzt: 

IQ 


JS  =  Z>  +  21,2 


2>  =  — a 


:  +  678,9. 


Aus  der  Gleichung  (2)  kann  man  mit  Hinzuziehung  dieser 
Werthe  von  ,4  und  B  ebenso  wie  aus  der  Gleichung  (1)  fllr 
jede  der  vonRegnault  untersuchten  Schwefelsäuren  die  Dampf- 
spannung füi'  alle  Temperaturen  berechnen,  wenn  sie  für  eine 
als  bekannt  angenommen  wird,  falls  man  den  Werth  von  D 
(oder  den  von  -;-)  kennt.  Nimmt  man  iiir  eine  Schwefelsäure 
die  Spannung  bei  zwei  Temperaturen  als  bekannt  an,  so  kann 
man  aus  derselben  Gleichung  D  ermitteln.  Ich  habe  auf  solche 
"Weise  ö  berechnet  aus  den  beiden  grossesten  der  Seite  486  u,  487 
für  jede  der  9  Schwefelsäuren  angegebenen  Dampfspannungen, 
und  aus  den  9  so  erhaltenen  Werthen  das  Mittel  genommen, 
nachdem  ich  ihnen  die  Gewichte  zugetheilt  habe,  die  ihnen  zu- 
kommen, wenn  man  gleich  grosse  Fehler  in  den  Werthen  von 
(i  bei  den  verschiedenen  Säuren  als  gleich  wahrscheinlich  vor- 
aussetzt    Es  ergab  sich  so 

D  =  2859. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  von  D  habe  ich  auch  nach  der 
Gleichong  (2)  aus  der  grössten  der  Seite  486  u.  487  angegebenen 
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492            üeber  die  Si^aimuiig  des  Dauipfea 

-ou  Mischiuigen           ^^^H 

',                Spannungen   für  jed( 

S  panruLQ^^^^l 

filr  alle  Temperaturen,  bei  denen  Regnault  beobachtet  hat, 

berechnet 

In  der  folgenden  Tafel 

sind  diese 

Temperaturen  in  der     1 

ei^n  Columne  aufgeführt, 

in   der  zweiten  die 

)eobachteten 

Spannungen,   in   der 

dritten 

die   nach 

Gleichung  (1),  in  der 

der  fünften  die  nach  Gleichung  (2)  berechneten  Werthe  der-      f 

selben,   in   der   vierten  and 

sechsten  die  Differenzen  der  be- 

obachteten  und  berechneten  Werthe. 

SO" 

+  2H0. 

Temp.          beob. 

aachGL 

Diff. 

Bach  fil. 

Diff. 

8,48           0,11 

0,02 

+  0,09 

0,02 

+  0,09 

16,83          0,16 

0,04 

+  0,12 

0,04 

+  0,12 

25,09          0,17 

0,08 

+  0,09 

0,08 

+  0,09 

33,51           0,26 

0,16 

+  0,10 

0,16 

+  0,10 

41,90          0,36 

0,29 

+  0,06 

0,30 

+  0.05 

62,39           0,68 

0,62 
SO 

+  0,06 
+  3  HO. 

0,62 

+  0,06           j 

'l 

7,00          0,43 

0,23 

+  0,20 

0,24 

+  0,19 

9,75          0,47 

0,29 

+  0.18 

0,31 

+  0,16 

14,22          0,61 

0,42 

+  0,19 

0,43 

+  0,18 

18,58          0,80 

0,58 

+  0,22 

0,60 

+  0,20 

24,39           1,09 

0,89 

+  0,20 

0,91 

+  0,18 

28,74           1,38 

1,21 

+  0,17 

1,24 

+  0,14 

33,67           1,82 

1,69 

+  0,13 

1,72 

+  0,10 

38,81           2,48 

2,38 

+  0,10 

2,40 

+  0,08 

44,97           3,Ö2 

3,52 
SO' 

0,00 
+  4  HO. 

3,62 

0,00 

8,03           1,09 

0,82 

+  0,27 

0,86 

+  0,23            1 

11,73           1,32 

1.08 

+  0.24 

1,13 

+  0,19 

15,77           1.73 

1,45 

+  0,28 

1,51 

+  0,22 

14,62           1,60 

1,34 

+  0,26 
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+  0,30 

2,24 
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3,11 
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+  0,14 
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7,38 
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47,14         10,92 
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1               Tem,, 

beob. 
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I        Diff. 

DBcb  m.  2. 
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1,50 
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2,06 

^H 

13,61 

2,39 

2,38 
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2,47 

^H 

16.94 

3,05 
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^H 
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+             ^H 

21,38 

6,35 

6,20 
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+         ^m 
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7,62 
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^H 

28,39 

9,69 
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^H 
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^^H 
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^H 
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5,35 
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5,47 
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^^ 
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10,39 

+  0,03 

10.52 
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^H 
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+  0,06 
+  lOHO. 

21,42 

^H 

9,07 

5,35 
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^H             Temp. 
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13,17 

0^ 
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1                      31,04 
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L                     36,74 
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.jy 
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9,99 
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^^m 

5.80 

5.64         +0,16 

5,79 
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8,98 
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1                       17,02 
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-0,03 

^^1             25,59 
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20,24 
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^^m 

24,62 
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es  erwartet  werden  konnte,  ist  die  UebereinBtimmBnK 

^^^1       der  beobachteten  Spannungen  mit  den  nach  Gleichung  (2)  be- 

^^^P       rechneten 

grösser 

als  mit  den  nach  Gleichung  (1)  berechnetea 

^^^         Es   müsaten   die   beiden   letzteren  vollständig  übereinstinuaien. 

P                 wenn  der  mit  reine 

m  Wasser  in  Berührung  befindliche  Wasser- 

1                 dampf  als 

em  TolUtommnes  Gas  betrachten  werdei 

dürfte,  in 

1                 welchem  Falle  die  Gleichung  (2)  auch  für  diesen  Dampf  fgj^^ 

1                   mjlsste,  wenn  man 

in  ihr  S  durch  D  e 

l-setzt. 

J 
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l'eber  die  LeitnngsfÜbigkeit  des  Eisens  fBr  die  Wärme,  ^j 

Es  soll  im  Folgenden  eine  neue  Methode  auseinander  ge- 
setzt werden,  die  wir  angewandt  lialten,  um  die  Leitungsfähig- 
keit des  Eisens  für  die  Wärme,  oder  vielmehr  das  Verhältniss 
dieser  Leitmigsfähigkeit  zu  dem  Productc  aus  specifischer 
Wärme  und  Dichtigkeit  zu  bestimmen.  Die  Resultate  der 
Messungen  dieser  Grosse,  die  bisher  ausgeführt  sind,  zeigen 
gi'osse  Unterschiede;  der  Glrund  hiervon  kann  unserer  Meinung 
nach  darin  liegen,  dass  bei  den  meisten  derselben  die  Wärme- 
mengen, die  der  dem  Versuche  unterworfene  Körper  nach 
aussen  hin  abgab  oder  von  aussen  aufnahm,  nicht  in  genügender 
Weise  in  Rechnung  gezogen  sind;  mit  Hülfe  des  BegriEFs  der 
äussern  Wärmeleitungsfähigkeit,  der  zu  diesem  Zwecke 
eingeftihrt  worden  ist,  kann  derselbe  nur  unvollkommen  er- 
reicht werden.  Die  Üeberlegenheit  der  neueren,  namentlich 
der  von  P,  Neumann  angegebenen  Methoden  über  die  älteren 
beruht  vorzugsweise  dai-auf,  dass  bei  ihnen  die  Ableitung  der 
Wärme  nach  aussen  von  geringerem  Einfluss  auf  den  Werth 
ist,  der  sich  für  die  zu  bestimmende  Grösse  ergibt.  Immerhin 
findet  aber  auch  bei  ihnen  ein  solcher  Einfluss  in  erheblichem 
Maasse  statt.  Bei  der  Methode,  die  wir  angewandt  haben, 
glauben  wir  diesen  Einfiuss  noch  weiter  herabgedriickt  zu 
haben,  und  dadurch  zu  einem  zuverlässigem  Werthe  geführt 
zu  sein,  als  die  bisher  gewonnen  sind. 

Der  ideale  Fall,  den  wir  bei  unseren  Versuchen  näherunga- 
weise  zu  verwirklichen  gesucht  haben,  ist  dieser:  Das  leitende 
Medium  ist  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt  imd  hat  bis  zu 
einem  gewissen  Augenblick  überall  dieselbe  Temperatui-;  in 
diesem  Augenblick  wird  in  der  Grenzfläche  eine  andere  con- 
Btante  Temperatur  erzeugt.  Kennt  man  die  Aeuderung,  welche 
die  Temperatur  in  einem  bestimmten  Abstände  von  der  Grenz- 
fläche nach  einem  bestimmten  Zeiträume  erfalu'en  hat,  so  kann 
man  aus  dem  Verhältniss  dieser  zur  Temperaturänderung  in 
der  Grenzfläche  den  Quotienten  aus  dem  Produkte  der  speci- 
fischeu  Wärme  und  der  Dichtigkeit  in  die  LeitungsiUhigkeit 

■)  G.  Kirclihoff  u.  a.  Haiuemann.  Wied.  Ann.  Bd.  0.  187». 
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des  Mediums  nach  einer  bekannten  einikchen  Formel  be- 
rechnen. 

Wir  benutzten  eine  Eisemnasse  von  der  Gestalt  eines 
Würfels  von  140""  Seite;  eine  Kante  war  vertical  gestellt, 
lind  gegen  eine  Seitenfläche  wuixie,  nachdem  der  Würfel  län- 
gere Zeit  sich  selbst  überlassen  worden  war,  aus  einer  Brause 
ein  kräftiger  Wasserstrom  geleitet,  der  mn  einige  Grade  wärmer 
oder  kälter  war  als  der  Beobachtungsranm.  Es  war  dafür  ge- 
sorgt, dass  die  Temperatur  in  einigen  Punkten  der  geraden 
Linie,  die  in  der  Mitte  der  bespritzten  Seiteufläche  senkrecht 
auf  dieser  steht,  gemessen  werden  konnte;  zu  jedem  dieser 
Punkte  führt  nämUch  ein  verticaler,  enger  Canal,  dazu  be- 
stinunt,  die  eine  Löthstelle  einer  aus  dünnen  Drähten  von  Neu- 
silber und  Kupfer  gebildeten  Theiraokette  aufzunehmen,  deren 
andere  Löthstelle  in  einer  constanten  Temperatur  sich  befand, 
und  die  mit  einem  Spiegelgalvanometer  verbunden  werden 
konnte.  Es  war  nöthig,  an  der  Scala  des  Galvanometers  Ab- 
lesungen zu  machen,  während  der  Magnet  desselben  in  leh- 
halter  Bewegung  war;  das  wurde  ennöghcht  durch  einen  Chrono- 
graphen, mit  dessen  Hülfe  der  Beobachter  die  Zeitpunkte  mar- 
kirte,  in  denen  der  Yerticalfaden  des  Fernrohrs  durch  gewisse 
Theilstriche  ging,  deren  Zahlen  er  gleichzeitig  einem  Q-ehülfen 
dictirte. 

Mannichfaltige  Betrachtmigen  waren  nöthig,  um  die  Ver- 
schiedenheiten zwischen  der  hergestellten  Anordnung  und  dem 
vorher  bezeichneten  idealen  Falle  zu  berücksichtigen. 

Es  war  zunächst  der  Einfluss  zu  untersuchen,  den  die 
Seitenflächen  imd  die  Hinterfläche  des  Würfels  auf  die  Be- 
wegung der  Wärme  in  ihm  ausübt.  Dieser  nur  unbedeutende 
Einfluss  lässt  »ich  mit  der  nöthigen  O-enauigkeit  berechnen, 
wenn  man  auch  nm-  rohe  Näherungswertho  fiir  die  innere 
und  die  äussere  Leitungsfähigkeit  des  Eisenwürfels  zu  Hülfe 
zieht. 

Näherungsweise  wird  die  Temperatui-  der  bespritzten  Tor- 
derfläche des  Würfels  eine  constante  sein;  doch  hielten  wir 
es  für  geboten,  uns  von  der  Voraussetzung  dieser  Coustanz  un- 
abhängig zu  machen.  Wir  erreichten  das,  indem  wir  bei  jedem 
Versuch  eine  fortlaufende   Beohachtung(<reihe  über  die   Tem- 
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per&tur  in  einem  Punkte  flnstellteii,  der  nur  5,46""  von  der 
Vorderliäcije  entfernt  ist,  eine  Beobachtungsreibe,  die  fast  bis 
zu  dem  Zeitpunkte  fortgesetzt  wurde,  in  dem  die  Temperatur 
iu  einem  entferntem  Punkte  beobachtet  werden  musste.  Es 
dienten  hierbei  zwei  ganz  gleiche  Thennoketten ,  von  denen 
zuerst  die  eine,  dann  die  andere  mit  dem  Gralvanometer  in 
Verbindung  gesetzt  war.  Diese  Methode  gewährt  noch  einen 
andern  Nutzen,  Durch  die  Galvanometerbonbaclitungen  kann 
nur  ermittelt  werden  die  Temperatm'  der  in  den  Canal  des 
Würfels  eingesenkten  Löthstelle  der  Thermokette,  während  in 
den  aus  der  Theorie  der  Wärmeleitung  entwickelten  Glei- 
chungen die  Temperatur  vorkommt,  welr:be  am  Orte  der  Mitte 
des  Bodens  des  Canals  zur  selben  Zeit  stattfinden  würde,  wenn 
der  Canal  und  die  Thennokette  gar  nicht  vorhanden  wären. 
Diese  beiden  Temperaturen  sind,  gunau  genommen,  nicht  die- 
selben. Der  Felller,  den  man  begeht,  indem  man  die  eine  für 
die  andere  setzt,  verliert,  wie  zu  zeigen  versucht  werden  soll, 
seinen  Einfluss  bei  der  genannten  Versucksmetbode. 

Aus  den  Galvanometerbeobachtungen  ist  zunächst  auf  die 
elektromotorische  Kraft  der  benutzten  Thermokette  und  aus 
dieser  auf  die  Temperatur  der  eingesenkten  Löthstelle  zu 
schliessen.  Itlisst  man  die  Ablenkung  der  Gleichgewichtslage 
der  Galvanometernadel  diu-ch  Strfime  von  verschiedener  Inten- 
sität, so  ist  bei  unserm  Instrumente  diese  Intensität,  also  bei 
gleichbleibendem  Widerstände  auch  die  electromotorische  Kraft, 
proportional  mit  der  der  Ablenkung  entsprechenden  Zahl  von 
Scalentheilen ;  eine  Abweichung  von  dieser  Proportionalität 
haben  wir  bei  unserm  Galvanometer  nicht  auflinden  können. 
Will  man  die  elektromotorische  Kraft  aus  Beobachtungen  be- 
stimmen, bei  denen  die  Galvanometemadel  in  Bewegung  ist, 
flo  muss  man  zur  Differentialgleichung  der  Bewegung  der  Nadel 
zurückgehen  und  es  müssen  die  in  dieser  vorkommenden  Con- 
stanten durch  vorgängige  Versuche  bestimmt  sein,  Zu  diesen 
Constanten  gehört  die  Schwingungadauer  und  die  Dämpfiing. 
Wir  fanden  es  nöUiig,  noch  eine  Constante  einzuführen  und 
zu  bestimmen.  Die  Nadel  unseres  Galvanometers  bestand  aus 
einem  nahe  astatischen  System,  und  ehi  nicht  unerhebhcher 
Theil  der  Richtkrart  rührte  von  dem  Äufhängungsfaden  her; 
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■Mbe  9cfa  bei  den  Beob- 
edtead.  Hit  bdnediBndn 
der  ebatnc^n  Nwit- 


HaUe  der  von  Bn.  BoltsnaBii  m^erteOten  Theorie  der^ 
Es  (Bhrt  diese  eine  neoe  CoBstante  em,  die  dntdi 
Torllofige  Versuche  bestimmt  werden  mamte. 

Die  electromotfinäche  Kraft  einer  ükemokette  bei  einer 
TempeiatordiffETenz  der  Lötbätellen  von  senigen  Graden  pQegt 
als  ■pnporüaaal  mit  dieser  Temperstnrdifferenz  aogenommoi 
zn  werden.  Die  BeziebaD|;en,  welcbe  Hr.  ATenarioa  bei 
einigen  Thermotetten  zwischen  der  electromotorischen  Kraft 
und  den  Temperatoren  ihrer  Löthstellen  gefunden  bat,  zeigten 
an»  aber,  dasa  die  Annahme  jener  Froportiunalität  bei  nnseren 
MesBnngen  einen  nicht  za  vernachlässigenden  Fehler  herbei- 
fahren  konnte.  Wir  haben  daher  die  Form  des  ATenarioa'schoi 
(renetzes  für  unsere  Thermuketten  als  gültig  angenommen  und 
die  darin  vorkommenden  Constanten  dnrch  besondere  Versuche 
bestimmt,  bei  denen  die  Temperaturen  mit  Hülfe  eines  JoUy'-  | 
Kchen  LufUhermometers  gemessen  «iirden.  Nach  der  so  her- 
geleiteten Gleichung  haben  wir  dann  bei  den  Wärmeleitungs- 
versuchen  die  Temperaturdifferenz  der  Lothstellen  der  Thenno- 
ketten  aus  ihrer  electromotorischeii  Kraft  berechnet. 

Bei  diesem  kurzen  Bericht  über  den  Gang  unserer  Unter- 
Huchung  ist  ein  Punkt  uoch  zu  erwähnen.  Wir  haben  bei  der- 
selben, wie  es  bei  ähnlichen  Untersuchungeu  zu  geschehen 
pSegt,  zunächst  angenommen,  dass  die  Leitungsfähigketten  und 
das  Product  aus  specifiacher  Wärme  und  Dichtigkeit  von  der 
Temperatur  unabhängig  sind,  während  thatsächlich  diese  beiden 
Grössen  mit  der  Temperatur  sich  ändern.  Bei  Rücksicht  hier- 
auf muss  man  die  Frage  stellen,  für  welche  Temperatur 
der  Werth  der  Leitungsfähigkeit  (und  der  Werth  des  Verhäl- 
nissea  dieser  zn  dem  Product  aus  specifiacher  Wärme  und 
Dichtigkeit}  gilt,  der  ohne  diese  Eücksicht  aus  den  Beobach- 
tungen berechnet  ist.  Bei  der  von  uns  gewählten  Methode 
läHst  sich  (Uese  Frage  beantworten,  wenn  man  annimmt,  daas 
jene  beiden  Grössen  innerhalb  des  in  Betracht  kommenden 
Temperatui-intervalls  lineare  Funktionen   der  Temperatur  sind 
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und  sich  nur  wenig  ändern.  Mit  Hülfe  der  Gleichimg,  die 
sich  hierbei  ergiebt,  und  bei  Benutzung  einer  Angabe  von 
Bede  über  die  specifische  Wärme  des  Eisens  bei  verschiedenen 
Temperaturen  haben  wir  auB  unseren  Beobachtungen  abge- 
leitet, dasB  die  Leitungsfähigkeit  des  Eisens,  dividirt  tlurch  das 
Product  ans  seiner  specifischen  Wärme  und  seiner  Dichtigkeit, 
bei  der  Temperatur  & 

=  16,94 -0,034(*-  15) 
ist,  wenn  die  Temperatur  nach  Celsiiis'achen  Graden  gemessen 
wird,  und  die  Einheiten  der  Zeit  und  der  Länge  Secunde  und 
Millimeter  sind.  Dabei  muss  aber  bemerkt  werden,  dasa  dem 
Coefficienten  von  1*  nur  eine  geringe  Sicherheit  zukommt,  da 
bei  unseren  Versuchen  die  Temperatur  nur  in  engen  Grenzen 
sich  bewegte. 

Von  den  Ergebnissen  früherer  Messungen  stimmt  mit  dem 
imarigen  am  besten  das  von  H.  Weber')  gefimdene  überein,  nach 
dem  jene  Grösse  bei  der  Temperatur  von  39  "C.  =  16,97  ist. 
Grössere  Abweichungen  zeigen  die  Resultate  von  F.  Neumann 
ÄngstrÖm  und  Forbes,  soweit  wie  mit  den  unsrigen  ver- 
glichen werden  können.  Ob  verBchieilene  Eiseusorten  bedeu- 
tende Unterschiede  der  in  Hede  stehenden  Grösse  darbieten, 
müssen  spätere  Untersuchungen  zeigen.  Um  das  von  uns  be- 
nutzte Eisen  einigennassen  zu  charakterisireu,  möge  augeftihrt 
werden,  dass  es  aus  den  Eisenwerken  der  Dortmunder  Union 
heri-iihi-ender  Puddelstahl  ist,  und  dass  die  chemische  Analyse 
in  ilim  ergeben  hat: 

0,129  Procent  Kohle 
und  0,080        .,         Sihcium. 


Lit  a  die  Temperatur  eines  Körpers  im  Punkte  (j-,  j,  z) 
zur  Zeit  (,  c  das  Product  aus  der  specifischen  Wärme  in  die 

Dichtigkeit,  k  die  Leitungsfähigkeit,  so  ist: 

dk^     ati"     ökp 


a) 


'^ei ' 


ber,  Poeg.  Ann.  146.  p.  257.  1872. 
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oder,  wenn  manr 


setzt  und  c  und  h  als  constant  atuiimmt: 


(2) 


nr.  +  s?  ' 


Es  bilde  der  Körper  einen  Würfel,   dessen  Kant«u   die 
Länge  /  haben,  und  die  Gleichungen  seiner  Seitenflächen  seien: 

ar  =  0       y  =  0       z  =  U  x^l       y  =  l       z  =  1 

Es  sei  femer  bis  zum  Augenblick  ( =  0  überall  «  =  0,  und 
von  diesem  Augenblick  an  m  =  1  in  der  Flache  ;  =  0,  vrährend 
die  fünf  anderen  Seitenflächen  ihre  Wärme  gegen  eine  Um- 
gebung von  der  Temperatur  Null  ausstrahlen.  Neben  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (2)  hat  dann  u  die  1 
zu  erfüllen,  dass: 
für  (  =  0 

[für     a:  =  o|^  =  Aw, 


..         2  =  0     W    =  1,  „  i 

ist,  wo  A  eine  Constaute,  nämlich  das  Verhältnis«  der  äussern 
zu  Innern  Leitungsfähigkeit  bedeutet.  Die  Aufgabe,  diesen 
Forderungen  gemäss  u  zu  bestimmen,  lässt  nur  eine  Lösung 
zu;  man  kann  diese  finden,  indem  man  u  gleich  einer  Reihe 
setzt,  die  nach  aul'steigenden  Potenzen  von  h  fortschreiteL 
Für  den  vorHegenden  Zweck  ist  es  ausreichend,  die  beideu 
ersten  Glieder  dieser  ßeihe  zu  ermitteln.  Demnach  setze  man: 
(4)  u=Ü,,  +  h  Uy 

Die  Forderungen,   die  dann  für  f,,  sich  ergeben,  erfüllt  man, 
indem  man  f/„  als  eine  Function  der  beiden  Variaboln  r  und 
t  annimmt,  die  der  partiellen  Difl'erentialgleichung: 
5  Di  B*ü^ 


und  den  Bedingungen  genügt,  dass: 
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f  ür  <  =  0,         U^  =  0 

1    < 

dz 


für  2  =  0     U^  =  \,        für  2  =  /    ^  =  0 


(5) 


ist.    Man  setze: 

X 

Diese  Function  spielt  bei  den  hier  auszuftihrenden  Rechnungen 
eine  grosse  Rolle;  wir  haben  bei  diesen  die  von  Kramp  für 
sie  berechnete  Tabelle  benutzt 

Es  hat  U[-^^  die  Eigenschaft,  dass: 

^  =  a|^  und  für^  =  0     ü'=0, 

dt  dz*  ' 

für-2r  =  0     17=1,  für  z=oo    f7=0 

ist.    Daraus  folgt: 

oder,  wie  wir  schreiben  wollen: 

"'  -  '^(v-yi)  +  '■ 

Es  war  nöthig,  das  hierdurch  definirte  R  für   gewisse 

Werthe   der  darin  vorkommenden  Argumente  zu  berechnen. 

Indem   wir  Millimeter  und  Secunde  zu  Einheiten  der  Länge 

und  der  Zeit  nahmen,  konnten  wir  als  Näherungswerth  von 

a  16,5   wählen;   /  hatten  wir   =  140  zu  setzen.    Der  kleinste 

Werth  von  z,  der  in  Betracht  kam,  war  5,46;  für  ihn  und 
alle  Werthe  von  t,  die  ins  Auge  zu  fassen  waren,  ergab  sich 

B  verschwindend  klein;  femer  fand  sich: 

für  ^  =  44,65        ^  =  145        Ä  =  0,00067 
„       =44,65  =175  =0,00192 

„       =71,26  =145  =0,00254. 

Zur  Bestimmung  von  U^  hat  man  die  Gleichungen: 

d 
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f  ür  <  =  0  C^i  =  0, 

für:r  =  0   ^=^-0,       für;r  =  /   ^-^  ^  -  U„ 

Um  ihnen  zu  genügen,  setze  mau: 

wo  Ux  eine  Function  von  o?,  z,  t,  Uy  eine  Function  von 
y,  Zy  t  und  Ut  eine  Funktion  von  z^  t  sein  soll;  jede  dieser 
Functionen  soll  die  für  U^  aufgestellte  partielle  Differential- 
gleichung erfüllen  und  sowohl  für  ^  =  0  als  für  r  =  0  ver- 
schwinden.   Ueberdies  muss  dann  sein: 


dUu  rr  fi. ,     BUy 

I 
_j      dUy 


füry  =  0   ^^  =  U„       fttri,  =  /   '-^  ^  -  U, 


für  2  =  /  ^  =  -  t^o- 


Um  27s  zu  finden,   muss  man  zunächst  eine  Function  von  r, 
z,  t,  die  V  genannt  werden  möge,  ermitteln,  für  welche: 


dV 

dt 

fürf  =  0     F=0, 


für    ar  =  0    ^=f{z, 0,    für  ^  =  00     r=  0, 

„     ^=.0    r=o,         „  2  =  00    r=o 

ist,  wo  f{z,t)  eine  gegebene  Function  von  z  und  f  bedeutet, 
die  für  z  =  oo  verschwindet.  Die  folgende  Erwägung  lehrt 
dieses  V  kennen.    Es  ist: 
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eine  Lösung  der  in  Bede  stehenden  partiellen  Differential- 
gleichung; eine  allgemeinere  erhält  man,  wenn  man  hier  t-^i 
für  t^  z  —  z  oder  z  +  z  für  z  setzt,  den  Ausdruck,  der  dadurch 
entsteht,  mit  einer  willkürlichen  Function  von  z  und  t'  mal 
dz  dl!  multiplicirt  und  zwischen  constanten  Grenzen  nach  / 
und  l!  integrirt.  Der  Differentialgleichung  wird  daher  auch 
genügt  durch: 


''= -111'^^'''/ ('''')  jh 


»«+f«— «'>*  ««+(«+»')' 


4a{<— «0  4a{<— r) 


0   0 


da  der  Theil  von  -^,  der  infolge  davon  auftritt,  dass  die  obere 

Grenze  der  Integration  nach  t'  nicht  constant,  sondern  t  ist, 
verschwindet.  Dieses  V  erfüllt  zugleich  die  Bedingungen,  die 
für  ^  =  0,  -2  =  0,  dr=oo  und  -zr  =  oo  aufgestellt  sind;  es  genügt 
auch  der  für  a*  =  0  geltenden  Bedingung,  wie  die  folgende 
Betrachtung  zeigt.    Es  ist: 

— e 


=  4^//''''''^W^)(^)'l 


dx 

0    0 


Wenn  x  verschwindet,  so  wird  der  unter  den  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck  gleich  Null,  es  sei  denn,  dass  zu- 
gleich t'-f  und  z  —  z'  verschwinden;  für  ein  unendlich  kleines 
w  ist  daher: 


OD     +00  X-+«^ 

er ^f{z,{)  r  c xdtdz      *«« 

dx         4an  J     J       f 

0         —OD 


oder  wenn  man   die  Integration  nach  z  ausführt,  indem  man 
benutzt,  dass 


/ 


OD 


dze        =— i-- 
a    2 

0 


ist: 


dr_  f(z,f)  rxdt ^ 

dx-  2yanJ    (^'     *"'' 
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Führt  man  hier  an  Stelle  der  Integrationsrariabeln  /  eine 
neue  durch  die  Gleichung: 


1 


ein,  so  erhält  man: 


dv   f±.')  r    .    -f«" 


dx 

wie  zu  beweisen  war. 


Nun  setze  man: 
führe  statt  des  Zeichens   V  das  Zeichen   V{x)  ein,  sodass: 


e  —e 


0      0  \  **   f«*«'  /  y  j 

und  mache: 

r=  r(^)=  r(x)+  F(/-x)+  F(2/-ar)+  r{3/-ir)  +  . 
^  ^  +  F(/+.r)+  r(2/  +  ;p)+  r(3/  +  x)  +  - 

Dieses  W  gentigt  dann  der  Differentialgleichung,  der  U^  ge- 
nügen soll,  und  es  ist: 

ftir^  =  0    r=o 

für^  =  0^/  =  f^f^=V   füra.  =  /^^==-C^f-4=), 

„   ;r  =  o   ;r=o  ,     „    z  =  cx)r=o. 

Bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung   (5)  folgt  hieraus,  dass  alle 
Forderungen,  die  U^  erfüllen  soll,  erfüllt  werden  durch: 

-  r(2/+z)+  W[il  +  z)-* 

Aus  Ux  erhält  man  ?7y,  indem  man  i/  an  die  Stelle  von 
X  setzt. 

Um  t^s  zu  erhalten,  muss  man  zunächst  eine  Function  von 
z  und  tj  die  Z  oder  auch  Z(;e)  genannt  werden  möge,  auf- 
suchen, die  die  Bedingungen  erfüllt: 
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für  2:  =  0^^f{t),    für  z  =  00  Z=  0, 

wo  /  {t)  eine  gegebene  Funktion  von  t  bedeutet  Es  geschieht 
das,  wenn: 

0 
gesetzt  wird.  Der  Differentialgleichung  wird  nämlich  genügt,  da: 

—iL 

eine  Lösung  derselben  ist;  es  verschwindet  Z  für  ^  =  0  und 
für  2:  =  00;  endlich  ist: 

0  ^ 

der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  verschwindet 
für  r  =  0,  wenn  nicht  zugleich  t  —  t'  =  0  ist;  daher  ist  für  ein 
unendlich  kleines  z: 


YanJ    el 

0 

Nun  bezeichne  man  den  in  der  Gleichung  (5)  gleich  U^ 
gesetzten  Ausdruck  durch: 

mache: 
sodass: 


zi.^.-^-^ju.m^r--" 


dt'  4a;<— I') 

0 

wird;  es  ist  dann: 

Us=-Z{l--  z)  -Z(9l-z)  +  Z{5l—z)  - . 
^Z{l  +  z)  +  zlai+z)-  Z{51  +z)+. 

2 


Numerische  Rechnungen  waren  nur  auszuführen  für  d?  =s  - 


und  y  =  ö)  flir  diese  Werthe  von  x  und  y  ist: 


r  =  4  r  ^1 


^rdr^  krxi=.ifr.  ▼:    F  >    iss    #    lar  erutteln  w. 


-  =2wrj 


ein  nxid  setzt  zneleich: 


feo  hat  nuui  also: 


J^/ry,   . 


«— f* —  *—*  * 


Dieses  Doppelintegnd  ist  für'  die  Werthe  yon  t  and  i^  ftr 
die  seine  Kenntniss  nöthig  war.  durch  mechanische  Quadratur 
mit  Hülfe  graphischer  Darstellung  berechnet  F&r  z  =  5,46"" 
und  alle  Werthe  Ton  /,  die  in  Betracht  kameoi  konnte  es  gidch 
Null  gesetzt  werden,  und  es  ergab  sich: 

flir  z  =  44,65      t  =  145  l\  =  -  5^1 

=  44,65         =175  =  ^  7,77 

=  71,26         =145  =  -  5,62. 

Um  hiemach  der  Gleichung  (4)  gemäss  u  berechnen  zu 
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können,  mussten  ivir  noch  die  Grösse  k  bestinimen.  Es  möge 
hier  die  Beschreibung  der  Versuche,  durch  welche  das  ge- 
schehen ist,  angescUossen  werden. 

Es  wai'  der  Würfel  in  seiner  ganzen  Masse  nahezu  gleieli- 
mässig  über  die  Temperatur  seiner  Umgebung  envärmt.  Die 
eine  Löthstelle  einer  mit  dem  Galvanometer  verbundenen 
Thermokette  war  in  der  Nähe  desselben,  vor  seiner  Strahlung 
geschützt,  aufgestellt,  die  andere  in  einen  Canal  des  Würfels, 
der  in  seinem  Mittelpunkte  endigte,  eingeführt.  Ist  v  der 
Deberachuss  der  Temperatur  im  Punkte  (a-,  y,  2)  zur  Zeit  t  über 
die  Temperatur  der  Umgebung,  so  ist: 


„    V  =  0    ö-  =  kv,      ,,    w  =  /    5-  =  —  Ao 

„    z  =  0    ^^  =  hv,       „     z  =  l    |^  =  -Aw. 

Ist  (  so  gross,  dass  von  der  Reihe,  durch  welche  v  sich 
darstellen  lässt,  wenn  noch  der  Anfangszustand  als  gegeben 
betrachtet  wird,  nur  das  erste  Glied  berücksichtigt  zu  werden 
braucht,  so  ist  liiemach: 

=  const.  e~^"'''"lco8Xx+-T8inAj-l(cosA^+ jSiniyjIcosAr  +  -rsinAr 
WO  k  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

(8)  te'-l^l 

bedeutet.     Für  beliebige  feste  Werthe  von  x,  y,  z  ist  daher: 

(9)  "  =  const.  e  ; 

für  den  Mittelpunkt  des  Würfels,  d.h.  für  den  Punkt  r  =  y 
=  ;  =  -g,  gilt  diese  Gleichung  schon  bei  kleineren  Werthen 
von  /,  als  für  andere  Punkte,  da  für  ihn  die  Coefficienten  der 
drei  Gheder,  welche  in  jener  Reihe  auf  das  erste  folgen,  ver- 
schwinden. 

Da  bei  der  Bestimmung  von  A  eine  geringe  Genauigkeit 
ausreicht,  so  konnte  die  Galvanoraeterablenkung  in  einem  Augen- 
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blick  unmittelbar  als  Maass  für  den  entsprechenden  Werth 
von  V  dienen.  War  beobachtet,  wie  die  Ablenkung  mit  der 
Zeit  abnahm,  so  konnte  mit  Hülfe  des  schon  benutzten  NShe- 
rungswerthes  von  a  aus  (9)  A,  und  dann  aus  (8)  h  gefunden 
werden. 

Bei  einem  Versuche  dieser  Art  sank  die  Ghdvanometer- 
ablenkung  in  der  Zeit  von  165  Minuten  von  361,3  Scalen- 
theilen  auf  187,0;  und  zwar  so,  dass  in  gleichen  Zeitintenrallen 
der  Logarithmus  der  Ablenkung  sehr  nahe  um  gleich  viel  ab- 
nahm; setzt  man  wieder  a  =  16,5,  so  folgt  hieraus  X  »  0,00116, 
und  weiter,  da  /  =  140,  h  ==  0,000  094  8. 

Daraus  ergiebt  sich: 

für  ^  =  44,65,        t  =  145,        R  +  hU^==  0,00018 
=  44,65,  =175,  =0,00118 

=  71,26,  =  145,  =  0,00201 


Die  im  vorigen  Abschnitt  untersuchte ,  durch  die  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  definirte  Funktion  u  von  den  Argumenten 
x,  y,  z,  t  möge  nun  durch  u  {t)  bezeichnet  werden.    Setzt  man: 

(10)  •  "»//(O^^'^iF^, 

0 

wo  f{t)  eine  beliebige  Function  von  t  bedeutet,  so  ist  dann 


dt  ""'Vdx^'^  dy^'^ 


für  ^  =  0        i?  =  0, 

für  ar  =  0  1^  =  Ar,        für  o?  =  /  |^  =  -Äv, 

ox  ^  dx  ^ 

Um  einzasehen,  dass  der  partiellen  Differentialgleichung 
genügt  wird,  hat  man  zu  beachten,  dass  ^  für  f  =  0  ver- 
schwindet,  da  für  diesen  Werth  von  i: 
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«  =  0,  also  auch  |5  +  |!?  +  g  =  0 

ist;   und  um  zu  beweisen,   dass  v  =f{t)  für  2:  =  0  ist,  ist  zu 
benutzen,  dass  das  Integral: 

du(t) 


n?-"- 


genommen  von  ^  =  0  bis  zur  irgend  einem  positiven  Werthe 
von  tj  für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  z  gleich  1  ist. 
Nun  soll  in  Beziehung  auf /(^)   die  Annahme  gemacht 
werden,  dass: 

ist,  wo  C  eine  Constante  bedeutet  und  qp  {t)  als  unendlich  klein 
betrachtet  werden  darf.  Nach  der  im  vorigen  Abschnitt  ein- 
geführten Bezeichnung  hat  man: 


««  =  ^tfe)+«+Ä^i= 


auch  das  Glied  E  +  h  l\  soll  als  unendlich  klein  angesehen 
werden.  Substituirt  man  diese  Werthe  von  /  {t)  und  u  [t)  in 
die  Gleichung  (10),  so  erhält  man  bei  Vernachlässigung  einer 
kleinen  Grösse  höherer  Ordnung: 


j+«+A^,u/,„K/_!k|L-o) 


(11)     v  =  C\U.     ^ 

Es  möge  der  Werth  von  z  für  den  vordersten  Canal,  also 

.5,46™"*,  durch  r^,,  und  der  Werth  von  w  für  a*  =  g,  y  =  -,  r  =  r^ 

durch  Vq  bezeichnet  werden.  Für  diese  Werthe  von  Xy  y^  z 
ist,  wie  erwähnt,  R  +  hU^  als  verschwindend  zu  betrachten; 
man  hat  dalier: 


^o  =  ^^(.T^^)-^J^(^')^^^ 


dt 

Diese  Gleichung  schreibe  man: 

(12)  ^'o=Hfe)  +  V'(0. 


■  ttr  dM  W&nDe^ 


Mtd.    Bei  der  Uerdonit   gegebenen  DefinitioQ    ron  ur(()  ist 
aber: 

denn,   bezeichnet   man   die   etoe   oder  die  andere  Seite  dieser 
Ql^cbtmg  durch   K  so  ist: 

ftr  r  =  z„     V=  t)'{t).        fikr  -=  00     K=  0, 
nnd  diese  Gleichungen  bestinunen  V  eindeutig,  da  aas  ibam 
folgt,   dass,   wenn   «'  der  Unterschied  zweier  Fnuktionen  üt,  ' 
die  ihnen  genfigen,  Toraosgesetzt,  dass   tf~  nicht  00 : 

)/«'=■''  +  "//©''"■'--» 

sein   muse,   welche  Bedingung   nnr  darcb   ff"  =  0  erfüllt  wiid. 
Die  Grleichung  (11)  wird  dadurch: 


,  .10 


k 


Wäre  es  möglich,  Temperaturen  im  Inuem  des  unver- 
letzten Würfels  zu  beobachten,  so  würden  die  Gleichungen  (!2) 
und  (13)  dazu  dienen  künnen,  um  mit  Hülfe  eines  Näherungs- 
werlhes  von  «  den  genauem  Werth  dieser  Grösse  zu  berechnen. 
Eb  müsste  die  Temperatur  i>g  als  Function  der  Zeit  beobachtet 
nein;  die  Gleichung  (12)  gäbe  danu  ip(i),  nachdem  C  willkürlich, 
aber  so  gewählt  wäre,  dass  \ff{t)  klein  bleibt;  aus  der  Glei- 
chung (13)  wilre  daim,  nachdem  das  Integral  durch  mechanische 
Quadratur  bestimmt  wäre,  U  ( — ^j  zu  berechnen  und  hier- 
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aus  der  genauere  Werth  von  a  zu  ermitteln.  Nua  siud  in  den 
Würfel  aber  Canäle  gebohrt,  in  diese  sind  die  Enden  von 
Therm oketten  eingefülirt,  und  auf  die  Temperaturen  der  Löth- 
stellen  dieser  können  allein  die  Beobachtungen  sich  beziehen. 
Es  soll  zu  zeigen  versucht  werden,  dass  die  Gleichungen  (12) 
und  (13)  in  der  angegebenen  Weise  benutzt  werden  dürfen, 
auch,  wenn  man  durch  v  die  Temperaturen  dieser  Löthstellen 
bezeichnet,  gerechnet  von  der  lu'sprünglichen  Temperatui-  des 
Würfels,  Dabei  soll  aber  nur  der  Fall  ins  Auge  gefaBst 
werden,  dass  die  Seitenflächen  und  die  Hinterfläche  des  Wtir- 
fels  keinen  merkbaren  Einfiuss  auf  die  Verbreitung  der  Wärme 
in  ihm  haben,  das  sehr  kleine  Glied  R  +  h  l\  in  der  Gleichung 
(13)  also  vernachlässigt  werden  darf. 

Der  Durchmesser  eines  jeden  der  Canäle  soll  als  unend- 
lich klein  angenommen  werden;  der  Einfluss  desselben  auf  die 
Temperaturvei-theilung  in  dem  Würfel  wird  sieb  dann  nur 
auf  unendlich  kleine  Entfernungen  von  seiner  Waud  hin  er- 
strecken. Man  denke  sich  eine  Fläche  s,  die  die  Umgebung 
des  Canals  in  einer  Weite  von  dem  übrigen  Tlieile  des  Würfels 
abgrenzt,  die  klein,  aber  gross  genug  ist,  um  einen  Einiluss 
des  Canals  auf  die  Temperaturen  jenseits  derselben  auszu- 
scliliessen.  Diese  Fläche  *,  deren  grösster  Theil  als  eine  cy- 
lindrische  Fläche  von  kreisförmigem  Querschnitt  gedacht  wer- 
den möge,  ergänze  man  zu  einer  geschlossenen,  indem  man  die 
Cylinderfiäche  in  die  Luft  hin  verlängert  und  einen  Querschnitt 
(der  durch  die  Drähte  der  Thermokette  hindurchgeht)  hinzufügt. 
Man  stelle  sich  die  Aufgabe,  die  Wärmebewegung  in  dem  Sy- 
steme zu  ermitteln,  das  durch  die  so  gebildete  Fläche  vollstän- 
dig begrenzt  ist.  Die  Umgebung  des  Würfels  hat  die  Tem- 
peratur Null;  dieselbe  Temperatur  haben  die  Querschnitte  der 
Drähte  der  Thermokette,  die  zu  der  begrenzenden  Fläche  ge- 
hören, und  man  wird  annehmen  dürfen,  dass  die  ausserhalb 
des  Würfels  befindlichen  Stücke  dieser  Drähte  ihre  Wanne 
gegen  eine  Umgebung  von  derselben  Temperatur  ausstraldeu. 
Die  Elemente  der  Fläche  s  haben  diejenigen  Temperaturen, 
die  sie  zur  selben  Zeit  haben  würden,  wenn  der  Canal  nicht 
vorhanden  wäre,  Temperaturen,  die  wie  bisher,  durch  o  be- 
zeichnet werden   sollen.     Bedeutet    V  die  Temperatur  irgend 
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eines  Punktes  des  betrachteten  Systemes  zur  Zeit  (,  so  ist  V 
durch  1'  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  noch  berücksichtigt, 
daas  zur  Zeit  ( =  0  das  ganze  System  die  Temperatur  Null 
besass;  und  zwar  stellt  sich  V  dar  als  ein  über  die  Fläche  a 
und  das  Zeitiiitervall  (  zu  nehmendes  Integral,  das  sieb  be- 
zeichnen lässt  als  eine  homogene,  Ibeare  Funktion  der  Werthe, 
welche  v  in  der  Fläche  *  und  in  dem  Zeitinten-all  t  annimmt. 
Jeder  dieser  Werthe  nun  lässt  sich  nach  der  Taylor'schen 
Eeibe  so  entwickeln,  dass  das  erste  Glied  der  Werth  von  i' 
ist,  der  dem  Zeitpunkte  (  und  dem  Werthe  von  z  entspricht, 
der  für  die  Spitze  gilt,  in  die  der  Canal  ausläuft,  und  die  fol- 
genden Glieder  die  Ditferentialquotienten  dieses  Werthes  na<Ji 
t  und  z  enthalten.  Es  folgt  daraus  für  V  eine  Reihe,  die 
bezeichnet  werden  kann  als  eine  homogene,  lineare  Funktion 
von  V  und  seinen  Differentialquotient«n  nach  t  und  z.  Das 
gilt  auch,  wenn  V  auf  einen  Punkt  der  Löthfläche  bezogen 
wird;  also  auch,  wenn,  wie  es  nun  geschehen  soll,  durch  Fdie 
aus  den  Galvanometerbeobachtungeu  abzuleitende  Temperatur 
der  Löthstelle  bezeichnet  wird,  die  ein  gewisses  Mittel  aus  den 
Temperaturen  der  einzelnen  Punkte  der  Löthfläche  ist.  Die 
Coefficienten  der  einzelnen  GUeder  dieses  V  sind  ausschliesslich 
von  der  Gestalt  des  Canals  und  der  Gestalt,  Lage  und  Natur 
des  eingesenkten  Theiles  der  Thermokette  abhängig;  sie  sollen 
als  gleich  für  die  verschiedenen  benutzten  Thcrmoketten  an- 
genommen werden.  Fasst  man  den  bezeichneten  Ausdruck 
von  V  als  eine  Funktion  der  beiden  VeränderlicJien  t  imd  x 
auf,  so  bat  man : 


er 


für  / 


=  0     r'=0     und  fili'  . 


=  Go    r=o, 


ist   und  [■,   d.   h.  hei  der  in  der  Gleichung  (10)  benutzten  Be- 
zeichnungsweise : 


mit  allen  seinen  Differentialquotienten  nach  /  und  z    füi'  f  =  0 
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und  für  r=  cc  verschwinden.  Aus  diesen  Eigenaclial'ten  von  V 
folgt  aber  durch  Sclilüsse,  die  mit  denen  ganz  übei-einstimmen, 
dnrcli  welche  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  abgeleitet  sind, 
dass,  wenn  man  den  Werth  von  V  für  2  =  ^q  durch  F„  be- 
zeiclmet  und: 


'■"='''''(ife)  +  "'"i 


setzt,  indem  man  dem  Zeichen  ip{e)  eine  von  seiner  früheren 
verschiedene  Bedeutung  giebt: 


'^=^^{jh]+'l''^^'^"'- 


jzT^-oJ 


wird.  Diese  Gleicliungen  unterscheiden  sich  aber  von  den 
Gleichungen  (12)  und  (13),  abgesehen  von  dem  Fehlen  des 
Gliedes  Ii  +  hL\,  das  wir  hier  als  zu  vemachlässigen  ange- 
nommen hatten,  nm'  dadui'ch,  dass  V  und  Vg  an  die  Stelle 
von  ('  und  c,,  geti'eten  sind. 

Es  werde  nun  durch  v  die  von  der  ursprünglichen  Tem- 
peratm-  des  Würfels  an  gerechnete  Temperatur  der  in  einen 
der  Canäle  eingesenkten  Löthstelle  einer  Thermokette  be- 
zeichnet; die  Temperatur  der  zweiten  Löthstelle  sei  die  ur- 
sprüngliche des  Würl'els  und  E  die  elektromotorische  Kraft 
der  Thermokette.  Die  Galvanometerbeobachtungen  lehren  zu- 
nächst dieses  £  kennen,  aus  ihm  ist  auf  "  zu  schliessen. 
Näherungsweise  sind  o  und  E  einander  proportional;  wir  fanden 
es  aber  nöthig,  die  Äbweichimgen  von  dieser  Proportionalität 
zu  berücksichtigen  und  haben: 
(U)  ü^p{£-^E^) 

gesetzt,  wo  p  und  /i  von  it  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Bezeichnet  man  den  Wertli  von  E  für  v  =  "o  durch  E^,  oder, 
nm  seine  Abhängigkeit  von  t  anzudeuten,  duicb  E„  (t),  so  ist 
ebenso ; 

Diese  Ausdrücke  sind  für  v„  und  w  in  die  Gleichungen  (12) 
und  (13)  zu  substituii'en.  Aus  der  ersteren  dann  ip[t}  für 
alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  t  zu  berechnen,  wäre 
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IStstig;   man  kann   die  Mühe   veningeru,  indom  mau  benuQ 
■lass   /i   und   y;(()   nur   klein   sind.     Infolge  dieses  Umstaudes 
kann  man  in  dem  Gliede  p  n  EJ  {f)  der  Gleichung  (12j : 

EJt)  =  £  üi-^^ 
"^'       p      VaVnW 

setzen  und  erhält  dann  aus  ihr: 


»/'(O^P-EoW- 


-  (■ ' 


aVi^ 


Diesen  Werth  setze  man  in  die  Gleichung  (13)  und  schreibe 

C  an  Stelle  von  — ,  indem  man  diesem  Buchstaben  eine  neue 

P 
Bedeutung  giebt;  man  tindet  dann: 

E-nJE*: 


+j{Kin-cu[^-^]^,c-u-(-^y 


Auch  das  nene  C  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  will- 
kürlich gewählt  werden;  es  muss  nur  so  gewählt  werden,  dass: 


E^{()-CU(- 


2Y^I 
klein  ist. 

Die  gefundene  Gleichung  wird  zur  numerischen  Rechnung 
bequemer,  wenn  man  au  Stelle  von  ^  eine  neue  Integratioos- 
variable,   die   U  genannt  werden  möge,  durch  die  Gleichui 


-.u 


\iVaii-t>l 


emiuhli;  sie  wird  dann: 


(15) 


\3V"  I  \iVoil  ■■ 
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Bei  den  bisher  gemachten  Äuseiuanderaetzungon  ist  an- 
geiiommeu ,  dass  die  Leituugsfähigkoit  A  und  das  Product  aus 
der  Kpecifischea  Wärme  in  die  Dichtigkeit,  c,  also  auch  das 
Verhältiiiss  dieser  beiden  Grössen,  u,  constant  sind,  Thatsäch- 
lich  sind  dieselben  von  der  Temperatur  abhängig,  und  der 
auf  die  angegebene  Weise  berechnete  Werth  von  «  wird  nur 
l'ür  eine  gewisse  Temperatur  richtig  sein.  Diese  Temperatur 
soll  nun  ermittelt  werden.  Dabei  kann  statt  des  Falles,  der 
bei  den  Versuchen  verwii'klicht  war,  der  einfachere  und  mit 
diesem  sehr  uahe  übereinstimmende  ins  Auge  gefasst  werden,  ■ 
dass  für  die  Temperatur  u  die  Bedingungen  gelten,  dass: 


fUr  i  =  0 


M=0, 

für  i-  =  GO 


it.     Es  ist  dann  u  eine  Function  der  beiden  Variabein  t  undj 
,  und  die  DiÖereutialgleichuug  (1)  vereinfacht  sich  in : 


c  und  k  sind  liier  aber  Functionen  von  h;  von  diesen  soll  an- 
genommen werden,  dass: 

ist,  wo  A„,  A„  c,„  e^  Constanteu  suid,  und  zwar  k^  und  Cj  Con- 

stauten,    die   als  unendlich   klein   angesehen   werden   können. 
Dann  ist: 
(16)  a  =  a,  +  a,u, 


=.*■» 


und     J  = 


h 


Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  es  keüie  Schwierigkeiten, 
die  Function  m  mit  Rücksicht  auf  die  unendlich  kleijien  Gheder 
niedrigster  Ordnmig  zu  bestimmen.  Die  Differentialgleichung 
füi-  dieselbe  ist  dann: 


h+<',.')ä 


(».+«,») 


i"'«7 


•  
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Ihr  sowohl,  als  den  für  u  angegebenen  Grenzbedingimgen  kann 

man  durch  eine  Function  des  einen  Arguments  ^f  genügen. 
Man  setze: 

z 

dann  ist,  wenn  Sl  eine  Function  von  x  bedeutet: 

Macht  man  hier,  unter  der  Voraussetzung,  dass  u  eine  Function 
von  X  ist,  einmal  /2  =  z<,  dann  £1  =  u^,  so  wird  die  Differen- 
tialgleichung für  u: 

dx       dx^  Cq       dx         2Jto    dx^  ' 

und  die  beiden  willkürlichen  Constanten,  welche  das  allgemeine 
Integral  derselben  enthält,  sind  gerade  ausreichend,  die  beiden 
Grenzbedingungen: 

fUra?  =  0    t£  =  l,  iürx=oo    m  =  0 

zu  erftdlen. 

Vernachlässigt  man  die  mit  c^  und  k^  behafteten  Glieder^ 
so  wird  t£  =  U(x),  oder,  wie  der  Kürze  wegen  geschrieben 
werden  soll,  =  U;  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  ist  daher 
die  Differentialgleichnng  für  u: 

dx       dx*  Cq        dx  2kQ     dx* 

Das  allgemeine  Integral  derselben  ist: 

u^  A  +  BU, 
wo  A  und  B  als  Functionen  von  x  aus  den  Gleichungen: 

ax  ax 

dUdB  ^  __  Cj    d{Zn)  _  h^  ^(£5 

dx  dx  Cq       dx  2^Q     dx* 

ZU  bestimmen  sind.  Aus  diesen  folgt  bei  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (16): 

dx  Oq  Kq       dx'  dx  Oq  Jcq  dx 
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Benutzt  man,  dass: 

}^7    TT      r'^U  ,    \—U     a-tf"** 
I  xdx  c7=  — - — h  — i =^ 

0 

0 

ist  und  bestimmt  die  additiven,  willkürlichen  Constanten,  die 
Ä  und  B  enthalten,  so  dass  w  =  1  für  ;c  =  0  und  w  =  0  für 
^  =  00  wird,  so  ergiebt  sich: 

Berechnet  man  aus  einem  beobachteten  Werthe  von  u  die 
Grösse  a,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Abhängigkeit  von  der  Tem- 
peratur zu  nehmen,  so  thut  man  das  nach  der  Gleichung: 

\2yat) 

Dieselbe  lässt  sich  schreiben: 

TT    ^     /  \^^ 

oder,  wenn  man  v^  die  „mittlere"  Temperatur  nennt,  für  welche 
der  für  a  gefundene  Werth  bei  Rücksicht  auf  die  Abhängig- 
keit dieser  Grösse  von  der  Temperatur  gilt: 

M=£/' +«?/„_       d.h.     u=^  U+^  Vfn:^7=xe'"^ . 

Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  von  u  mit  dem  vorher  ab- 
geleiteten ergiebt: 

oder,  wenn  man  ^  an  Stelle  von  r^  durch  die  Gleichung: 

^1  —  ^1  -f-  ?1 

«inführt: 
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(") 


"V^ 


+  ; 


'  1/(1-1'). 


Da  in  dieser  Gleichung  nur  das  Verhältnisa  von  Cj  und 
«,  vorkommt,  so  läsat  sich  unbeschadet  ihrer  Gültigkeit  die 
Definition  dieser  Grössen  so  verallgemeinern,  dass  man  darunter 
die  Aenderungen  versteht,  die  c  und  n  in  irgend  einem  Tem- 
peratuiintervall,  z,  B.  hei  der  Erwärmung  um  1"C.  erleiden. 


Ea  soll  nun  auseinandergesetzt  werden,  wie  wir  die  am 
Galvanometer  gemachten  Beobachtungen  berechnet  haben. 

Es  sei  eine  Schliessung  aus  dorn  Galvanometer  und  einer 
Thermokette  gebildet;  f^'  sei  der  Widerstand  derselben,  £  die 
elektromotorische  Kraft  zur  Zeit  t,  s  die  zur  selben  Zeit  ge- 
machte Scalenablesung.  Nimmt  man  den  Ablenkungsmnkel 
des  Spiegels  als  unendlich  klein  an  und  sieht  ab  von  den 
Aenderungen  des  magnetischen  Meridians  und  von  der  ela- 
stischen Nachwirkung  des  Aufhängefadens,  so  hat  man: 

WO  ß,  ß,  y  Constanten  sind  und  s„  die  Scalenableaung  be- 
zeichnet, die  der  Gleichgewichtslage  des  Spiegels  fiir  den  Fall 
entspiicht,  dass  kein  Strom  durch  das  Galvanometer  fliesst. 
Schon  wegen  der  fortwährenden  Aenderungen  des  magnetischen 
Meridians  erfordert  diese  Gleichung  eine  Modification.  Die 
Gleichgewichtslage  des  Spiegels  für  den  Fall,  duss  kein  Strom 
vorhanden  ist,  ist  nicht  constant;  aber  sie  ändert  sich  der  Regel 
nach  sehr  langsam  und  für  ein  hinreichend  kleines  Zeitintervall 
proportional  mit  der  Zeit,  Ist  «u  die  ihr  entsprechende  Scalen- 
ablesung zui-  Zeit  ( =  0,  so  ist  sie  zur  Zeit  (,  wenn  t  nicht  zu 
gi-oss  ist,  «0  +  ii,  wo  6  eine  kleine  Constante  ist,  die  aber  bei 
jedem  Beobachtimgssatze  von  neuem  bestimmt  werden  muss. 
Man  hat  dann: 


''■l7:+24;  +  ' 


-  tf  = 
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Diese  Gleichiiug  verwandelt   sicli   bei  Rücksicht   aiü'  die  ela-  I 
stische   Nachwirkung  nach  der  von  Hra.  Boltzmann  aufge-   I 
ateUten  Theorie'),   wenn  man  annimmt,  dasK  längere  Zeit  vor  ' 
dem  Augenblick  /  =^  0  der  Spiegel  grossere  Ablenkungen  nicht 
erlitten  hat,  und  wenn  man  nur  massige  positive  Werthe  von 
t  ins  Auge  fasst,  in  die  folgende: 


r± 


(18) 


((.^.„)log(+J^"(.((-,r)- 


MO)), 


wo  ii  eine  neue,  kleine  Constante  bedeutet  und  j(()  für  «  , 
schrieben,  s  also  als  Functionszeichen  gebraucht  ist    Das  Glied  | 
it  stellt  dann  nicht  allein  den  Einfluss  der  Aenderungen  des  f 
magnetischen  Meridians  dai-,  sondern  zugleich  den  Einfluss  eines 
Theiles  der  elastischen  Nachwirkung,  nämlich  de^enigen,  der 
eine  Folge  von  Ablenkungen  des  Spiegels  ist,  die  lange  Zeit 
vor  dem  Augenblicke  ( =  0  stattgefunden  habi;n. 

Ist  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam,  dasa  die  mit  J 
den  Factoren  u'  und  ß  behafteten  Glieder  vernachlässigt  wer-  J 
den  können,  ao  ist  einfacher: 

(19)  J^-. -..-.(-,,{(--,,) log(+J'^°  (.(!-«•) -.(0)) 

Ist  in  dem  Intervall  von  /  =  0  bis  ^  =  /,  *  =  ä. 


wo  «j ,  «3 , . ,  nähemngswei» 
latervall  von  (  =  #„  bis  t^ 


COQstant  sind,  und  liegt  t  in  dem 
^„  +  l,  so  hat  man: 


(20)  (,_,„)l„g,  +  Jf??'(.(,_^)- 

=  (.,-.. )logI  +  (j,- 


»0) 


i)iog('-',)  +  («,-».)iog((-y  +  . 

+  (».,  +  , -..)log((-(.). 
Bei  der  endlichen  Grösse,  die  die  Ablenkungswinkel  bei  unseren  J 
Versuchen  hatten,  wird  man  von  diesen  Gleichungen  auch  Ge-  | 


')  Bolt£t 
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brauch  machen  und  die  Grössen  a.  ß,  t  und  tj  unbedenklich 
als  constant  betrachten  dürfen,  da  die  Versuche  so  angeordnet 
waren,  dasa  die  von  ihnen  abhängigen  Glieder  nui-  verhältniss- 
mässig  kleine  Werthe  hatten;  dagegen  war  zu  vermuthen,  dass 
y  sich  als  abhängig  von  der  Grösse  des  Ablenkungswinkels 
zeigen  würde.  Versuche,  die  zur  Bestimmung  dieser  Abhän- 
gigkeit angestellt  sind,  haben  aber  ergeben,  dass  auch  y  als 
constaot  betrachtet  werden  darf. 

Um  die  Ai-t,  wie  die  elastische  Nachwii-kung  in  Eechnung 
gebracht  ist,  zu  prüfen  und  den  Werth  von  i,  zu  bestimmen, 
wurde  auf  folgende  Weise  verfahren.  Der  Strom  einer  aus 
Kupfer  und  Bisendi'äbten  gebildeten  Thermokette,  deren  Lötb- 
stellen  einerseits  durch  siedendes  Wasser,  andererseits  durch 
fliessendes  Wasser  der  Wasserleitung  auf  constauten  Tempe- 
raturen erhalten  wurden,  wurde  während  einer  gewissen  Zeit 
durch  das  Galvanometer  geleitet,  und  zu  gewissen  Zeitpunkten 
vor  dem  Beginn  des  Stromes,  während  der  Daner  und  nach 
dem  Aufhören  desselben  die  Galvanometerscala  abgelesen. 
Es  wurden  acht  solcher  Beobachtungssätze  gemacht,  die  von- 
ebiander  sich  unterschieden  durch  die  Dauer  und  die  Intensität 
des  Stromes,  welcJie  durch  Einschaltung  von  Widei'ständen 
geändert  werden  konnte.  Zwischen  je  zwei  dieser  aufeinander 
folgenden  Versuche  liess  man  einen  Zeitraum  vergehen,  der 
hinreichte,  um  zu  bewirken,  dass  die  elastische  Nachwirkung, 
die  eine  Folge  des  früheren  war,  während  des  späteren  als 
eine  Uneare  Function  der  Zeit  angesehen  werden  durfte.  Bei 
den  Beobachtungen,  die  nach  Oeffnung  des  Stromkreises  aus- 
geitihrt  waren,  war  die  Bewegung  so  langsam,  dass  die  von 
den  Constanten   u   und   ß   abhängigen  Gheder  der  Gleichung 

(18)  vernachlässigt  werden  konnten;  sie  durften  daher  nach 
der  Gleichung  (19)  berechnet  werden;  es  war  femer  £=0, 
und  es  konnte  die  für  die  Gleichung  (20}  gemachte  Voraus- 
setzung als  erfüllt  angenommen,  n  =  1,  (,  =  der  Dauer  des 
Stromes,  «,  =  der  wäiu-end  desselben  gemachten  Scalenablesung 
und  Sj  =  »5  gesetzt  werden.    Hiernach  geben  die  Gleichungen 

(19)  und  (20): 
(21)  ,_s^  =  E(+,^(,^_^jlog^. 


Beispieli 

werden: 
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möge   einer    der    Beobaclitungssätze   angeführt 


t 

. 

*-*, 

.-.,-.(              V 

-300 

4B6^5 

_ 

_ 

-  60 

486,35 

0 

Strom  gescfaloasen 

«0 

853,00 

»0 

Strom  un 

terbroehen 

150 

481,40 

1,05 

1,07 

0,00735  m 

ISO 

48T.15 

0,80 

0,Ö2 

0,00753  m 

210 

487,00 

0,65 

0,88 

0,00764  »1 

240 

486,U0 

0,55 

0,5» 

0,00789  m 

270 

486,80 

0,45 

0,4» 

0,00760  m 

300 

486,75 

0,40 

0,44 

0,00776  7M 

380 

486,65 

0,30 

0,35 

0,00786  m 

4S0 

486,55 

0,20 

0,27 

0,00819  m 

600 

486,45 

0,10 

0,18 

— 

Die  erste  Columne  enthält  die  Zeit  t,  in  Secunden  aus- 
gedrückt, die  zweite  die  entsprechenden  Ablesungen  *,  bei 
denen  die  Zehntel  und  halben  Zehntel  eines  Scalentheilea  ge- 
schätzt sind.  Aus  derselben  ist  zu  entnehmen,  da?s: 
/,  =  90,  Ä„  =  486,35,  *,  —  «0  =  366. 
Die  dritte  Columne  enthält  die  Werthe  Ton  s  -  n^.  Aus  je 
zweien  ihrer  Zahlen  können  mit  Hülfe  der  Gleichung  (21)  die 
beiden  Unbekannten  t  und  ij  berechnet  werden.  Aus  der 
ersten  und  letzten  haben  wir  den  Werth  von  t  bestimmt  und 
die  aus  ihin  sich  ergebenden  Werthe  von  s  —  ä„  —  £(  in  der 
folgenden  Columne  aufgeführt.  Die  letzte  Colimine  enthält 
die  dann  aus  der  Gleichung  (21)  folgenden  Werthe  von  ;/;  m 
bedeutet  dabei  den  Modulus  der  Brigga'schen  Logaiithmen, 
d.  h.  die  Zahl  0,4343;  in  dieser  Form  sind  die  Werthe  von  »; 
angegeben,  weil -bei  den  numerischen  Eeclmungen  immer  das 
Verhältniss  ?; :  m  auftritt.  Endlich  ist  ein  Mittelwerth  von  tj 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadi'ate  unter  der  Voraus- 
setzung abgeleitet,  dass  bei  den  emzelneu  Werthe n  von  «—»(,—«( 
gleich  grosse  Fehler  gleich  wahrscheinlich  sind,  d  h.  nach 
der  FoiTuel: 


vj(r- 


■IK 
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WO   unter  den  Summenz eichen  7  den  aus  dem  entsprecht 
s  —  Sg  ^  it  berechneten  Werth  bedentet.    So  ergab  Bich: 
>,-  =  0,00755  m. 

Dio  auf  diese  Weise  aus  den  acht  Beobachttingssätzai 
abgeleiteten  Werthe  von  ji :  m  sind  in  der  folgenden  kleinen 
Tafel  zusammengestellt,  deren  Verticah-eilien  mit  der  in  Se- 
cundeu  ausgedrückten  Dauer  des  Stromes  überschrieben  sind, 
während  den  Horizontalreilien  die  durch  diese  bervorgebrachte 
Ablenkung,  also  Sj  —  s^,  vorgesetzt  ist: 


Indem  -^ 
von  r/  ans 
fanden  wir: 


ir  nach  der  Gleichung  (22)    einen  Mittelwerth 

allen     acht    Beobaclitungssätzen     berechneten, 


I 

rerth     I 


,;  =  0,007  m. 

Die  Uebereinstimmung  der  für  >i  gefundenen  Zahlen  ist  nicht 
gross;  aber  sie  ist  nicht  geringer  als  sie  erwartet  werden  durfle 
in  Bückaicht  auf  die  Kleinheit  des  Betrages,  den  die  elastische 
Nachwirkung  namentlich  nach  den  kleineren  Ablenkungen  be- 
sass.  Sie  ist  unseres  Erachtens  ausreichend,  um  zu  zeigen, 
dasa  mit  Hülfe  der  Boltzmann'schen  Theorie  bei  Galvanometer- 
beobaciitungen  die  Fehler  zum  grössten  Theile  sich  vermeiden 
lassen,  die  aus  der  Nichtbeachtung  der  elastischen  Nachwirkung 
hervorgehen  können. 

Erwähnt  werden  mögen  noch  Versuche  anderer  Art,  die 
\\'ir  zur  Prüfling  der  Theorie  und  des  für  i;  gefundenen  Zahlen- 
werthes  angestellt  haben,  Zm-  Zeit  ( =  0  wurde  ein  Magnet 
dem  Galvanometer  plötzlich  genabelt,  in  der  Stellung,  die  er 
dadurch  erhalten  hatte,  bis  zui-  Zeit  t  =  t^  gelassen  uud  dann 
wieder  an  seinen  ursprünglichen  Ort  gebracht.  Ist  M  das  in 
einer  gewissen  Eiidieit  ausgedrückte,  von  dem  Magneten  auf 
den  bewegUchen  Theil  des  Galvanometers  ausgeübte  Drehungs- 
moment  und  s^  ein  Näheningsweiih  für  s  während  der  Wir- 
kung des  Magneten,  so  ist,  wenn  t  zwischen  0  imd  ^,  liegt: 
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^/  =  s—  *j  -  ((  -  V{^,  -  s„)\ost 
und.  wenn  t  grösser  ala  t^  liegt:  ■ 

Berechnet  man  mit  Hülfe  der  letzten  Gleichung  e,  so  giebt 
die  erste  für  jeden  Werth  von  t  einen  von  M.  Aus  der 
UebereinBÜnunung  der  "Werthe,  die  so  für  M  gefunden  werden, 
ist  die  Richtigkeit  der  gemachten  Annahmen  zu  beurtLeilen. 
Bei  einem  Versuche  dieser  Art  ergaben  sich  folgende  Zahlen: 


/ 

M 

'         \        ^ 

-120 

-  60 
0 
60 
90 

499.00 

4i)9,00 

Magnet 

873,60 

874,10 

genähert 
369,85 
369,89 

120 
150 
180 
210 
270 

874,40          369,85 
874,60     1      389,80 
Magnet  entferat 
501,00    1 
500,20    '        - 

Bei  mehrfacher  Wiederholung  des  Versuches  zeigten  sich  keine 
grösseren  Differenzen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  hier  das  Drehungsmoment  eines 
Magnets  gemessen  war,  wurde  bei  den  Versuchen,  durch  welche 
die  Coustanz  der  durch  die  Gleichung  (18)  eingeführten  Grösse 
y  geprüft  werden  sollte,  das  Drehungsraoment  von  Strömen 
verschiedener  Intensität  im  Galvanometerdrahte  gemessen.  Zur 
Erzeugung  dieser  Ströme  diente  die  schon  erwähnte  Thermo- 
kette  aus  Eupfer  und  Eisen  und  ein  System  von  bekannten 
Widerständen.  Der  Widerstand  der  Thermokette,  des  Gal- 
vanometergewindes  und  der  nothweiidigen  Verbindungsdrähte 
war  =  1,13  8.-E.  gefunden  worden;  diesem  wurde  bei  den 
einzelnen  Versuchen  hinzugefügt  ein  Widerstand  von  30,  50, 
100  und  200  S.-E.  Auuh  hier  wurden  Ablesungen  nur  ge- 
macht, wenn  die  Bewegimg  des  Spiegels  so  langsiira  war,  dass 
die  mit  den  Factoren  «*  und  ß  behafteten  Gheder  der  Glei- 
chung (18)  vernachlässigt  werden  konnten,  und  auch  hier  durfte 
die  Gleichung  (20)  in  Anwendung  gebracht  werden.  Es  war 
daher  zu  setzen: 


(23)  /  -, 


f(.,-<„)log(+(.,-.,!log((-I,)+.i. 
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Die  AVerthe  der  recliteu  Seite   dieser  G-liMcliung,   die  bei 
aufeinander  folgenden  Versuchen  sich  ergaben,  waren  diese: 


S41,S4  207,64  \      105,05 

341,36  207,68  i      105,04 

341,31  207,63  105,01 

341,28  I      207,58  105.00 


Mittel  I 


207,63 


Die  VergleichuDg  der  ersten  und  letzten  der  Mittel- 
zahlen  zeigte,  dass  die  elektroiuotorische  Kraft  der  Thermo- 
kette  E  während  der  Dauer  der  Versuche  ein  wenig  gewachsen 
war.  Es  wurde  angenommen,  dass  ilire  VeräuderuDg  propor- 
tional der  Zeit  vor  sich  gegangen  wäre.  Unter  dieser  Annahme 
fanden  sich  die  Verhältnisse  der  Werthe  der  linken  Seite 
in  ßede  stehenden  Gleichung  für  die  einzelnen  Versuche; 

=  341,32 :  207,85  ;  105,10 :  52,86 :  341,57. 
Eine  Veränderliclikeit  Ton  y  ist  daher  nicht  zu  bemerken. 

Es  war  bei  diesen  Versuchen  wünschenswerth  erschienen, 
sie  in  so  kurzer  Zeit  als  möghch  auszuführen,  um  Aenderungen 
der  elektromotorischen  Kraft  der  Thermokette  und  der  Tem- 
peratur der  einzuschaltenden  Widerstände  so  weit  als  möglich 
zu  vermeiden.  Es  konnte  deshalb  der  Zeitraum  zwischen  zwrä 
aufeinander  folgenden  Versuchen  nicht  so  gross  gewählt  wer- 
den, dass  die  bei  dem  frühem  erzeugte  elastische  Nachwirkung 
bei  dem  spätem  als  eine  lineare  Function  der  Zeit  hätte  be- 
trachtet werden  diii-fen;  es  musste  daher  eine  grössere  Zahl 
von  Gliedern  hei  dem  Factor  von  j/  in  der  Gleichung  (23)  in 
Rechnung  gezogen  werden,  als  es  bei  den  Versuchen  über  die 
durch  einen  Magneten  hervorgebrachten  Ablenkungen  uötbig  ge- 
wesen war.  Die  Grösse  e  musste  für  jeden  der  Versuche  von 
neuem  bestixomt  werden.  Es  hätte  am  nächsten  gelogen,  zu 
diesem  Zwecke  zwischen  den  Ablenkungen  zweier  Ströme  von 
verscliiedener  Intensität  die  Stellung  des  Spiegels  bei  geöfEnetem 
Galvanometerkroise  zu  beobachten.  Statt  dessen  schlugen  wir 
ein  anderes  Verfahren  ein,  um  zugleich  eine  andere  Fehler- 
quelle,  die  sonst  zu  fUrcliteu  gewesen  wäi'e,    uuschädüch  zu 


hme 
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machen.  An  dem  Galvanometer  befaod  sich  ein  Umschalter, 
von  dem  ein  Messiugstück  von  erhebhcher  Länge,  das  bei  ge- 
schlossener Leitung  vom  Strome  durchfiosBen  wurde,  einen 
Theil  ausmachte.  Hatten  die  Stellen  desselben,  die  mit  den 
kupfernen  Zuleitungsdiähten  im  Contact  waren,  eine  Tempe- 
ratnrdifferenz,  so  entstand  eine  störende  elektromotorische  Kraft. 
Um  den  Einfluss  dieser  zu  eliminiren,  schalteten  wii-,  statt  den 
Galvanometerkreis  zu  öffnen,  durch  eine  Wippe  in  ihn  an  Stelle 
der  Thermo  kette  einen  Kupferdraht  von  demselben  Wider- 
stände ein  und  beobachteten  dann  die  Stellung  des  Spiegels. 
Bei  dieser  Anordnung  war  die  Veränderlichteit  der  störenden 
elektromotorischen  Kraft  nicht  mehr  zu  fiirchten  als  die  Ver- 
änderlichkeit des  magnetischen  Meridians  und  wurde  mit  dieser 
zusammen  eliminirt. 

Es  soll  nun  die  Methode  angegeben  werden,  deren  wir 
uns  bedient  haben,  um  die  in  der  Gleichung  (18)  vorkommen- 
den Oonstanten  u  und  ß  zu  bestimmen.  Es  bedurfte  diese  Be- 
stimmung nur  einer  massigen  Genauigkeit,  da  die  Wertho  von 
«  und  ß  nur  dazu  dienen  sollten,  kleine  Correctionen  zu  be- 
rechnen. Es  wurde  eine  Schliessung  gebildet  aus  dem  Gal- 
vanometerdraht und  einem  zweiten  Multiplicatorgewinde,  inner- 
halb dessen  ein  kräftiger,  etwa  200  gr  schwerer  Magnetstab  seine 
Schwingungen  ausführen  konnte,  die  ebenfalls  mit  Spiegel, 
Scala  und  Fernrohr  zu  beobachten  waren.  Einmal  erregt,  be- 
standen solche  Schwingimgen  längere  Zeit  mit  langsam  ab- 
nehmender Amplitude  fort,  nnd  der  Spiegel  des  Galvanometers 
führte  Schwingungen  von  derselben  Dauer  aus.  Diese  Dauer 
konnte  gelindert  werden  durch  Aendening  der  bifilai-en  Auf- 
hängung, mit  der  der  Magnetstab  versehen  war.  Bei  emigen 
verschiedenen  Werthen  der  Schwingungsdauer  wurden  die  Am- 
plituden des  Magneten  und  des  Galvanometers  abwechselnd  in 
gleichen,  kleinen  Zwischenräumen  beobachtet  und  das  Ver- 
hältniss  der  auf  gleiche  Zeitpünkt43  reducirten  Amplituden  be- 
rechnet. Die  folgenden  Ueberlegungen  zeigen,  wie  aus  den 
Werthen,  die  dieses  Verhältniss  bei  bekannten  Schwinguugs- 
dauem  besitzt,  u  und  ß  ermittelt  werden  konnten. 

Die  hl  Scalentheilen  ausgedrückte  Ablenkung  des  Magnet- 
stabes  &.as  seiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  kann: 
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=  c  sin  II  t 

gesetzt  werden,  wo  c  die  in  Scaleutheilen  ausgedrückte  Ampli- 
tude und: 


ist,  wenn  T  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  bedeutet. 
Die  Gleichung  der  Bewegung  des  GalvanometerspiegeU  ist 
dann,  wenn  u  die  in  Scalentheilen  ausgedrückte  Ablenkung  &ua 
der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  bezeiclinet,  N  eine  von  c 
und  n  unabhängige  Constante  ist,  und  man  absieht  von  den 
indueirten  Strömen  höherer  Ordnung: 


r;  +  2/? 


du    . 


cNn  cos  nt. 


Andererseits  ist: 


-  Aco&nt-Y  B  sin  nt, 


und   B    zwei   unbekannte    Conatanten   bedeuten. 
Differentialgleifhuug  giebt  ftir  diese  die  Bedingungen; 

B2ßn 


cNn=  A{\~ct'n') 

0=  -  ^2^71 

Setzt  man; 

^s+   ß>=  (?C 

bezeichnet  also  durch  C  das  Verbältn 

Schwingungen, 

so  folgt  hieraus: 

ä  der  Amplituden  beider 


C»  = 


{l-«'nV  +  4>' 


Hat  man  drei  Beobachtungen  von  C  fllr  verschiedene  Werthe 
von  71,  so  kann  man  aus  den  hiernach  geltenden  Grleifhungen 
N  eliininiren  und  c  und  ß  bestimmen.  Wir  hatten  eine  grössere 
Zahl  von  Beobachtungen  und  babeu  u  und  ß  so  berechnet, 
tlaea: 
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ein  Minimum  wurde,  wenn  dC  den  sich  ergebenden  Fehler 
einer  Beobachtung  bezeichnet.  Die  für  C^  abgeleitete  Glei- 
chung lässt  sich  schreiben: 


JL  -  «^    2  .   ifi*  -  2^   ,   J_  1 


Oder,  wenn 

man: 

:.r. 

5a*                        1 

setzt: 

^ 

1 

(P 

=  xn^ 

+  y  +  'h' 

Der  Fehler 

von 

1 

bei 

einer 

Beobachtung  ist  a 

1 
(P 

—  a-w' 

1             ^ 

y   „«5 

betrachtet  man  ihn  als  unendlich  klein,  so  ist  er  andererseits 
aber  auch: 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  dC 
nehmen  und  findet  dann,  dass  die  aufgestellte  Bedingung  Über- 
einstimmt mit  der,  dass: 

ein  Minimum  ist.    Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

Sind  diese  Gleichungen  nach  x,  y,  z  aufgelöst,  so  hat  man: 

Die  Messungen  ergaben  die  folgenden  zusanmiengehörigen 
Werthe  von  T  und  C: 


528        Üeber  die  LeittmgafShigkeit  des  Eisens  für   i 


r 

6^49 

3,951 

2,911 

2,319 

1,52»  Saj 

0,676 

0,688 

1,0*2 

1,042 

0,S49 

0,678 

0,899 

1,034 

1,044 

0,841 

0,672 

0,891 

1,095 

1,040 

0,828 

(i,676 

0,886 

1,037 

1,045 

0,822 

0,678 

1,033 

0,820 

0,872 

0,887 

1,034 

1,033 

0,830 

c 

0,886 

1,031 

1,039 

1,029 

o,eiB 

1,081 

0,815     ' 

0>0» 

0,S33 

0,889 

- 

- 

- 

0,828 

Mittel 

0,676 

0,889 

1,034 

1,040 

0,824     ' 

Hieraus  folgt: 

a  =  0,8228  See. 


^  =  0,5816  See. 


Berechnet  man  rückwärts  mit  diesen  Werthen  von  a  und  /9 
bei  Benutzung  des  Werthea,  den  die  Rechnung  für  A^  gegeben 
hat,  die  Werthe  von  C  für  die  einzelnen  Schwingungsdauem. 
so  findet  man: 


0,676 


1,035 


1,038 


in  guter  üebereinstimmung  mit  den  Mittelzahlen  der  Beobach- 
tungen. 

Bei  diesen  Versuchen  war  der  Widerstand  des  Galvano- 
meterkreises 2,7  S.-E,  Von  diesem  Widerstände  muss,  streng 
genommen,  der  Werth  der  Grösse  ft  abhängig  sein,  weil  ein 
Theil  derselben  von  den  Strömen  herrührt,  die  in  dem  Gal- 
vanometerkreise durch  die  Magnete  dos  Galvanometers  inducirt 
werden.  Es  wurde  der  Widerstand  auf  6,9  S,-E,  gebracht 
und  dann  fiir  einige  Schwingungsdauem  C  beobachtet.  Es 
zeigte  aicli,  daaa  die  gefundenen  Werthe  von  C  sich  in  ge- 
nügender Weise  darstellen  Hessen  durch  die  alten  Werthe  von 
B  und  ß  imd  den  Werth  von  N,  der  zu  dem  frühem  im  Ver- 
hältuiss  von  2,7:6,9  stand.  Daraus  folgt,  dass  fl  als  unab- 
hängig vom  Widerstände  des  Gialvanometerkreisea  anzusehen, 
die  in  diesem  stattfindende  Induction  also  unmerklich  ist  neben 
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G-alvanometers  und  der 


der  Induction 
LufttreibuDg. 

Zur  BerechuuDg  unserer  Versucho  über  die  Wänneleitung 
war  noch  nötbjg  die  Kenntniss  der  Beziehung  zwischen  der 
elektromotorischen  Kraft  der  benutzten  Thermoketten  und  den 
Temperaturen  ihrer  Löthstellen.  Mit  Hrn.  Avenarius')  haben 
wir  angenommen,  dass,  wenn  E  die  elektromotorische  Kraf^ 
ist,  und  &  und  if-^  die  Temperaturen  sind;  die  Jlelation: 


(24) 


E--^a(&-&^){l+bi»  +  »^)) 


besteht,  wo  n  und  ti  Constanten  bezeichnen;  es  bandelte  sich 
darum,  diese  für  eine  unserer  aus  Neusilber  und  Kupfer  zu- 
sammengesetzten Thermoketten  zu  bestimmen.  Bei  jedem  der 
hierzu  ausgeführten  Beobachtungsaätze  wurden  drei  Tempera- 
turen benutzt,  die  des  schmelzenden  Eisea,  die  der  Dämpfe 
des  siedenden  Wassers  und  eine  mittlere  Temperatur,  die  mit 
Hülfe  eines  JoÜy'schen  Luftthermometers  gemessen  wurde.  Die 
Kugel  desselben  war  mit  der  einen  Löthstelle  der  Thermokette 
in  ein  mit  Petroleum  gefülltes  Gefäss  getaucht,  das  in  einer 
grossem  "Wasaennasse  sich  befand.  Es  wurde  iliese  durch  eine 
Lampe  erwärmt,  während  das  Petroleum  durch  eine  Rührvor- 
richtung  in  Bewegung  erhalten  wurde.  Die  zweite  Löthstelle 
war  in  ein  langes  und  enges,  unten  geschlossenes  Metallröhrchen 
geführt  und  wurde  mit  diesem  abwechselnd  in  schmelzendes 
Eis  und  in  die  Dämpfe  siedenden  Wassers  gebracht.  Aus  der 
Theimokette  und  dem  Galvanometer  war  eine  Schliessung  ge- 
bildet, und  der  Widerstand  derselben  =29,1  S.-E.  gemacht, 
um  AbleiJningen  von  der  gewünschten  Grösse  zu  erhalten. 
Durcli  eine  Umschaltung  wurde  bewirkt,  dass  die  Galvano- 
met^rablenkangen  immer  dieselbe  Richtung  hatten.  Es  wurden 
diese  nach  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  berechnet.  Eine 
Beobachtungsreihe  gab  die  folgenden  Zahlen,  wenn  die  Tem- 
peraturen i9-  und  d-fi  nach  den  Graden  der  Celsius'schen  Scala 
gerechnet  werden: 


riiis,  Pngg.  Ann.  119.  p.  106.  1863.  u.  122.  p.  1&3.  ' 
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"i- 

>->. 

»i-»^ 

9-   !     ' 

330,74 

295,15 
229,96 
205,92 
229,0ä 
297.11 

48,85 
53,26 
40,74 
53,34 
46,63 
53,56 

46,85 
146,78 

48,74 
146,68 

46,63 
146,46 

4,636 
4,628 
4,625 
4,616 
4,616 

0,00133 
0,00135 
0,00186 

0,00138 
0,00138 

Mittel 

4,624 

0,00136 

Die  beiden  letzten  Columnen  enthalten  die  "Werthe,  die 
die  Öleichimg  (24)  ergibt  aus  den  Zahlen  der  ersten  und 
zweiten,  zweiten  und  dritten,  .  .  Horizontalreihe  der  früheren 
Columnen.  Zwei  ähnliche  Beobachtungsreihou ,  bei  denen  die 
mittlere  Temperatur,  die  hier  etwa  47°  C  gewesen  war,  die 
"Werthe  von   ungefähr  38"  C.  und  35"  C.  gehabt  liat,    ergaben: 


«-4,625 


b  =  0,00139 


Wir  haben  angenommen: 

-g  =  4,612 


-0,001 39. ': 


Bei  den  Versuchen  mit  dem  Eisenwürfel  war  der  Wider- 
stand der  Schliessung,  W,  ein  kleinerer  als  bei  diesen  Hülfs- 
versuchen,  nämlich  bei  Benutzung  der  mit  I  bezeichneten 
Thermokette  =3,10  S.-E.     Hier  wai-  daher:  


w 


■-  43,3. 


Fiii-  diese  Anordnung  soll  n*  =  ^    gesetzt    werden, 
darauf  hinaus  kommt,  dass  eine  gewisse  Einheit  fUi-  die  elec- 


L,  doBs  auH  den  MessuDgen  uiid  der  Tbeorie 
.  Ann.  las.  p.  213,  1884)  der  Coefficient  b 
fifr  Kupfer  und  Neusüber  sich  viel  kleiner  erglebt,  ale  er  hier  gefimden 
wurde,  nämlieL  =  0,00084.  Wahrscheinlioli  liegt  der  Grund  dieses  Unter- 
schiedea  haupIsSchlich  darin,  dass  das  Neusilber  des  Hrn,  ÄvenariuB 
ein  anderes  war  ah  das  uuarige. 
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tromotorische  Kraft    angenommen   wird.     Die  linke  Seite-  der 
Gleichung  (18)  oder  (19)  wird  dann  £,  und  zugleich  wii'd: 
a  =  43,3. 
Schreibt  man  die  (Gleichung  (24); 

80   findet   man   aus   ihr  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen 
höherer  Ordnung: 

Daraus  folgt  für  die  durch  die  Gleichung  (14)  eingeführte 
Grösse  fi,  wenn  <?■(,  die  ursprüngliche  Temperatur  des  Würfels 
und  zugleich  die  Temperatur  der  nicht  im  Waifel  befindlichen 
Löthatelle  der  Thermokette,  in  Graden  der  Celsius'scben  Scala 
ausgedrückt,  bezeicimet: 

(25) 


Für  a  und  b  sind  hier  die  eben  angegebenen  Zahlen- 
werthe  zu  setzen,  i^^  ist  bei  jedem  Versuche  zu  ennitteln. 

Es  aollen  nun  die  bei  den  Versuchen  mit  dem  Würfel 
benutzten  Vorrichtungen  nälier  beschrieben  werden. 

Wie  schon  erwälmt,  hatte  der  Würfel  eine  Kante  von 
140  mm  Länge  und  war  so  aufgestellt,  dass  eine  Kante  ver- 
tical  war.  Er  ruhte  auf  vier  dünnen  Holzklötze hen,  die  auf 
einem  Holztische  bt'festigt  waren.  Li  gleicher  Ebene  mit  der 
zu  bespritzenden,  verticalen  Vorderfläche  des  Würfels  stand 
ein  Schirm  von  Zinkblech,  in  welchem  eine  jene  Fläche  um- 
gebende, quadratische  Oeffnung  sich  befand,  die  nur  sehr  wenig 
grösser  war  als  sie.  Der  zwischen  beiden  vorhandene  Zwischen- 
raum war  mit  Wachskitt  geschlossen.  Der  Schii-ra  hatte  oben 
und  an  den  beiden  Seiten  Ränder  und  endigte  unten  in  einen 
fiachen  Trichter,  sodass  das  aus  der  Brause  gegen  die  Vorder- 
fläcbe  des  Würfels  spritzende  Wasser  abfliesseu  konnte,  ohne 
direct  die  Temperatur  der  übrigen  WUrfelflächen  zu  beein- 
flussen. 

Damit  auch  die  bei  dem  Spritzen  des  Wassers  oder  durch 
andere  Ursachen  im    Beobachtungsraum    entstehenden  Luft- 


632  lieber  die  Lt'ilungBfUiigkcit  des  EuenB  fllr  die  Wäime. 

Strömungen  so  wenig  ala  möglich  störend  einwirkten,  war  dw 
Tisch,  auf  dem  der  Würfel  sich  befand,  ganz  von  hohen  Papp- 
Hchirinen  umgeben. 

Der  Vorderfläche  des  Würfels  gegenüber,  in  einem  Ab- 
stände von  127  mm  von  derselben,  war  die  Brauae  angebracht. 
Ihre  Endfläche  bildete  ein  Quadrat  von  157  mm  Seite  und 
enthielt  264  runde  Oeffiiungen  von  etwa  0,5  mm  Durchmesser. 

Um  zu  prüfen,  ob  diese  Zahl  der  Oeffiiungen  ausreichte, 
um  der  Vorderiläche  des  Würfels  eine  in  allen  ihren  Punkten 
gleiche  Temperatur  zu  ertlieilen,  wie  die  entwickelte  Theorie 
sie  voraussetzte,  waren  drei  Versuche  schon  gemacht,  als  die 
Brause  erst  die  Hälfte  der  genannten  Zahl  von  Oeffnungen 
hatte.  Der  Werth  von  a,  der  sich  im  Mittel  aus  diesen  drei 
Versuchen  ergab,  differirte  von  demjenigen,  der  aus  drei  spä- 
teren Versuchen  folgte,  bei  denen  die  Zahl  der  Löcher  ver- 
doppelt war,  im  übrigen  aber  die  gleichen  Verhältnisse  statt- 
fanden, nur  um  0,12  Proc. 

Das  Wasser  wurde  der  Brause  aus  einem  Reservoir  la- 
geführti  welches  ans  der  städtischen  Wasserleitung  oder  mit 
erwärmten  Wasser  gefüllt  werden  konnte. 

Zwischen  der  Brause  und  dem  erwähnten,  fest  stehenden 
Zinkscliirm  war  noch  ein  bewegUcher  Schirm  aus  gleichem 
Material  vorhanden.  Dieser  konnte  durch  Verschieben  in  seiner 
Ebene  in  zwei  Stellungen  gebracht  werden;  bei  der  einen 
spritzte  das  aus  der  Brause  kommende  Wasser  durch  eine  in 
dem  Schirm  befindliche  quadratische  Oeffnung  gegen  die  Vorder- 
fläche des  EisL'nwÜrfels,  bei  der  andern  tral'  es  einen  Tbefl 
des  Schirmes  und  floss,  geleitet  durch  Zinkstreifen,  an  ihm 
hitmb  in  das  Abflussrohr  der  Wasserleitung.  Dieser  Theil  des 
Schirmes  war  gebildet  aus  drei,  in  kleinen  Ahst&aden  Ton 
einander  befestigten  Zinkplatten,  welche  mit  den  zwischenlie- 
genden Luftschichten  den  Eisenwürtcl  vor  jeder  Einwirkung 
des  aus  der  Brause  strömenden  Wassers  schützen  sollten. 
Naclidem  der  Schirm  bei  dieser  Stellung  10  bis  15  Secnnden 
die  Wasserstralilen  aufgenommen  halt«.',  wurde  er  rasch  in  die 
«uerst  erwähnte  gebracht.  Dadurch  wurde  bewirkt,  dass  das 
Bespritxen  des  Würl'els  plötzhch  begann  und  dann  mit  ^ei^- 
bleibender  Krall  und  Wasserteuiperator  geschah.     Der  A 
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blick  in  dem  es  begaim,  wurde  von  dem  Cliroiiographeu  mar- 
kirt  mit  Hülfe  eiuer  Vorrichtung,  durch  welche  bei  dem  Ver- 
schieben des  Schirmes  ein  elektrischer  Strom  momentan  ge- 
schlossen wurde.  Dieses  Verschieben  setzte  zugleich  ein  Uhr- 
werk in  Thätigkeit,  dessen  Zweck  später  angegeben  werden  soll. 

In  den  Eisenwürfel  waren,  wie  bereits  erwähnt,  drei  ver- 
ticale  Canäle  gebohrt,  die  in  der  Nähe  der  geraden  Linie  en- 
digten, die  dui'ch  den  Mittelpunkt  der  Vorderfläche  geht  imd 
auf  dieser  senkrecht  steht.  Ihr  Durclimesser  war  1,4  mm 
und  ihre  Enden  bildeten  reclitwiiklige  Kegel.  Die  Abstände 
der  Spitzen  dieser  Kegel  von  der  Vorderfläche  (also  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  i)  wurden  mit  Hülfe  eines  eigens 
hierzu  construirten  Apparates  so  genau  als  möghch  gemessen. 
Der  Haupttheil  dieses  Apparates  war  ein  mit  einem  Nonius 
versehener  Maassstab,  dessen  eine  Endfläche  den  Nullpunkt  der 
Tbeilung  bildete  und  an  die  ebene  Fläche  eines  starken  Messing- 
lineals so  angeschraubt  werden  konnte,  dass  der  Maassstab 
senkrecht  zu  dieser  Fläche  stand.  Die  Verbindungsschraube 
ging  diu'ch  einen  in  dem  Lineale  befindlichen  Sclüitz,  sodass 
der  Maassstab  längs  desselben  verschiebbai"  war.  Au  dem 
Ende  des  Lineals  wai-  ein  Querstab  angelötliet,  parallel  dem 
Maassstab  und  nngefthr  von  derselben  Länge  wie  dieser. 

Mit  diesem  Instnimente  wurde  in  der  folgenden  Weise 
verfahren.  Das  Messmglineal  war,  ohne  den  Maassatab,  an  die 
vertical  stehende  Vorder  fläche  des  Würfels  fest  angedrückt, 
sodass  der  Querstab  sich  über  den  Mündungen  der  Canäle 
befand.  Dann  wurde  eine  100  mm  lange  und  0.9  mm  dicke, 
unten  zugespitzte  Stahlnadel  in  den  zu  messenden  Canal  ge- 
senkt, oben  gegen  deTi  mit  etwas  Siegellack  überzogenen  Querstab 
so  angelegt,  dass  sie  mit  der  Spitze  aufstiess,  sonst  aber  in 
keiner  Berührung  mit  der  Wand  des  Canals  war,  und  in  dieser 
Stellung  mit  Hülfe  einer  Löthrohrflamme  an  den  Querstab  be- 
festigt. Nach  dem  Erkalten  des  Siegellacks  wurde  das  Messing- 
iineal  an  der  Fläche  des  Eisenwürfela  aufwärts  geschoben, 
sodass  die  Nadel  aus  dem  Canäle  kam,  ohne  ihre  Stellung 
gegen  das  Lineal  zu  ändern.  Nun  wurde  der  Maasstab  ange- 
schraubt, durch  Verschiebung  desselben  längs  des  Lineals  die 
Spitze  der  Nadel  dicht  an  die  Theilung  des  Nonius  gebracht, 


IMxr  fie  LötH^iaUgkdt  de*  I 


Bflr  fie  WbB«. 


intlH 


ond  der  KoniiB  so  dngestelH,  dws  sein  Kallponkt 
Nadelspitze  coinddirte.  Es  konnte  dann  der  AIhi^ifm^  der 
Spitze  ron  der  FUche  des  Uneals,  d.  h.  der  Alwtand  des 
tie&ten  Fnnktea  des  Canalä  von  der  Yorderfladie  des  WfirftlB 
an  der  TheiliiDg  des  Maasartabes  abgelesen  werden. 

Wir   fanden   so   ans   einer  grossen  Zahl  ron  Messungen, 
die  für  denselben  Canal  höchstens  um  0,15  in: 
dÜTerirteit,  fOr  den 


errten, 
==  5,46  m 


=  44,65  mm, 


dritten  Csaal 
=  71^6  mm. 


Die  beiden  Tfaermoketten,  die  wir  benatzten,  bestanden, 
wie  bereits  erwähnt,  aus  Kupfer-  und  XeusUberdraht  Die 
einzelnen  Drähte  waren  för  sich,  und  die  zu.<)ammengelÖtbeteii 
dann  noch  einmal  zusammen  mit  Seide  omspounen.  Die  aof 
diese  Weise  fest  verbundenen  Drähte  liessen  sich  noch  leicht 
in  die  Canäle  des  Eisenwörfeb  einfuhren.  Ihre  von  der  Um- 
hüllung befreiten  Enden  waren  kegeliormig  so  zugeschliffen, 
dass  sie  in  die  Endeu  der  Canäle  genau  hineiapassten.  Nach- 
dem sie  in  diese  fest  hineingedrQckt  waren,  wurden  die  Drähte 
an  der  obem  Fläche  des  Würfels  mit  Wachskitt  befestigt  ttnd 
dadurch  zugleich  die  Canäle  geschlossen. 

An  dem  ersten  Canal  befand  sich  bei  allen  Versuchen  die 
eine  Lötbstelle  der  Thermokette  I,  während  die  eine  Löth- 
stelle  der  Thermokette  n  bei  einigen  Versuchen  in  den  zweiten, 
bei  anderen  in  den  dritten  Canal  eingeführt  war.  Die  beiden 
Thennoketten  waren  im  tlbrigen  ganz  gleich,  nur  waren  ihre 
Widerstiüide  ein  wenig  verschieden.  Der  Widerstand  des  aus 
dem  Galvanometer  und  einer  der  Thermoketten  gebildeten 
Kreises  war  1,0051  mal  so  gross,  wenn  die  Thermokette  II, 
als  wenn  die  Thermokette  I  in  dem  Kreise  sich  befand. 

Die  beiden,  nicht  in  den  Würfel  eingeführten  Lüthstellen 
der  Thermoketten  befanden  sich,  mit  der  Kugel  eines  Ther- 
mometers in  Watte  eingepackt  und  zusammengebunden,  in 
einem  Kasten  mit  doppelten  Wänden,  zwischen  denen  Wasser 
war.  Die  Temperatur  im  Innern  dieses  Kastens  varürte  nn- 
gemein   langsam   und  konnte  an   der  Scala  des  Thermometers 
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abgelesen  werden,  die  durch  die  Wandungen  des  Kastens  bin- 
durchtrat.  In  demselben  Kasten  war  auch  noch  ein  Queck- 
sübercommutator  aufgestellt,  der  durch  Schnüre  von  aussen 
umgelegt  werden  konnte  und  gestattete,  nach  Willkür  die  eine 
oder  andere  Thermokette  mit  dem  Galvanometer  zu  verbinden. 
Das  Umlegen  des  Commutators  geschah  während  des  Versucha 
durch  das  oben  erwähnte  Uhrwerk,  welches  durch  das  Ver- 
schieben des  Schirmes  in  Bewegung  gesetzt  wurde. 

Das  benutzte  Galvanometer  war  ein  Siemens'sches  mit 
einem  astatischen  Paare  von  Glockenmagneten,  Knpferdämpfimg, 
Richtmagneten  und  Spiegelvorrichtung.  Die  in  Millimeter  ein- 
getheilte  Scala  befand  sich  in  einer  Entfernung  von  etwa 
2400°'"  von  dem  Spiegel 

Neben  dem  Beobachtungsfemrohre  stand  der  Chronograph. 
Derselbe  war  so  eingerichtet,  dass  bpi  dem  jedesmaligen  Hin- 
und  Hergang  eines  Secuuden pendeis  ein  elektrischer  Strom 
momentan  geschlossen  und  dadurch  ein  Stich  in  den  durch  da,9 
Uhrwerk  des  Chronographen  bewegten  Papierstreifen  gemacht 
wurde.  Das  Gleiche  geschah,  wenn  der  Beobachter  diu-ch  Ziehen 
an  einer  Schnur  den  Schirm  vor  dem  Eisenwürfel  so  verschob, 
dasB  das  aus  der  Brause  hervorströniende  Wasser  diesen  zu 
bespritzen  begann.  Ueberdies  befanden  sicli  an  dem  Chrono- 
graphen zwei  mit  Nadeln  verbundene  Knöpfe,  durch  deren 
Herabdrücken  der  Papierstreifen  rechts  und  linl«  von  der  Linie 
der  Secundenniarken  durchstochen  wurde.  Einer  dieser  Knöpfe 
diente  dazu,  die  Zeiten  zu  markireu,  die  den  einem  GehUlfen 
dictirten  Ablesungen  der  Galvanometerscale  entsprachen;  durch 
den  zweiten  wurden  dii?  Zeitpunkte  registrirt,  in  denen  die 
durch  das  erwäjmte  Uhrwerk  bewirkten  Wechsel  der  Thermo- 
ketten  atatt&,nden. 

Um  die  Beschreibung  eines  Versuchs  zu  verroliständigen, 
möge  das  folgende  Protokoll  eines  solchen  dienen: 


i 
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Versuch  18.    19.  October  1879  Abeuds  9  Uhr. 

Temperatur  im  Kasten  ö-g  =  ISil^C. 

Ablesung  bei  geöflriietem  Galvauonieterkreise  474,30 


1. 

2.                    3. 

1. 

2 

3. 

ReUtiye 

Ab-              Ab- 

Relative 

Ab- 

Ab- 

Zeit  in  See 

leaangen  |  tcnkungeii 

Zeit  in  See 

leaungen 

lenkongen 

-295 

n  oingeschaltet 

36,26 

690.0 

2U.6 

-265 

476,85     1 

41,10 

695,0 

216,6 

—245 

I  eingexchaltct 

47,56 

700,0 

221,6 

-315 

478,45     1 

55.08 

705,0 

226,6 

—115 

n  eiageachaltet 

64,78 

710,0 

231,8 

-  S5 

478.25     1           - 

77,9S 

715,0 

23fi,6 

-  65 

8T.58 

718.0 

239,6 

—  36 

478,40     1 

05,U 

720,0 

241,6 

0,00 

Schirm  gezoKcn  0,0 

103,ftö 

722,0 

243,6 

B.34 

500,0 

21,6 

113,78 

724,0 

245,6 

4,W 

520,0 

41,6 

125,82 

726,0 

247,6 

5.58 

540,0 

61.6 

13M8 

72S,0 

249.6 

672 

580,0 

si,e 

154,20 

n  eingeschaltel 

796 

580,0 

101,6 

171,16 

624,0 

146,6 

B,68 

600,0 

121,6 

173,96 

625,0 

147,6 

ll,M 

620.0 

141.6 

176,84 

626,0 

148,6 

M,a6 

640,0 

16l,(> 

179,80 

627.0 

149,7 

ie,B8 

650,0 

171,6 

182,84 

6^3,0 

150.7 

IBJO 

660.0 

181,6 

186,16 

23,52 

670,0 

191,6 

211,52 

735,0 

256,7 

23.72 

680.0 

201,6 

223,60 

736,0 

257.7 

Die  Columne  1  giebt  die  Beobachtungszeiteu  t,  gerechnet 

von  dem  Augenblicke,  in  dem  der  Würfel  von  dein  Wasser 
getroffen  wurde;  die  negativen  Werthe  derselben  sind  an  der 
Uhr  abgelesen,  die  positiven  aus  den  vom  Ohronographen  ge- 
machten Marken  abgeleitet.  Die  Columne  2  enthält  die  ent- 
sprechenden Scale nablesungen  .«,  die  Columne  3  die  Werthe 
.T  —  Äj  —  it,  die  aus  diesen  berechnet  sind  mit  Hülfe  der  Werthe 
von  «0  und  (,  die  durch  Anwendung  der  Gleichung: 


auf  die  Zeiten  —  215  und  -  35  für  die  Kette  I  und  die  Zeiten 
—  265  und  —  85  fllr  die  Kette  II  sich  ergeben.  Die  auf  die 
Thermokette  n  bezüglichen  Werthe  von  s  ~  s^^  —  tt  sind  mit 
dem  Factor  1,0051  multiphcirt,  um  sie  mit  den  auf  die  Thermo- 
kette I  bezüglichen  gleichartig  zu  machen.  Mit  Hülfe  der 
Zahlen  der  Columne  3  ist  aus  der  Gleichung  (18)  unter  der 
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Annabme  I,  =  1  die  elektromotorUcbe  Kraft  der  Theruio- 
kette  II  berechnet  l)ei  einigen  Versuchen  f ür  /  =  145,  bei  an- 
deren für  (  =  175  und  die  elektromotorische  Kraft  der  Tlienao- 
kette  I  bei  jenen  Versuchen; 

fär  /  =  5,  20,  40,  65,  90.  115,  145, 
bei  diesen  ausserdem  noch  fllr  (=175.  Dabei  wurden  fiir  die 
genannten  Zeiten  s  —  g^  —  d,  j-,  ^-■,  durch  Interpolation  er- 
mittelt und  das  den  Einflusg  der  elastischen  Nachwirkung  dar- 
stellende Glied  der  Gleichung  (18)  mit  Hälfe  der  Gleichung 
(20)  bestimmt.  Die  beiden  in  der  Gleichung  (15)  vorkommenden 
Integrale  konnten  nun  durch  niechanbche  Quadratur  berechnet 
und  aus  dieser  Gleichung  dann  der  genauere  Weith  tou  a  ge- 
funden werden. 

Nach  den  durchgeftlhrten  Betrachtungen  setzt  diese  Be- 
rechnungs weise  der  Bobacbtungen  zunächst  voraus,  dass  die 
Anfangstemperatur  des  Würfels  überall  dieselbe  und  zwar  die 
Temperatur  i?p  des  Kastens  ist.  Diese  Annahme  aber  war  that- 
sächlich  bei  keinem  der  Versuche  genau  ei-fttUt;  es  zeigte  sich 
das  an  den  kleinen  Unterschieden  der  Scalenablesungen  bei 
geöfiiietem  Galvano meterki-e Li i?  und  nach  Einschaltung  der 
einen  oder  andern  Thermokette  vor  der  Zeit  Null.  Die  Ver- 
änderung der  Temperatur  in  irgend  einem  Punkte  des  Würfels, 
die  eine  Folge  dieses  Umatandes  ist,  wird  näherungsweise  eine 
lineare  Function  der  Zeit  und  zwar  dieselbe  Function  Uli- 
positive,  wie  für  negative  Werthe  der  Zeit  sein.  Ist  das  rich- 
te, so  wird  durch  die  Art,  wie  die  Grössen  s^  und  £  für  jede 
Thermokette  eingeführt  und  berechnet  sind,  der  Fehler  eti- 
minirt,   den  sonst  der  genannte  Umstand  herbeifÜlu"en  wüi'de. 

In  der  angegebenen  Weise  haben  wir  24  Versuche  mit 
demselben  Eiaenwürfel  ausgefilhrt  luid  berechnet.  Die  folgende 
Zusammenstellung  giebt  in  der  ,,a  beobachtet"  überschriebenen 
Columne  die  Resultate  derselben  an: 
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4 

5 ::: 

19,3 

12,9 

18,0 

16,95 

18.91 

+0,04 

5 

W.l 

18,84 

-0,13 

6 

!  Jl  1    !     16,3 

10,5 

ia,3 

18,93 

n.oo 

-0,07 

7 

E 

15,6 

21,5 

1S.6 

16,77 

16,82 

-0,05 

S 

B 

14,7 

20,0 

17,4 

16,90 

16,86 

+  0,0* 

9 

i» 

16,9 

16,88 

16,82 

10 

18,2 

2i:o 

18,7 

16,78 

18,82 

-o;o8 

11 

17,9 

80,2 

16,70 

16,77 

-0,07 

12 

H    « 

17,3 

21,9 

19,7 

16,76 

16,78 

-0,02 

13 

i 

18,3 

13,1 

15,5 

16,94 

18,92 

+  0,02 

14 

n,2 

12,9 

14,9 

ie,se 

16,94 

+0,03 

15 

»U 

17,2 

14,8 

16,95 

+  0,12 

IG 

n,2 

12,5 

14,7 

16,80 

16,95 

-0,15 

17 

n,4 

12,2 

14,6 

16,89 

16,95 

-0,06 

18 

«    ■« 

16,0 

12,1 

14,9 

17,04 

16,94 

+0,10 

19 

s 

16,8 

11,3 

14,6 

16,95 

18,95 

0,00 

20 

17,3 

11,5 

15,0 

16,96 

18,94 

+  0,01 

21 

A'^ 

16,4 

11,1 

MS 

n,oo 

16,96 

+  0,04 

22 

16.0 

10,4 

13,8 

16,91 

16,98 

-0,01 

23 

11  1     ■    ie,e 

11,1 

17.02 

16,96 

+  0,06 

24 

16,2 

10,2 

13,8 

16,96 

16,98 

-0,02 

Nimmt  man  ilUcksicht  auf  die  Abhängigkeit  der  Grösse 
a  von  der  Temperatur,  so  musa  man  bei  dem  aus  jedem  der 
Versuche  gefundenen  Werttie  von  n  fragen,  ffli"  welche  Tem- 
peratur er  gilt  Diese  Temperatur  in  Graden  der  hundert- 
theiügen  Scala  ausgedrückt,  ist  durch  &  bezeichnet.  Sie  ist 
gefunden  mit  Hülfe  der  Gleichung  (17).  Ist  &^  die  Anfanga- 
temperatur  des  Würfels,  &,  die  Temperatur,  die  die  Vorder- 
tläche  desselben  durch  das  Bespritzen  erhiUt,  so  ist: 
(26)  *  =  «?o  +  ««  (*i  -  "*<>)■ 

Genau  genug  wäre  es  gewesen,  dieses  i9-„  der  unmittelbar  be- 
obachteten Temperatur  des  Kastens  gleich  zu  setzen;  bei  den 
angegebenen  Werthen  ist  indessen  die  kleine  Correcüon  an- 
gebracht, die  sich  aus  der  Scaleuablesung  bei  geöffiietem  Gial- 
vanometerkreise  und  dem  Mittel  der  Scalenableaungen  berechnen 
lässt,  die  bei  Einschaltung  der  einen  oder  der  andern  Thenuo- 
kette  vor  der  Zeit  0  gewonnen  sind,    d-^  —  *„  und  daraus  &i 
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lieaa  sich  berechnen  aus  der  in  der  Gleichung  (15)  vorkom- 
menden Grösse  C,     Wir  setzten  nun: 


(27) 


"  =  "11  +  «,  (*  -  1») 

.-»„+.,(* -15), 
indem  wir  also  durch  «k  und  Cj^  die  Werthe  von  a  und  c  bei 
der  Temperatur  von  15"  C.  hezeichnetfin  und  den  Zeichen  o, 
und  C|    die  Bedeutung  liessen,  die  sie  in  der  Gleichung  (17) 
haben. 

In  dieser  Gleichung  darf  man  c^  =  c,j  und  iHr  n„  irgend 
einen  Näherungswerth  von  a  setzen.  Aus  der  Angabe  von 
Bede')  über  die  Aenderungen  der  specifischen  Wärme  des 
Eisene  mit  der  Temperatur  ergiebt  sich: 

^  =  0,00129 . 

Durch  Benutzung  dieses  Zahlenwerthes  werden  alle  GröBsen, 
die  in  dem  Ausdrucke  für  u„  in  Gleichung  (17)  vorkommen, 
bis  auf  a^  bekannt,  und  die  Gleichung: 

«  =  a,j  +  «,  (OB  - 15)  +  «1 "-  («^1  -  ^n). 
die  aus  (26)  und  (27)  folgt,  ist  eine  Gleichung,  und  zwar  eine 
lineare  Gleichung,  zwischen  den  beiden  Unbekannten  a^g  und 
a^.  Ein  jeder  Versuch  giebt  eine  solche  Gleichung.  Aas  allen 
diesen  Gleichungen  haben  wir  Oj,  und  «j  so  berechnet,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  der  beobachteten  Werthe 
von  a  ein  Minimum  ist.     So  ergab  sich: 

a„  =  16,94  «1  =  -  0,034. 

Mit  Hülfe  dieser  Zahlen  sind  die  Werthe  von  &  aus  (26) 
und  dann  die  von  «  aus  (27)  berechnet. 


'J  Böde,  Fortschritte  der  Phjsik,  p.  379.  1855. 
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Ueber  den  Einllass  der  Wärmeteitang  in  einem  Qna^l 
nnf  die  Schal  Ibewegnng.') 

Bei  Beinen  schönen  Versuclien  über  die  Schallgescliwindig- 
keit  der  Luft  in  Bohren  hat  Hr.  Kundt*)  experimentell  nacli- 
gewiesen,  dass  die  Schallgescliwindigkeit  in  engen  Höhren  um 
so  kleiner  ist,  je  enger  die  Itöhre  und  je  tiefer  der  Ton.  Helm- 
holtz')  hatte  theoretisch  die  Sclmllbewegung  in  einer  cylind- 
riachen  Röhre  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  untersucht  und 
eine  Formel  füi'  die  Schallgeschwindigkeit  abgeleitet,  die  in 
sofern  mit  den  Resultaten  jeuer  Versuche  übereinstimmt,  als 
auch  nach  ihr  die  Geschwindigkeit  kleiner  wird,  weim  der 
Radius  der  Röhre,  und  wenn  die  SAwingungszahl  des  Tones 
abnimmt.  Hi'.  Kundt  hat  aber  gezeigt,  dass  die  Werthe  der 
Geschwindigkeit,  die  er  bei  seinen  engeren  Röhren  beobachtet 
hat,  sehr  viel  kleiner  als  diejenigen  sind,  die  die  Helmboltz* 
sehe  Formel  giebt.  Er  schliesst  daraus,  dass  die  Reibung  zur 
Erklärung  der  von  ihm  beobachteten  Eracheiuungen  nicht  ge- 
nügt, und  spricht  die  Vermuthung  aus,  dass  ein  Wärmeaus- 
tausch zwischen  der  Luft,  die  den  Schall  fortpflanzt,  und  der 
Wand  der  umschliessenden  Röhre  die  wesentlichste  Ursache 
derselben  sei.  Die  Wärmeleitung  der  Luft,  die  einen  solchen 
Wärmetausch  vermitteln  muss,  hängt  nun  nach  der  neueren 
Gastheorie  innig  mit  der  Reibmig  zusammen,  so,  dass  bei  einer 
Bewegimg  eines  Gases,  bei  der  Temperaturänderungen  vor- 
kommen, die  nicht  zu  vernachlässigen  sind,  der  Einflusa  der 
Wärmeleitung  mindesteng  von  derselben  Ordnung  sein  musa 
wie  der  Einfluss  der  Reibung.  Um  so  näher  liegt  es  zu  unter- 
suchen, ob  bei  Bücksicht  auf  die  Wärmeleitung  die  von  Hrn. 
Kundt  beobachteten  Thataachen  vollständiger  theoretisch  sich 
erklären  lassen,  als  ohne  diese. 


')  Pogg.  Anu.  Bd.  134.  im». 
*)  Monatsberii'ht  der  BltL  Ak.  19.  Dec,  1867. 
*)  Vorhttndlungcn  des  natur-hUtorisch-mcdicinischen 
berg  vom  JaW  1S63,  Bd.  III,  S.  IG. 
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1  Gase  auf  die  Schtillbcw^gimg. 


Sind  V,  V,  w!  die  unendlich  kleinen  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit und  ist  g  die  Dichtigkeit  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte 

{j-,  jf,  z),  80  ist  zunächst: 

^  dt   ^  dx^  By^   dl        "■ 
Ist  p  der  Druck  und  sind  (t  und  n"  zwei  von  der  Reibung 
abhängige  Constanten,  so  ist  weiter: 


k 


=  ^'z(« 


^  üSa' 


=  y.-Ju 


"  ^  5'p 
„  i_  _d_Y 


j/'  = 


S'J?-   ,   ö'J^   ,   Ö'-F 


Zu  diesen  vier  Gleichungen  ist  noch  eine  fünfte  hinzuzn- 
fiigen.     Vernachlässigt  man  die  Wärmeleitung,  so  ist  diese: 

cqdf  —  c'pdQ  =  0, 
WO  c  die  Bpecifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Vo- 
lumen, c  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  be- 
zeichnet. Berücksichtigt  man  die  Wärmeleitung,  so  tritt  an 
ihre  Stelle  eine  complicirtere.  Um  diese  abzuleiten,  bezeichne 
man  durch  p^  und  q^  Dmck  und  Dichtigkeit  f[ir  den  Zustand 
der  Ruhe,  durch  i?  die  Temperatur,  gerechnet  von  der  Tem- 
peratur, die  bei  der  Ruhe  stattfindet,  durch  a  den  Äosdeh- 
nungscoefficienteu  des  Gases,  so  dass: 

9      9- 
Wird  bei  einem  Gasquantum,  dessen  Masse  M  ist,  der  Druck 
um  dp  und  zugleich  die  Dichtigkeit  um  dg  vermehrt,  so  mus» 
ihm  eine  "Wärmemenge  rfW  zugeführt  werden,   die  durch  die 
Gleichung: 

dV'^Pdp^  Rdp 
bestimmt  ist,  wo 
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Das  gedachte  QasquaDtum  sei  nun  dagenige,  das  zur  Zeit  t 
sich  in  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedum  befindet,  dessen 
einer  Eckpunkt  der  Punkt  {jt,  y,  z)  ist,  dessen  Ejmten  den  Coor- 
dinatenaxen  parallel  sind  und  die  Längen  dx,  dy,  dz  haben. 
In  dem  Zeitelemente  dt  wird  diesem  durch  Leitung  eine 
Wärmemenge  zugeführt,  die,  wenn  k  die  Wärmeleitungsfähigkeit 
des  Guses  bedeutet, 

s=z  k  dx  dy  dz  jdt  J  & 

ist;  bei  Bücksicht  darauf  dass  u,  Vj  w  unendlich  klein  sind, 
folgt  hieraus,  dass  dieser  Ausdruck: 

sein  muss,  wenn  bei  der  Bildung  der  Werthe  von  F  und  R 

Msss  Q  dx  dy  dz 

gesetzt  wird.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  q  unendlich  wenig 
Ton  Qq  yerschieden  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus: 


*^*="4('^S7-^> 


dt 


In  dieser,  so  wie  in  den  früher  aufgestellten  Gleichungen  soll 
p  mittels  der  Gleichung 

dp=^^dg  +  apQ  dtf 

eliminirt  und  gesetzt  werden: 

g^Q^il  +  a) 

ac 

?-•  =  *«, 

^0 
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irötei  dann  a  die  FortpflaiizungsgescLwindigkeit  bezeichnet,  die 
der  Scliall  haben  wüi-de,  wenn  die  Beibuag  und  die  Wärme- 
leitung  keinen  Eintluss  ausübte,  und  h  die  Schallgeachwindig- 
keit,  die  stattfinden  würde,  wenn  überdies  keine  Temperatur- 
änderungen in  Folge  der  Aenderungen  der  Dichtigkeit  ein- 
träten. Die  fUuf  Differentialgleichungen  nehmen  dann  die  folgende 
Form  an: 


^ 

+  i  +  4  + 

S=° 

n 

+  "ll  +  («' 

-<- 

p.'A 

r, 

+  »'li  +  l"' 

-<r 

u'A 

dl 

+  «'|^  +  (»' 

-<- 

^■A 

Von  den  drei  Constanten  ^',  fi",  )',  die  hier  auftreten,  ist  bis- 
her nur  die  erste  experimentell  bestimmt,  welche  allein  bei 
solchen  Bewegungen  von  Einfluss  ist,  bei  denen  die  Aende- 
rungen der  Dichtigkeit  vernachlässigt  werden  können.  Nach 
Meyer')  ist  für  atmosphärische  Luft  bei  der  Temperatur 
von  etwa  20"  C.  und  dem  Drucke  einer  Atmosphäre,  wenn 
man  eine  Secunde  als  Zeiteinheit  annimmt, 
1/^=  4,88  mm. 
Nach  der  Theorie  von  Stokes*)  ist 

Dieselbe  Relation  besteht  nach  der  Theorie  vonMaxwelP); 

nach  dieser  ist  weiter,  wemi  man  die  Grasmolecüle  als  materielle 
Pimkte  betrachtet, 

und  II,  und  ft"  und  v  sind  dem  Drucke  umgekelirt  und  dem 
Quadrate  der  absoluten  Temperatur  dii'ect  proportinal.  Der 
Werth  von  v  ist  aber  vielleicht  erheblich  grösser,  als  er  nach 

')  Pogg.  Ann.  Bil.  I2&.  S.  572  und  S.  B99. 

')  Cambridge  Fhil.   Tram.  vol.   VIII.  p.  297  (18i5.) 

')  London  Fhil.  Tram.  vol.  157  pari  I,  p.  49  (1867) 
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1  Einfluss  i)«r  n'armcleituiig 


der  Theorie  von  Maxwell  sein  sollte,  da  diese  aof 
Wärmestralilutig  keine  Rücksicht  nimmt  und  die  Strahlung  die 
WärmeleitoDg  Tergrösaert  ohne  ihr  Gesetz  zu  ändern,  wenn  maa 
annehmen  darf,  dass  die  Wärmestrahlen.  die  die  Gastbeilch^L 
aussenden,  in  unendticb  kleinen  Strecken  vollständig  absorbirt: 
werden. 

2.  ' 

Die  aa^eetelltea  Qteichnngen  sollen  jetzt  unter  der  Vor» 
aussetzuug  weiter  entwickelt  werden,  dass  die  unbekannten 
Funktionen  u,  o,  w,  er,  ß  den  Faktor 


enthalten,  im  X.'ebrigen  aber  von  t  unabhängig  sind,  wo  h  eine 
Constante  bedeutet,  die  später  imaginär  angenommen  werden 
wird.  Bezeichnet  man  die  Funktionen  von  s,  y,  :,  die  durch 
Abtrennung  des  genannten  Faktors  aus  h,  v,  w,  c,  9  entstehen, , 
jetzt  mit  denselben  Zeichen,  so  erhält  man: 


£  +  §  +  81  +  *»  = 

0 

hu  ~i^  Jh- 

dP 

-17 

ht-i,.äv  - 

SP 

^«7 

4.»-p-^»- 

SP 

'87 

/>=(*'  +  *(.") 

+  («•- 

S")« 

»  =  fl-|-^fl 

Durch  Benutzung    der    letzten 

dieser 

>leichun 

vorletzte: 

/"-(n'  +  Zirtö- 

f(*'  + 

hu)Jd 

und  die  erste: 

bei  EUcksicbt  hierauf  erhält  man  aus  den  drei  übrigen,  wenn 
man  sie  nach  j;  y,  z  differentürt  und  addirt: 
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Eine  Lösung  dieser  Qleichung  für  d  findet  man,  indem  man 
Aj  und  ^2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

nennt,  zwei  Funktionen  Q^  und  Qj  ^^  ^^^  Gleichungen: 

^   «2  =  ^  «2 

bestimmt,  und 

setzt,  wo  u^^  und  A^  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Für  diesen  Werth  von  d  erhält  man  partikuläre  Lösungen 
der  zweiten,  dritten  und  vierten  unserer  Gleichimgen,  indem 
man  u,  r,  w  den  nach  a:^  y,  z  genommenen  Differentialquotienten 
von: 

A  Ql  +  ^2  «2 

gleichsetzt  und  die  Constanten  B^  und  B^  passend  bestimmt^ 
wobei  sich  ergiebt: 

Allgemeinere  Lösungen  derselben  Gleichungen  bekommt 
man,  indem  man  zu  den  gefundenen  hinzufügt  Functionen 
m',  V,  w,  die  den  Gleichungen: 

Au  ==  -u 


A     f  h       f 

/JV     =    -iV 


A      f  ^     J 


A 
Ä 


genügen.    Dadurch  wird: 


117  =  M?    +   ^1     ö«     +  ^2  -ö7' 
Klrobhoff,  Qetammdte  Abh»ndlaiig«n.  85 
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V 

WO  fiir  B,  und  JSj  die  eben  angegebenen  Werthe  zu  seta*i^^l 
Bind. 

Substituirt  man  diese  Äuadiilcke  Bh-  u,  v,  w  in  die  ange- 
gebene  ümformimg   der   ersten   der  vorgelegten  Gleichungen, 
90  ergiebt  sich  zwischen  k',  v',  w'  noch  die  Bedingung 

^m             y^^z^'ü-o. 

Die  gewonnenen  Resultate  sollen  nun  zunächst  auf  den  Fall 
ebener  Wellen  angewandt  werden,  die  im  unbegrenzten  Luft- 
räume in  der  Richtung  der  positiven  x-Axe  foi-tschieiten.    Man 
setze: 

«■  =  0  und  m  =  0 

und   nehme  u',  Q,   und    Q^   ak  unabhängig  von 
Dana  musa  u'  den  beiden  G-leichungen: 

g  und 

z  an.         1 

genügen,  aus  denen  folgt.: 

«'  =  0. 

Die  Gleichungen  ftir  Q,  und  Q,  werden: 

■S-  =  ^«, 

■ 

■ 

Hiernach  kann  man  setzen: 

1 

«,  =  «-"^ 

1 

W^ 

Q,  =<:-"'. 

WO    die  Vorzeichen  der  Wm'zelgrÖssen    so 
dass  die  reellen  Theile    derselben  positiv 
Qi  und  Qj  in  der  Unendlichkeit  unendlich 
wird  daher: 

sind, 

gross 

wählen 
damit 
wei-den 

sind, 

nicht 

Es 

J 

2  auf  die  Schal Ibeweguug. 


r  +  ^.Ai^- 


Die  Grössen  A,  und  A^  bestimmen  sich,  venn  iüv  « 


gogebeu  siüd,  aus  den  Gleicliimgen 

«„  =  /(,  +  A,. 

Aus  der  qimdi'atiäclien  Gleichung,  deren  Wurzeln  i,  und 
Ag  sind,  folgt  uuu 


-  +  i 


^1 


bezeichnet  man  fi,  fi"  und  r  ab  unendlich  kleine  Gröasen 
erster  Ordnung,  so  musa  hiertiach  eine  von  den  Grössen 
und  -  auch  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  die  an- 
dere endlich  sein;  es  sei  X,  die  endliche,  X^  die  unendlich 
grosse  Wurzel.  Aus  den  für  A^  und  A.^  auigestellten  Glei- 
chuugen  ergiebt  sich  dann,  dass  diese  Grössen  endlich  sind, 
■wenn  u^  und  9^  als  endlich  bezeichnet  werden,  und  weiter,  dass 
das  zweite  Glied  iu  dem  Ausdrucke  von  u  für  *  =  0  unend- 
lich klein  von  der  Ordnung  vou 


Vi, 
für  ein  endliches  x  aber  unendlich  klein  vou  der  Ordnung  v 


ist.     Bei  Vernacbläasiguog   uueudlich  kleiner  Grösseu  höherer 
Ordnung  hat  man  daher  für  ein  endliches  x: 

..-A,yr.i}_-,y-^. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Bildung  des  Werthes   von  i,   nur 
die  unendlich  kleinen  Grössen  idedrigster  Ordnung,  so  findet  man 


Ueber  den  EinfluM  der  WJLnueleittuig 


Vh-±{ 
oder,  wenn  man 


1-**"+»'    1- 


setzt,  wo  i=y  —  1  ist  und  n  die  Scliwingungszahl  i 
bedeutet, 


»ind  restituirt  in  dem  Ausdrucke  von  u  den  von  der  Zeit  i 
hängigen  FaJdor,  so  hat  man  hiemacb 

„_c., —■■+=■•{'-!>, 

wo  C  eine  neue  Constante  bedeutet.  Fügt  man  zu  diesem 
Ausdruclte  von  u  denjenigen,  der  aus  jlun  entsteht,  wenn  man 
—  i  für  i  setzt  und  die  muJtiplicative  Constante  verändert,  so 
erhält  man 


Dsin2  nti 


-—]  +  Ecos2  7tn[t  - 


wo  D  und  E  swei  reelle  Constanten  bezeichnen  aollen. 

Man  sieht,  dass  die  Grösse  m'  die  Abnahme  bedingt,  die 
die  Amplitude  der  Schwingungen  bei  dem  Fortschreiten  dieser 
erfährt;  die  FortpÜanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  zeigt 
sich  durch  die  Reibung  und  die  Wärmeleitung  nicht  geändert, 
Streng  genommen  erleidet  auch  diese  eine  Aenderutig '),  aber 
eine,  die  vou  der  Ordnung  der  Quadrate  der  Grössen  fi',  fi", 
V  ist;  man  findet  dieselbe,  wenn  man  bei  der  Entwickelung  von 
V^  die  Grössen  dieser  Ordnung  beibehält 

In  ganz  ähiJicher  Weise,  wie  ebene  Wellen,  lassen  sich 
kugeliormige  Wellen  der  Rechnung  unterwerfen.  Man  setze: 
z^  +  g^  +  z^^r' 

und  nehme  «',  Q,  und  Q.^  als  Functionen  von  r  an.     Die  vier 
1)  TergL  Stefan,  Sitmngebericht«  der  Wiener  Ak.  Bd.  d4,  S.  2ä9  (1S66). 


in  einem  Grase  auf  die  Schallbewegmig.  549 

Differentialgleicbimgen,  denen  Uy  v\  w'  genügen  sollen,  geben 
dann  die  zwei: 

rfr*        r  dr        pL 

r^+3.'     =0, 

aus  denen  folgt: 

/  =  0. 

Die  Grleicbungen  für  Q^  und  Q,  werden 

dr*    '^  r  dr    "  ^  ^i 

woraus  sich  ergiebt 

WO  den  Wurzelgrössen  das  Yorzeicben  gegeben  werden  muss, 
bei  dem  ihre  reellen  Theile  positiv  sind,  wenn  die  Bewegung 
in  der  Unendlichkeit  nicht  unendlich  gross  werden  solL  Eis 
wird  daher: 

df  V  ff 


r  '  r  '  r 

d  \   .   (h 

8 


=  -i|4fe-.)i«-"^+^(i-')7'-'^l 


6.       ^,l.-""^+4i..-"^. 

Die  Grössen  A^  und  A^  werden  bestimmt^  wenn  s  und  6  f&r 
einen  Werth  von  r  gegeben  sind;  fftr  jeden  um  etwas  End- 
liches grösseren  Werth  von  r  verlieren  die  mit  A^  behafteten 
Glieder  ihren  Einfluss,  da  X^  unendlich  gross  ist,  und  man 
erhält  auf  einem  Wege,  der  dem  bei  der  Untersuchung  ebener 
Wellen  eingeschlagenen  ganz  gleich  ist^ 


D^innit"  ~j  +iS'cos2^nf^— -jjj, 
wo  m'  denselben  Werth,  wie  oben,  hat 


8  =    —  2-tf~"*''' 

dr  r 


Uebei  den  Einfla.'«  der  Wärmeleitimg 


Eb  8oU  jetzt  angeDommeii  werden,  dass  die  betrachtete 
Luftmas&e  in  einer  cj'lindrischen  Bölire  von  kreisförmigem 
Qaerscbnitt  entbalten  ist;  die  Bewegang  sei  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  Axe  der  Röhre,  welche  zur  j-Axc  genommen 
werden  möge,    ßs  sei 

V  =  «-^j    w  =  »~ 

ü'=*'^,  «-■=»'- 

und  »,  u,  t,  t',  §j,  Qj  seien  Functionen  von  x  und  r.  Es 
werde  nun  voransgeBetzt,  dass  alle  diese  Functionen  den  Paktor 

haben,  wo  m  eine  Constante  bedentet,  im  Uehrigen  aber  von 
jf  unabhängig  seien.  Behält  man  filr  die  Functionen  von  r, 
welche  nach  Abtrennung  dieses  Faktors  übrig  bleiben,  die- 
selben Zeichen  bei,  so  hat  man  zunächst: 


1  (JQ, 


=  (A,- 


m'-)Q,. 


c   11    und   *'    ergeben   sich  die  drei  DifFerentialgleichungen: 

<ir"  +  r  ir  ~  \y       "'  I " 

i'i   .\i-       •■       (i  ,\  , 

•»«'  +  '£  + i,-o. 

Diese  drei  Gleichungen  werden  erfüllt,  wenn  man  u    aus 
der  ersten  bestimmt  und 


setzt,  welche  Relation  sich  ergiebt,  wenn  man  die  dritte  Glei- 


n  einem  Gase  auf  die  Schallbewi^gung.  5 

■  diffei'enzirt  und  von  der  zweiten  abzieht.     Man 


chuDg  nach  ' 
mache  nun 

u  =  A  Q, 
wo  A   eine  Constante,  Q   eine  Function   von 
der  Grleichung 


bedeutet,  die 


An  der  Röhi'enwand  müssen  u,  «,  (I  gewissen  Bedingungen 
genügen;  es  soll  hier  nui'  die  Hypothese  verfolgt  werden,  dase 
die  Lufttheilchen,  welche  die  Röhre  berühren,  an  dieser  haften 
und  die  constante  Temperatur  derselben  besitzen.  Die  Aus- 
drücke von  «,  s,  0  müssen  dann  verschwinden,  wenn  r  gleich 
dem  Radius  der  Röhre  gesetzt  wiid;  das  erfordert,  dass  für 
diesen  Werth  von  r  die  Determinante  der  Coefficienten  von 
A,  A„  A^   in  den  Auadi-ücken  von   u,  s,  0  verschwindet,  d.  h. 


_LWigQ  , 


Iffllg«,         ^Q 


ist. 

Die  Functionen  Q,  Q^,  Q^  müssen  die  Eigenschaft  haben, 
für  r  =  0  endlich  zu  bleiben;  dattui'ch  werden  sie  biaaufmul- 
tiplicative  Constanten,  die  beliebig  gewählt  werden  können, 
vollständig  bestimmt.  Alle  drei  lassen  sich  ausdiücken  dui-ch 
die  Function 


^  (1.2)* 


(1.2.8J' 


die   durch  J{g)   oder  J  bezeichnet  werden  möge  und  die  der 
Diflerentialgleichung 
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genügt;  man  kann  nämlich  setzen; 

Q,=  j(i]/l,-m'). 
Nimmt  man  n',  fx"  und  »>  ^  0  an,  bo  hat  man 
m'  =  ^  und  li  =  -i 
also  /,  =  m'; 

daraus  folgt,  dass,  wenn  fi,  fi",  v  als  unendlich  klein  an- 
genommen werden,  auch  X^  —  m*  unendlich  klein  ist;  da  dann 
weiter 

—7  —  w}  und  X,  —  m* 

unendlich  gross  sind,  so  hat  man  die  Function  J  nur  für  un- 
endlich kleine  rnid  unendlich  grosse  Werthe  ihres  Arguments 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Füi'  einen  unendlich  kleinen  Wertli  von  q  ist 

für  einen  unendlich  grossen 


vorausgesetzt,  daas  der  reelle  Theil  von  q  positiv  und  unend- 
lich gross  ist,  und  dass  das  Vorzeichen  von  Y^  so  gewählt 
wird,  dass  auch  hier  der  reelle  Theil  positiv  ist.  Die  Richtig- 
keit dieser  Angabe  beweist  man  mit  Leichtigkeit,  wenn  man 
von  der  Gleichung 


-tf' 


aasgeht. 

Berücksichtigt   man   nui-   die  &heder   der   höchsten  Ord- 
nung, ao  hat  mau  daher: 
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dr     "  y  fi 

Setzt  man  hier,   so   wie  in  den  Co^fficienten  der  für  m 
gefundenen  Qleichung 

und  schreibt  -.-  f&r  m'  in  dem   dann  auftretenden,   mit  dem 
Faktor  V/u'  behafteten  Qliede,  so  giebt  dieselbe 


m 
wo 


r = yy +{t  -  ~)y'^ 


und  das  Vorzeichen  von  Vh  so  zu  wählen  ist,  dass  der  reelle 
Theil  davon  positiv  wird. 
Setzt  man  wieder 

h  =  2nni,  also  VT=l/n^(l+i), 
so  wird 

m  =  ±  [rn  +  i  m"), 
wo 


ar 


// 


2  71»     ,     yl/71« 
a  ar 


Führt  man  jetzt  die  bisher  unterdrückten,  von  i  und  von  z  ab- 
hängigen Faktoren  wieder  ein,  so  hat  man 

u  =  BR  e*«+«« 

wo  5  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  Ä,  if,  iß''  gewisse 
Fimctionen  von  r  sind,  die  verschwinden,  wenn  für  r  der  Ra- 
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dius  iler  Röhre  gesetzt  wird,  und  fUi-  Punkte,  die  in  endlicher 
Entfernung  von  der  RöLreiiwand  liegen,  bei  Vernachlässigung 
unendlich  kleiner  Grossen  höherer  Ordnung  diese  Weithe  fto- 
nehmen: 

ß  =  1,     ff  =  0,     Ä"  =  -  -i . 

Bildet  man  den  Ausdruck,  der  die  Geschwindigkeit  a  für  Punkte, 
die  in  endlicher  Entfernung  von  der  Itöhrenwand  liegen,  dar- 
stellt, füi-  die  beiden  Vorzeichen  von  /  und  für  die  beiden  Vor- 
zeichen von  m,  und  setzt  die  vier  so  entstehenden  Ausdrücke, 
mit  verschiedenen  Constanten  multjphcirt,  zusammen,  so 
hält  man 

u  =  C,e™'ain(2fin(+Tn"d'  +  5j) 
-t-  Cj «-"•'» sin (2jinf—w"x  +  i5,), 

wo  Cj,  C,  Äj,  5^  vier  reelle  willkürliche  Constanten  bedeuten 
sollen.  Es  bedingt  hiernach  m  die  Abnahme,  die  die  Schwin- 
gungen bei  ihrem  Foi-tsehreiten  eri'ahren,  und  m"  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit derselben;  die  letztere  bt 


2_rVW 


ß  an-    j 

inkt^l 
,  dar- 
I  Vor-      I 
rücke, 

% 

leuten     \ 

(riß-      I 
ort-      j 


Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  von  Helmholtz  ange- 
gebenen überein,  abgesehen  davon,  daaa  y  hier  eine  andere 
Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Röhre  an  einem  Ende,  für  welches  j-  =  0  sein 
möge,  durch  einen  Stempel  verschlosaen  ist,  so  muss  für  .r=0 
w  =  0,  also  C,  =  —  C,  und  Ä,  =  Äj  oder 


M=  C)  yf»"'"+e-*"'"— 2coH2in""^  9,m[2nnt-\-S) 
sein,  wo  t(  in  gewisser  "Weise  von  x  abhängt  Die  Wurzel- 
grösse,  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommt,  verschwindet  fllr 
keinen  andern  Werth  von  x,  als  für  *  =  0,  aber  sie  hat  eine 
Reihe  Minima,  die  nur  unendlich  wenig  von  0  verschieden 
sind;  diese  Minima  entsprechen  den  Knoten.  Die  Maxima 
und  Minima  der  Wurzelgi'össe  sind  bestimmt  durcli  die  Gleichung: 


1  Ga^e  auf  tiie  Schall bpweguiig. 
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„■(e'"''- «-'*''")  + 2m" sin2m"x  =  0, 
oder,   wenn   man  Grössen   von   der  Ordnung  von  ^-^  vernach- 
lässigt, dui'ch  die  Gleicliung: 

8in2m"j:  =  0. 
Flii-  die  Knoten  ist  daher 

siam"x  =  0, 
und  dtT  Abstand  zweier  aufeinander  folgenden  Knoten  ist 


also    gleich    der    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    der  Wellen. 
dividij-t  durch  das  Doppelte  der  Schwinguiigszahl. 

Die  Constanten  C,  und  d\  bestimmen  sich,  sobald  noch 
fUr  einen  zweiten  Querschnitt  der  Röhre  die  Bewegung  ge- 
geben ist.     Gesetzt,  es  sei  für  z  =  / 

so  inuss  fiir  alle  Wertlie  von  (: 


G8in2nnf=C;Ve'"'-j-f"'"'  — 2coe2m'7  dn{2nnt+3i) 
sein,  wo  St  den  Werth  von  ä  für  x=^l  bedeutet;  daraus  folgt: 


Ve'-'-'+e 


-2cob2 


Es  ergiebt  sich  daraus,  daas  bei  gegebenem  G  ein  Maxi- 
mum von  C[  stattfindet,  wenn  an  dem  Orte,  für  den  x  =  l  ist, 
ein  Knoten  liegt;  es  ist  dann  C,  unendlich  gross  gegen  G. 
nämlich 


C,  = 


2m  i 


Dem  hier  theoretisch  untersuchten  Falle  entsprechen  die 
im  Eingange  angeführten  Versuche  des  Hm,  Kundt.  Die 
Resultate  derselben  stimmen  mit  der  fiU"  die  Schallgeschwin- 
digkeit hier  abgeleiteten  Formel  in  so  fem  überein,  als  auch 
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nach  dieser  die  Schallgescliwindigkelt  um  so  mehr  verring 
wird,  je  enger  die  Köhre  nnd  je  tiefer  der  Ton  wird.  Die 
Grösse  der  beobachteten  Verringenmgen  im  AUgeniPtDen 
widerspricht  der  theoretischeu  Formel  nicht,  da  in  dieser  der 
CoefiBcient  der  Wämieleitni^  v  vorkommt,  der,  wenn  die 
Strahlimg  berücksichtigt  werden  soll,  so  weit  ich  sehe,  aach 
tiicht  nähenmgBweise  geschätzt  werden  kann.  Dass  bei  Ver- 
mehnmg  des  Druckes  die  Schallgeschwindigkeit  wächst,  erklärt 
sich  daraus,  dass,  wie  bereits  oben  angeföhrt  kt,  die  Grössen 
;i',  jii"  und  V  abnehmen,  wenn  der  Druck  vergrössert  wird. 
Wird  die  glatte  Oberfläche  der  ßöhre  in  eine  raahe  yer- 
wandelt,  ho  muss  der  Eintluss  der  Keibuog  sowohl  als  der 
Wänneleitung  zunehmen,  die  Schallgeschwindigkeit  also  kleiner 
werden,  wie  es  von  Hm.  Kundt  beobachtet  ist.  In  einer 
Hinsicht  aber  besteht  ein  wesenthcher  Mangel  an  Uebereio- 
etimmung  zwischen  dem  Versuch  und  der  Theorie.  14 ach 
dieser  soll  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  VerriDgenmg 
der  Schallgeschwindigkeit  dem  Radius  der  Röhre  umgekehrt 
proportional  sein;  nach  den  Versuchen  wächst  sie  bei  abneh- 
mendem Radius  erheblich  schneller  als  das  Reciproke  des  Ra- 
dius. Ich  kann  den  Grund  dieses  Mangels  an  Uebereinstimraong 
nicht  finden;  doch  möchte  ich  einen  Umstand  erwähnen,  der 
vielleicht  dabei  mit  im  Spiele  ist.  Die  Longitmlinaltöne  von 
Stuben  —  mit  denen  Hr,  Kundt  expenraentirt  hat  —  sind 
nicht  einfache  Töne;  der  Gtrundton  ist  von  seinen  harmonischen 
Obertönen  begleitet;  der  einfache  Ton,  dem  die  beobachtet« 
Schallgeschwindigkeit  entsprach,  konnte  daher  nicht  genau 
mit  dem  Grundton  des  Stabes  tibereinstimmen,  sondern  musste 
höher  sein,  um  so  höher,  je  stärker  die  Obertöne  im  Verhäjt- 
niss  zum  Grundtone  waren;  dieses  Verhältniss  aber  hatte  viel- 
It'icht  verachiedene  Werthe  bei  den  Bohren  von  verschiedeneia 
Durchmesser, 
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lieber  den  Winkel  der  optisciien  Axen  des  Aragonits 
(ür  die  verschiedenen  Frannhofer'schen  Linien. ') 

Hr.  Heusser  hat  die  Winkel  der  optischen  Axen  des 
Aragonits  für  farbiges  Licht  gemessen  und  seine  Eesultate 
verglichen  mit  den  Werthen,  die  sich  für  diese  Winkel  aus 
den  von  Rudberg  bestimmtenBrechungscoeÖicienten  desselben 
Kiystalls  ergeben.')  Die  Bestimmungen  von  ßudberg  be- 
ziehen aich  direkt  auf  die  Fraunhofer'schen  Linien;  Hen' 
Heuasei-  hat  seine  Messungen  mit  farbigem  Lichte  ausgeführt, 
das  er  theils  dui'ch  die  gelbe  Kochsalzäamme,  theils  durch  ab- 
sorbirende  Mittel  von  rother,  grüner  und  blauer  Farbe  her- 
stellte, bei  der  Bereclmung  aber  als  llbereinatimmend  mit  ge- 
wi^en  Fraunhofer 'sehen  Linien  annahm.  Hr.  Heusser  findet 
erhebHche  Unterschiede  zwischen  den  aus  seinen  und  den  aus 
Kudberg's  Seobachtungen  abgeleiteten  Resultaten;  „wenn 
man  aber  bedenkt,"  sagt  er,  „daas  die  mittleren  Strahlen  des 
angewandten  Lichts  in  keinem  Fall  mit  den  entsprechenden 
Linien  zusammenfallen,  und  ausserdem  in  Ei'wägung  zieht, 
welchen  bedeutenden  Einflnss  auf  den  Winkel  der  optischen 
Äsen  ein  kleiner  Fehler  in  den  Brechungscoefficienten  hat 
in  dem  Fall,  wo  jener  Winkel  aus  den  drei  Brechungscoöffi- 
cienten  berechnet  wird,  so  kann  man  kaum  eine  genauere  Üeber- 
einstinimnng  erwai-ten." 

Es  schien  mir  von  Interesse  zu  untersuchen,  in  wie  weit 
jene  Unterschiede  dem  einen,  in  wie  weit  sie  dem  andern 
der  beiden  Umstände  zuzuschreiben  sind,  die  Hr.  Heusser 
anführt,  und  ich  habe  deshalb  die  Messungen  dieses  in  einer 
Weise  wiederholt,  bei  der  sie  uumittelbai*  auf  die  einzelnen 
Fraunhofer'schen  Linien  sich  beziehen. 

Bei  dem  Apparate,  den  ich  zu  diesem  Zwecke  zusammen- 
gesetzt habe,  fallen  die  durch  einen  Spiegel  in  horizontaler 
Kichtung  reflectirten  Lichtstrahlen  durch  ein  Nicol'sches  Prisma 
auf  einen    engen   verticalen  Spalt,   der   in   dem  Brennpunkte 


>)  Pogg.  Ann.  Bd.  108,  1859. 
•)  Pogg.  Ann.  Bd.  89,  &  (532). 
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eiuer  Linse  sicli  befindet;  uaclKlem  sie  diese  Liuse  durchdniri^^^ 
habeo,  treffen  sie  ein  Flintglasprisma  von  etwa  45"  biecliendem 
Winkel,  desseu  brechende  Kante  vertical  ist,  gehen  dann  durch 
ein  astronomisches  Fernrohr  von  ungefähr  12  maliger  Ver- 
grösserung,  gelangen,  nachdem  sie  aus  dem  Ocular  dieses  aus- 
getreten sind,  au  ilii?  Äragonitplatte  und  durchlaufen  dann  noch 
ein  zweites  astronomisches  Ferni'ohr  von  etwa  Ijfacher  Ver- 
grössemng  und  ein  zweites  NicOl'sches  Prisma,  bevor  sie  iß 
das  Äuge  des  Beobachters  treten. 

Ist  das  zweite  Fernrohr  auf  ein  unendlich  weit  entferntes 
Object  eingestellt,  und  sind  die  Linsen  des  ei-sten  in  eine  solche 
Entfernung  gebracht,  dass  parallel  auf  das  Objectiv  fallende 
Stralilen  parallel  aus  dem  Ocular  austreten,  so  sieht  der  Be- 
obachter einen  Theil  des  Speclrums  mit  seinen  duoketn  Liaien 
und  aul'  dem  fai'bigen  Grunde,  den  ilieser  darbietet,  in  unz^l- 
barer  Menge  die  schwarzen  Curven,  die  durch  Interferenz  der 
diu-ch  Doppelbrechung  im  Krystall  gebildeten  Stmhleu  erzeugt 
werden;  ausserdem  erblickt  er,  bei  richtiger  Einstellung,  die 
beiden  Fadenkreuze,  mit  denen  die  beiden  Fernrölu-e  versehen 
sind, 

Die  Äragonitplatte  ist  an  der  nach  unten  verlängerten  Ase 
eines  Theodolithen  befestigt,  der  auf  einem  kleineu  Gterttate 
aufgestellt  ist,  lässt  sich  aber  noch  relativ  gegen  die  Axe  drehen 
um  zwei  Axen,  die  nahe  senkrecht  gegen  einander  und  gegen 
jene  sind.  Nachdem  das  dem  Auge  näher  hegende  Fernrohr 
80  eingestellt  ist,  dass  ein  uneudlich  weit  entferntes  Object  mit 
sebicm  Fadenkreuze  gleichzeitig  deutlich  erscheint,  wird  die 
Axe  des  Theodolithen  senkrecht  zu  der  Bichtung  gemacht,  in 
der  diejenigen  Strahlen  auf  das  Objectiv  fallen,  welche  im 
Schnittpunkte  des  Fadenki'eujes  vereinigt  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  au  Stelle  der  Krystallplatte  ein  kleines  plan- 
paralleles Glas  an  der  Axe  des  TheodoUthen  befestigt,  das 
Fadenkreuz  durch  eine  Flamme  mit  Hülfe  eines  vor  das  Ocular 
gesetzten  Glasplatte hens  beleuchtet  und  das  Spiegelbild  des 
Fadenkreuzes,  welches  das  planparallele  Glas  giebt,  aufgesucht 
Durch  Drehung  dieses  Glases  relativ  gegen  die  Axe  des  Theodo- 
lithen und  durch  Verstellung  einer  der  Schrauben,  auf  welche» 
■dieses  Instrument  ruht,   kann  man  bewirken,   dass,   mag  das 


lieber  den  Winkel  der  optischen  Axen  des  Aragonita  etc.        559 

Grlas  die  eine  oder  die  andere  Fläche  dem  Auge  zukehi-en, 
durch  Drehung  der  Theodolithenaxe  das  Fadenkreuz  mit  seinem 
Spiegelbilde  sich  zur  Deckung  bringen  lässt.  Ist  dieses  er- 
reicht, so  hat  die  Äxe  die  verlangte  Richtung,  Nun  wird  bei 
dem  andern  Femrohr  die  vordere  Ocularlinse  so  weit  heraua- 
oder  hineingeschraubt,  dass  das  Fadeukreuz  desselben  gleich- 
zeitig mit  dorn  ersten  Fadenkreuze  deutlich  erscheint,  das  ganze 
Ocular  so  verschoben,  dass  die  Fraunhofer'schen  Linien  in 
grösster  Schärfe  sich  zeigen,  und  das  ganze  Fernrohr  ao  ge- 
richtet, dass  die  Schnittpunkte  beider  Fatienkreuze  sich  decken. 
Diese  Operationen  milasen  von  Neuem  ausgeführt  vfcrden,  wenn 
man  zu  einem  andern  Theile  des  Spectrums  übergeht,  da  die 
Linsen  des  Oculars  nicht  achromatisch  sind.  Darauf  biingt 
man  durch  Drehung  des  Prismas  che  Fraunhofer'sche  Linie, 
auf  welche  die  Messung  sich  beziehen  soll,  zur  Deckung  mit 
dem  Verticalfmien  des  vom  Auge  entfernteren  Ferm'obrs  und 
setzt  dann  erst  die  Krystallplatte  an  ihren  Ort.  Diese  ändert 
in  dem  Gesichtsfelde  nichts,  wenn  das  Nicol'sche  Prisma  von 
dem  Auge  entfernt  ist,  falls  ihre  beiden  Flächen  genau  parallel 
Bind;  ist  diese  Bedingung  aber  nicht  erfiJllt,  so  hört  bei  dem 
Einsetzen  der  Kiystallplatte  die  Deckung  der  Schnittpunkte 
beider  Fadenln-euze  auf;  der  Verticalfaden  des  vom  Auge 
weiteren  Femrohi-s  deckt  aber  immer  noch  die  Fraunhofer'sche 
Linie,  auf  die  er  eingestellt  war.  Das  Fadenkreuz  dieses  Fem- 
rohrs wird  hei  der  Messung  des  Winkels  der  scheinbaren  Axea 
allein  benutzt.  Nachdem  man  das  zweite  Nicol'sche  Prisma 
vor  das  Auge  gebracht  hat,  stellt  man  die  Kr>-stallplatte  an 
der  Ase  des  TheodoUthen  so  ein,  dass  durch  Drehung  <lieser 
Axe  die  beiden  Punkte  der  luterferenzfigur,  die  den  optischen 
Axen  entsprechen,  zur  Deckung  mit  dem  Schnittpunkte  des 
bezeichneten  Fadenkreuzes  gebracht  werden  können,  und  liest 
den  Drehungs Winkel  ab,  der  erfordert  wird,  um  von  einer  dieser 
Stellungen  zur  andern  zu  gelangen.  Um  den  Einstellungen 
die  grösste  Schärfe  zu  gehen,  habe  ich  es  am  zweckmässigsten 
gefanden,  die  beiden  Nicol'schen  Prismen  so  zu  stellen,  dass 
ihre  Hauptschnitte  parallel  sind  und  Winkel  von  45"  mit  der 
Ebene  der  optischen  Axen  des  Krystalls  bilden. 

Der  Winkel,   den  man  auf  die  angegebene  Weise  tindet. 
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Ut  der  Winke!  der  sclieüibaren  Axen  der  Krystallplatte  * 
die  dem  Auge  abgevandte  Fläche  derselbeo.  Um  aus  ihm 
und  dem  mittleren  BrecLungscoefficienten  des  Krystalls  den 
Winkel  der  wahren  optischen  ÄJien  berechnen  zu  können,  ist 
es  noch  nöthig,  die  Wiiikol  zu  messen,  welche  jede  der  beiden 
scheinbaren  Axen  mit  der  Normale  derselben  Krystallääche 
macht.  Hierbei  wird  das  Fadenkretiz  des  dem  Auge  näheren 
Femrohi's  benutzt.  Man  bringt  die  KrystaUplatte  einmal  in 
die  Lage,  bei  der  dieses  Fadenkreuz  das  Spiegelbild  deckt, 
welches  vgn  ihm  die  Fläche  der  Platte,  die  früher  dem  Auge 
abgewandt  war,  giebt,  wenn  sie  dem  Auge  zugekehrt  wird; 
dann  in  die  Lage,  bei  der  der  Schnittpunkt  des  ajidem  Faden- 
kreuzes auf  den  der  einen  optischen  Ase  entsprechenden  Punkt 
der  Interferenzfigur  fSllt,  wenn  jene  Fläche  wieder  dem  Auge 
abgewandt  ist;  ist  die  Krjstallplatte  an  der  Axe  des  Theodo- 
lithen  so  eingestellt,  dass  man  sie  durch  Drehung  dieser  aus 
der  .einen  Lage  in  die  andere  überführen  kann,  so  ist  der 
Winkel  dieser  Drehung  die  Ergänzung  zu  180"  des  einen  der 
beiden  gesuchten  Winkel.  Sind  die  Flächen  der  KrystaUplatte 
nicht  genau  parallel,  so  tindet  mau  bei  der  Aufsuchung  des 
bezeichneten  Spiegelbildes  zwei  Spiegelbilder;  diese  sind  von 
gleicher  Deutlichkeit,  wenn  die  Politur  der  beiden  Flächen  eine 
vollkoniniene  ist;  um  entscheiden  zu  können,  welches  von  ihnen 
der  vorderen  und  welches  der  hinteren  Fläche  angehört,  muss 
man  dann  beachten,  in  welcher  Richtung  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Fadenkreuze,  die  vor  dem  Einsetzen  der  KrystaUplatte 
einander  deckten,  durch  diese  von  'einander  geschieden  sind. 
Bei  der  Aragonitplatte ,  an  welcher  ich  die  Messungen  ange- 
stellt habe,  die  ich  hier  mittheilen  will,  ist  die  Politur  der 
Flächen  nicht  eine  vollkonimene ;  hier  erkennt  man  das  der 
vorderen  Fläche  angehörige  Spiegelbild  unmittelbar  au  der 
grösseren  Deutlichkeit 

Zur  Ausführung  der  beschriebenen  Messungen  genügt  bei 
den  mittleren  Theilen  des  Spectrums  das  Licht  von  einem 
massig  hellen  Theile  des  Himmels,  bei  den  äusseren  ist  aber 
dii-ektes  Sonnenlicht  uncrlaaslich,  uaid  auch  dieses  reicht  nicht 
aus  bei  der  Linie  H.  Um  auch  hier  die  nöthige  Lichtstärke 
zu  erhalten,  rausste  ich  die  Sonnenstrahlen  durch  eine  Sammel- 
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linse  conceutiiren,  bevor  sie  auf  den  Spalt  fielen.  Bei  beiden 
Enden  des  Spectrums  liess  ich  mit  Vortlieil  das  Licht,  bevor 
es  zum  Äuge  kam,  dui-ch  ein  blaues  Glas  gehen,  das  die 
Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit  in  hohem  Grade  schwächte. 
Hat  man  füi-  eine  Fraunhofer'scbe  Linie  die  Winkel  ge- 
messen, die  die  scheinbaren  optischen  Äxen  mit  einander  und 
mit  der  Kormale  der  KrjstaMäche  bilden,  so  findet  man  auf 
bekannte  Weise  den  Winkel  der  wahren 
optischen  Axen  für  dieselbe  Linie.  Man 
denke  sich  aus  dem  Mittelpunkte  einer 
Kugel  Linien  gezogen  pai-allel  der  Nor- 
male der  Krystallfläche,  den  beiden 
scheinbaren  Äxen,  den  beiden  wahren 
Azen  und  der  Mittellinie  der  letzteren; 
man  bezeichne  die  Durchschnittspunkte 
der  Kugel  mit  diesen  Linien  der  Reihe 
nach  durch  N,  S,  S",  W,  IV',  M  und 
verbinde  diese  Punkte  durch  grösste 
Kreise,  wie  es  in  beistehender  Figur  dargestellt  ist;  den  Winkel 
fFNlf'  nenne  man  C  und  die  Bögen  NIV,  NW,  NS,  NS', 
MfV,  SS'  der  Reihe  nach  o,  a',  x,  x,  c,  ?;  dann  ist: 

coa2c  =  cos  a  cos  a  ■+■  sin a  sin u' COS  C 
ond 

009  z  =  cos  j:  cos  r'  -|-  sin  j:  sin  J-'  cos  C. 

Bedeutet  ji  den  mittleren  Brechungscoefficienten  des  Kry- 
stalls,  so  ist  weiter: 


Fif.  n. 


(sin^ 


Hieraus  folgt: 


-  +  cos  ö  cos  a : 


(2)  cos  i 

Hat  man  z,  x  imd  jt'  gemessen,  und  kennt  man  n,  so 
findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ohne  Schwierig- 
keit 2  c. 

Man  weiss,    dass  beim  Äragonit  die  optischen  Äsen  für 

die  verschiedenen  Farben  dieselbe  Ehene  und  dieselbe  Mittel- 
linie haben;   benutzt  man  diesen  Umstand,   so  kann  man  für 
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jede  Fraunhofer'eche  Linie  2c  aus  s  und  n  bercchuen, 
man  nur  Sjx  eine  ftueser  r  auch  x  und  j-'  gemessen  hat    ] 
zeichnet  man  den  Bogen  HfN  durch  A  und  den  "Winkel  W^ 
durch  A,  so  hat  man: 

j  C08  a  =  cos  fi  cos  (■  +  sin  i  sin  c  cos  A 
\  cos  «'=  cos  6  cos  c  —  sin  Ä  sin  f  cos  A 
oder 


sin  A  cos  ^  =  -; —  sin  — ^ —  sin  — 

Berechnet  man  aus  den  Gleichungen  (4)  für  diejei 
Linie,  für  die  -,  r  und  /  gemessen  sind,  ä  und  A',  so  It 
man,  da  diese  beiden  Winkel  für  alle  Farben  dieselben  a 
aus  den  Gleichungen  (l),  (2)  und  (3)  für  die  Linien,  für 
nur  £  gemessen  und  u  bekannt  ist,  2i'  eiinitteln.  Elimil 
man  aus  den  5  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  die  4  Gröq 
«,  a,  j-,  x',  SO  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung 
C03  c;  da  diese  aber  eine  ziemlich  verwickelte  Gestalt  hat^ 
findet  man  den  Werth  von  c  leichter,  als  durch  ihre  dira 
Auflösung,  indem  man  in  die  Gleichungen  (3)  einen  Näbenii] 
werth  fiir  c  setzt,  mit  Hülfe  der  Weilhe  von  a  und  a,  die  n 
dann  erhält,  aus  (1)  und  [2)  einen  genaueren  Werth  von 
rechnet  und  dieses  Verfahren  wiederholt. 

Bei  einer  AragonitpUtte  von  etwa  7""  Dicke  fand  ich 

der  einen  Fläche  die  folgenden  Winke!  der  scheinbaren  optisd 

Äxen  filr  die  verschiedenen  Fraunhofer'schen  Linien 

Ä     30"  35'  50"  E.     31"     G'  50" 

C.  30°  40'  10"  F.    31"  21'    0" 

D.  30"  51'  40"  G.     31"  46'  20' 

H.     32»  9'  30'. 
Für  die  Linie  D  ergab  sich  dabei: 

x=  11"  57',  y=18"  56'; 
die  Temperatm-  war  imgeiMir  25"  C.  In  Beziehung  aof  i 
Angaben  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  der  bei  If  aufgefOl 
Winkel  nicht  das  unmittelbare  Besultat  einer  Messung  ist; 
der  Verticalfaden  des  Fadenkreuzes  vor  der  Linie  £f 


ff  d 
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dentlich  genug  zu  sehen  wai-,  so  wurde  derselbe  einmal  in  die 
Mitt«  zwischen  die  Linien  //  und  A  (nach  der  Bezeichnung  von 
Baden  Powell)  gestellt,  dann  auf  die  andere  Seite  in  gleiche 
Entfernung  von  //  gebracht,  jedesmal  der  Winkel  der  schein- 
baren optischen  Axen  gemessen  und  das  Mittel  aus  den  beiden 
so  erhaltenen  Werthen  genommen.  Die  folgende  Tabelle  ent- 
hält in  der  mit  n  ilberacliriebeuen  Columne  die  von  Rudberg 
bestimmten  mittleren  Brechungscoefficienten  des  Äragonits, 
unter  Ä'  die  mit  Hülfe  dieser  aus  meinen  Messungen  abge- 
leiteten Winkel  der  wahi'cn  optischen  Axen,  unter  //  die  von 
Hm.  Heusser  in  der  oben  citirten  Abhandlung  gefundenen, 
unter  Ä  die  ans  Rudberg's  Messungen  der  drei  Brechunga- 
coefficienten  berechneten'}  Werthe  derselben  Winkel: 


C. 


K  H  B 

18»    5' 23" 

18     6  55 

18   11     7 

18   16  45 

18   22  14 

18   31  30 

18  40  20 
Zur    Controle    habe    ich    auch 
derselben  Platte  Messungen  angestellt,   hier  fand  ich  fllr  die 
Linie  D 

x=  10Ö54',     j:'  =  20''I5' 
und  für  die  Winkel  der  scheinbaren  und  der  wahren  optischen 
Ajcen  ergaben  sich  folgende  Werthe: 


1,67631 
1,67779 
1,68157 
1,68634 
1,69053 
1,69836 
1,70509 


17"  68' 

18" 

Iff 

17    48 

18 

12 

17    50 

18 

18 

18      3 
18      9 

18 

24 

18    17 
18    26. 

an 

der 

zweiten  Flache 

30"  37'  40" 

30  42  30 

30  64  20 

31  9  30 
31  23  0 

31  48  60 

32  14  0 


18"  5' 22" 
18  7  U 
18  11  12 
18  16  56 
18  22  10 
18  31  48 
18   41  45. 


Die  Temperatur  war  bei  allen  diesen  Beobachhmgen  mit 
Ausnahme  der  auf  die  Linie  H  bezüglichen  nahe  dieselbe,  wie 


,  Einleitung  in  die  höliere  Optik,  S.  380. 


Bei  Gel^enbeit  etaer  tod  Bansen  nnd  mir  in  GQneö- 1 
Untersndtimg  über  die  Spectnen  briäpr 
Flsauaen,  durch  welche  es  uns  mSgbch  gewoHen  ist,  <£e  qrnü- 
bUne  ZuMunmensetzinig  complidrter  GemeDge  aas  dem  Ait- 
hSek  des  Spectnms  ihrer  Löthrohi&mme  zu  erkennen,  habe 
leb  einige  Beobachtongen  gemacht,  welche  einen  nnenrartetes 
I  Aobcbluse  Aber  den  Urspnuig  der  Fraunhofer' sehen  Lonoi 
rieben  and  zu  SchlUäsen  berechtigen  tod  diesen  anf  die  stoff- 
I  tiche  BttichaSenheit  der  Atmosphäre  der  Sonue  und  rieDeidt 
I  lUch  der  helleren  Fixsterne. 

Frauiiliofer  hat  bemerkt,  dass  in  dem  Spectrtun  einn 

KerzBnÜamme  zwei  helle  Linien  aoftretcn,  die  mit  den  beiden 

dunkeln  Linien  D  des  Soimeiispectrums  zusammenfallen.    Die- 

Hclben  hellen  Linien  erhält  man  lichtstärker  von  einer  Flamme, 

in   die  man  Kochsalz  gebracht  hat.     Ich  entwarf  ein  Sonnen- 

apectrum  und   liess   dahid  die  Sonnenstrahlen,   bcTor  sie  anf 

den  Spalt  fielen,    durch   eine  kräftige  Kochsalzäamme  treten. 

,  War  diw  Sonnenlicht  hüireichend  gedämpft,  so  erschienen  an 

[  Stetio  der  beiden  dunkeln  Linien  D  zwei  helle  Linien;   Ober- 

I  itieg  die  Intensität  jenes  aber  eine  gewisse  Grenze,  so  zeigten 

f  iicli  diu  beiden  duiJteln  Linien  D  in  viel  giösserer  Deutlich- 

l  Iwit,  als  ohne  die  Anwesenheit  der  Kochsalzflamme. 

Ürummond'schen  Lichtes  enthält  c 


>)  Hon&tabe  rieht  cIlt  Akait. 


i  Berlin  v.  Oct,  . 
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Regel  nach  die  beiden  hellen  Natriumliiiien,  weun  die  leuchteude 
Stelle  des  Kalkcyliiiders  noch  nicht  lange  der  Glühhitze  aus- 
gesetzt war;  bleibt  der  Kalkcylinder  iinvemlckt,  bö  werden 
diese  Linien  schwächer  und  verschwinden  endlich  ganz.  Sind 
sie  verschwunden  oder  nui-  schwach  hervortretend,  so  bewirkt 
eine  Älkoholflamme ,  in  die  Kochsalz  gebracht  ist  und  die 
zwischen  den  Kalkcylinder  und  den  Spalt  gestellt  wird,  dass 
an  ihrer  Stelle  zwei  dunkle  Linien  von  ausgezeichneter  Schärfe 
und  Feinheit  sich  zeigen,  die  in  jeder  Hinsicht  mit  den  Linien 
D  des  Sonnenspectruras  übereinstimmen.  Es  sind  so  die  Linien 
D  des  Sonnenspectrums  in  einem  Spectrum,  in  dem  sie  natür- 
lich nicht  vorkommen,  künstlich  hervorgerufen. 

Bringt  man  in  die  Flamme  der  Bunseu'schen  Graslampe 
Chlorhthium,  so  zeigt  das  Spectnun  derselben  eine  sehr  helle, 
scharf  begrenzte  Linie,  die  in  der  Mitte  der  Fraunhofer- 
achen  Linien  ß  und  C  liegt.  Lässt  man  Sonnenstralden  von 
mäsfiiger  Intensität  durch  die  Flamme  auf  den  Spalt  fallen,  so 
sieht  man  an  dem  bezeichneten  Orte  die  Linie  hell  auf  dunk- 
lerem Grunde;  bei  grösserer  Stärke  des  Sonnenlichts  aber  tritt 
au  ihrer  Stelle  eine  dunkle  Linie  auf,  die  ganz  denselben 
Charakter  hat  vrie  die  Praunhofer'schen  Linien.  Entfernt 
man  die  Flamme,  so  vei-schwindet  die  Linie,  so  weit  ich  habe 
sehen  können,  vollständig. 

Ich  schliesse  aus  diesen  Beobachtungen,  dass  farbige 
Flammen,  in  deren  Spectrum  helle,  scharfe  Linien  vorkommen, 
Strahlen  von  der  Farbe  dieser  Linien,  wenn  dieselben  durch 
8ie  hindurchgehen,  so  schwächen,  dass  an  Stelle  der  hellen 
Linien  dunkle  auftreten,  sobald  hinter  der  Flamme  eine  Licht- 
quelle von  hinreichender  Intensität  angebracht  wird,  in  deren 
Spectrum  diese  Linien  sonst  fehlen.  Ich  schliesse  weiter,  dasa 
die  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums,  welche  nicht  durch 
die  Erdatmosphäre  hervorgerufen  werden,  durch  die  Äjiwesen- 
heit  derjenigen  Stoffe  in  der  glülienden  Sonnenatmosphäre  ent- 
stehen, welche  in  dem  Spectrura  einer  Flamme  helle  Linien 
an  demselben  Orte  erzeugen.  Man  darf  annehmen,  dass  die 
hellen  mit  D  übereinstimmenden  Linien  im  Spectrum  einer 
Flamme  stets  von  einem  Natriumgehalte  derselben  herrühren; 
die  dunkehl  Linien  D  im  Sonnenspectrum  lassen  daher  schliessen, 


566  Ueber  den  ZasaamenfaaDg  xndechea  EmiBsion  ^^^H 

das3  in  der  Sonnenatmosphäre  Katrium  sieb  befindet.  Brevs^^B 
hat  im  Spectrum  der  Siilpeterflamme  helle  Linien  aufgefundeti 
am  Orte  der  Frannhofer'scben  Linien  A,  a,  B\  diese  Linien 
deuten  auf  einen  Kaliumgohalt  der  Sonnenatmosphäre.  Aus 
meiner  Beobachtung,  nach  der  dem  rothen  Litlüumstreifen 
keine  dunkle  Linie  im  Somienspectrum  entspricht,  würde  mit 
Wahrscheinhchkeit  folgen,  dass  Lithium  in  der  Atmosphäre 
der  Sonne  nicbt,  oder  doch  nm*  in  verhältnissmäasig  geringer 
Menge  vorkommt» 

Die  Untei-suchung  der  Spectren  farbiger  Flammen  hat 
hiernach  ein  neues  und  hohes  Interesse  gewonnen;  ich  werde 
gemeinschafthch  mit  Bunsen  dieselbe  so  weit  führen,  als  es 
unsere  Mittel  gestatten.  Dabei  werden  wir  die  durch  meine 
Beobachtungen  festgestellte  Schwächung  der  Lichtstrahlen  in 
Flammen  weiter  erforschen.  Bei  den  Versuchen,  die  in  dieser 
Bichtung  von  uns  bereits  angestellt  sind,  hat  sich  schon  eine 
Thatsache  ergeben,  die  uns  von  gi-osser  Wichtigkeit  zu  sein 
scheint.  Das  Drummond'sche  Licht  erfordert,  damit  in  ihm 
die  Linien  D  dunkel  henortreten,  eine  Kochsalzflamme  von 
niederer  Temperatur.  Die  Flamme  von  wäaaerigem  Alkohol  ist 
hierzu  geeignet,  die  Flamme  der  Bunsen'schen  Gaslaiupe  aber 
nicht.  Bei  der  letzteren  bewirkt  die  kleinste  Menge  von  Koch- 
salz, sobald  sie  überhaupt  sich  bemerklich  macht,  dass  die  bellen 
Katriiunlinien  sich  zeigen.  Wir  behalten  es  uns  vor,  die  Conse- 
■quenzen  zu  entwickeln,  die  an  diese  Thatsache  sich  knüpfen 
lassen. 


üebeT  den  Zusammeoliaug  zwischen  Emission  nnd  Absorption 
von  Licht  nnd  Wärme. ') 

Vor  einigen  Wochen  habe  ich  die  Ehre  gehabt,  der  Aka- 
demie eine  Mittheilung  über  einige  Beobachtungen  zu  machen, 
die  mir  namenthch  deshalb  von  Interesse  zu  sein  schienen,  weil 
sie  Schlüsse  über  die  chemische  Beschaffenheit  der  Sonnenatmo- 
sphäre ermöglichen.   Von  diesen  Beobachtungen  ausgehend,  bin 

')  Honalsboricht  der  Akod.  d.  Wisa.  ku  Berlin.  Dec.  1859. 
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ich  jetzt  durch  eine  sehr  einfache  theoretische  Betrachtung  zu 
einem  aligemeinen  Satze  gelangt,  der  mir  in  vielfacher  ßezie- 
hmig  von  Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  und  den  ich  deshalb  mir 
erlaube  der  Akademie  vorzulegen.  Er  spricht  eine  Eigenschaft 
aller  Körper  aus,  die  sich  auf  die  Emission  und  Absorption 
voü  Wanne  und  Licht  bezieht. 

Wenn  man  in  die  nichÜeuchtende  Flamme  der  Bunsen- 
schen  Lampe  Chloinatrium  oder  Chlorlithium  bringt,  so  erhält 
man  einen  glühenden  Körper,  welcher  nur  Licht  von  gewisser 
Wellenlänge  aussendet  und  nui-  Licht  von  derselben  Wellen- 
länge absorbirt.  In  dieser  Weise  läast  sich  das  Resultat  der  er- 
wähnten Beobachtungen  aussprechen.  Wie  dei'selbe  den  dun- 
keln Würmestrahlen  gegenüber  in  Beziehung  auf  Emission  und 
Absorption  sich  verhält,  weiss  mau  nicht;  aber  es  erscheint  als 
unbedenklich,  sich  einen  Körper  als  möglich  vorzustellen,  der 
von  allen  Wärmestrahlen,  den  leuchtenden  wie  den  dunkeln, 
nur  Strahlen  einer  Wellenlänge  aussendet  und  nur  Strahlen 
derselben  Wellenlänge  absorbirt.  Giebt  man  dieses  zu  uud 
betrachtet  tiberdies  einen  Spiegel,  der  alle  Strahlen  vollständig 
reflectii-t,  als  möglich,  so  kann  mau  aus  den  allgemeinen  Grund- 
sätzen der  mechanischen  Wärmetheorie  sehr  leicht  beweisen, 
dass  für  Strahlen  derselben  Wellenlänge  bei  dersel- 
ben Temperatur  das  Verhältniss  des  Emissionsver- 
mögens zuro  Absorptionsvermögen  bei  allen  Kör- 
pern dasselbe  ist. 

Man  denke  sich  in  Gestalt  einer  unbegrenzten  Platte  einen 
Köi-per  C,  der  nur  Strahlen  von  der  Wellenlänge  A  aussendet 
imd  nui'  solche  absorbirt;  diesem  gegenübergestellt  sei  ein  Kör- 
per c  in  Gestalt  einer  ähnlichen  Platte,  der  Strahlen  von  allen 
möglichen  Wellenlängen  aussendet  und  absorbirt;  die  äusseren 
IFläcben  dieser  Platten  seien  mit  den  vollkommenen  Spiegeln  Ä 
uud  r  bedeckt.  Wenn  in  diesem  Systeme  die  Gleichheit  der 
Temperatur  sieb  einmal  hergestellt  hat,  so  muss  jeder  der  bei- 
den Körper  dieselbe  Temperatur  behalten,  also  durch  Abaoiptioa 
so  viel  Wärme  aufnehmen,  als  er  durch  Ausstrahlung  verliert. 
Nun  betrachte  man  von  den  Strahlen,  die  c  auKseudet,  zuerst 
diejenigen  von  einer  Wellenlänge  ).,  die  verschieden  von  A  ist. 
Auf  diese  Strahlen  bat  der  Körper  C  keinen  Einfluss;  sie  wer- 
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den  von  dem  Spiegel  R  so  reflectirt,  als  ob  C  gar  nicht  vor- 
handen wäre;  ein  gewisser  Theil  von  ihnen  wird  dann  von  c 
ahsorbirt,  die  übrigen  gelangen  zum  zweiten  Male  an  den  Spie- 
gel R,  werden  von  diesem  abermals  i'eflectirt,  von  c  theüweiae 
absorbirt  u.  s.  f.  Alle  Strahlen  von  der  Wellenlänge  >l,  die  der 
Körper  c  aussendet,  werden  auf  diese  Weise  nach  und  nach 
wieder  von  ihni  aufgenommen.  Da  dieses  füi-  alle  Werthe  von 
X  gilt,  die  verschieden  von  j1  sind,  so  erfordert  die  Unverander- 
liclikeit  der  Toinpemtur  des  Körpei-a  c,  dass  dieser  von  den 
Strahlen  von  der  Wellenlänge  ji  so  viel  absorbirt,  als  er  selbst 
aussendet.  Für  diese  Wellenlänge  sei  e  das  Emissionsvermögen, 
a  das  Absorptionsvei-mögen  des  Körpers  c,  E  und  ^  seien  die 
entsprechenden  Grössen  liir  den  Körper  C.  Von  der  Sti-alileu- 
menge  E,  die  C  aussendet,  absorbirt  dann  c  die  Monge  aE 
und  wirft  (1  —  n)  £1  zurück;  hiervon  absorbirt  C  die  Menge 
^  (1  —  a)  E  und  wirft  (1  —A)  (1  —  a)  E  nach  c  zurück,  welches 
davoua(l  — j4)(1  — tjji' absorbirt.  Setzt  man  diese  Betrachtung 
fort,  so  sieht  man,  dass  c  von  E  eine  Strahlenmenge  auihimiat, 
die,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

(!--<)  (!-«)  =  * 

setztj 

=  aE{l  +  k  +  P  +  k^  +  ..], 


ist.    Von  der  Strahlenmenge  e,  die  c  selbst  aussendet,  absor- 
birt c,  wie  eine  ähnliche  Ueberlegung  zeigt,  die  Menge 

Die  Bedingung  dafiii-,   dass  die  Temperatur  von  c  sich  nicht 
ändert,  ist  daher  die  Gleichung 


d.  h.  die  Gleichung 


Zu  derselben  Gleichung  gelangt  man,  wenn  man  die  Bedingung 
dafür  entwickelt,  dass  die  Temperatur  von  C  constaiit  bleibt- 
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Denkt  mau  sich  dea  Körper  c  diu-ch  einen  andereo  ersetzt  von 
derselben  Temperatur,  so  findet  man  durch  Wiederholung  der 
angestellten  Beti'ac.htung  deuselben  Werth  für  das  Verhältnias 
des  Emissionsvermögens  zum  Absorptionsvermögen  dieses  Kör- 
pers für  die  Strahlen  derselben  WeilenlUnge  A.  Die  "Wellen- 
länge A  und  die  Temperatm-  sind  aber  willkllrlicb.  Es  folgt 
also  der  Satz,  dass  filr  Strahlen  derselben  Wellenlänge  bei  der- 
selben Temperatur  das  Verbältniss  des  Emissionsvermögens  zum 
Äbsoiptionsvermögen  bei  allen  Körpern  dasselbe  ist. 

Die  Begriffe  des  EmissionsvennÖgens  und  des  Absorptions- 
vermögens beziehen  sich  hierbei  zunächst  auf  den  Fall,  dass  der 
Körper  eine  unbegrenzte  Platte  bildet,  die  auf  der  einen  Seite 
mit  einem  vollkommenen  Spiegel  belogt  ist  Aber  die  Strahlen- 
menge, welche  eine  frei  stehende  Platte  nach  einer  Seite  hin 
aussendet,  ist  eben  so  gross  als  die  Strahlenmenge,  welche  eine 
mit  einem  solchen  Spiegel  vereehene  Platte  von  der  halben  Dicke 
ausgiebt,  und  diese  beiden  Platten  biingen  eine  gleiche  Ab- 
sorption bei  auffallenden  Strahlen  heiTor.  Mau  kann  hiernach 
bei  dem  ausgesprochenen  Satze  das  Emissionsvennögen  des  Kör- 
pers auch  definiren  als  die  Strahlenmenge,  die  eine  frei  stehende, 
aus  dem  Körper  gebildet«,  unbegrenzte  Platte  nach  einer  Seite 
hin  aussendet,  und  das  Absorptionsvermögen  als  die  Strahlen- 
menge, welche  dieselbe  Platte  absorbirt  von  der  Einheit  der 
Strahlenmenge,  die  sie  trifft. 

Das  allen  Körpern  gemeinsame  Verbältniss  des  Emissions- 
vermögens zum  AbsoiptionsvermögeD  —  ist  eine  Function  der 
Wellenlänge  und  der  Temperatur.  Bei  niederen  Temperaturen 
ist  diese  Function  =  0  flli-  die  Wellenlängen  der  sichtbaren 
Strahlen,  von  0  verschieden  lUr  grössere  Werthe  der  Wellen- 
länge; bei  höheren  Temperatui-en  hat  die  Function  auch  für  die 
Wellenlängen  der  sichtbai-en  Strahlen  endliche  Werthe,  Bei 
deijenigen  Temperatur,  bei  der  die  Function  aufhört  =  0  zu 
sein  für  die  Wellenlänge  eines  gewissen  sichtbai-en  Strahls,  fan- 
gen alle  Körper  an,  Licht  von  der  Farbe  dieses  Strahls  auszu- 
senden, mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  für  diese  Farbe  tmd 
diese  Temperatur  ein  verschwindend  kleines  Absorptionsvermö- 
gen haben;  je  grösser  das  Abaoi-ptiousvermögen  ist,  desto  mehr 
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Licht  strahlt  der  Körper  aud.  Die  ErCEilirung,  dass 
sicbtigeo  Körper  bei  derselbea  Temperatar  ergtülien,  die 
durchsichtigea  Gaae  hierzu  aber  eiue  viel  höhere  Temperattir 
erfordern,  imd  dass  die  letztereii  hei  der  nämlichen  Temperatur 
immer  schwächer  leuchten  als  jene,  findet  hierin  ihre  Erklämn^ 
Ferner  folgt,  dass,  weim  ein  glühendes  Gas  ein  discontinuii^ 
Uches  Spectnmi  giebt,  und  man  durch  dasselbe  Strahlen  tou  hin- 
reichender Intensität  gehen  lässt,  die  an  sich  ein  Spectnim  ohne 
dunkle  oder  helle  Sb'eifen  darbieten,  dunkle  Streifen  an  den 
Stellen  des  Spectrums  auftreten  mOssen,  an  denen  die  hellen 
Streifen  im  Spectrum  des  glühenden  Gases  lagen.  Der  W^, 
den  ich  in  meiner  früheren  Mittheilung  als  geeignet  zur  chemi- 
schen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  bezeichnet  habe,  hat  hier- 
durch seine  theoretische  Begründang  erhalten. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einen  Erfolg  zu  erwäh- 
nen, den  ich  auf  diesem  Wege  seit  metner  früheren  Mittheilung 
gewonnen  zu  haben  meine.  Kach  den  Untersuchungen  Ton 
"Wheatstone,  Massen,  Angström  und  Anderen  weiss  man, 
dass  im  Spectrum  eines  elektrischen  Funkens  helle  Linieii  sich 
zeigen,  die  von  der  Natur  der  Metalle  abhängig  sind,  zwischen 
denen  der  Fmikc  Ubei'sjiringt,  und  man  kann  annehmen,  dass 
diese  Linien  übereinstimmen  mit  denjenigen,  die  in  dem  Spec- 
trum einer  Flamme  von  sehr  hoher  Temperatur  sich  bilden  wür- 
den, wenn  man  in  diese  dasselbe  Metall  in  passender  rorm 
bi-ächte.  Ich  habe  den  grünen  Theil  des  Spectruma  des  elek- 
trischen Funkens  zwischen  Eise nelektr öden  untersucht  und  in 
diesem  eine  grosso  Zahl  von  hellen  Linien  gefunden,  die  mit 
dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums  zu  coincidireo  scheinen. 
Bei  einzelnen  Linieu  ist  die  Coincidenz  wohl  kaum  mit  Sicher- 
heit zu  constatireii;  aber  ich  habe  dieselbe  bei  vielen  Grup- 
pen zu  sehen  geglaubt  und  zwar  in  der  Weise,  dass  den  hel- 
leren Xiinien  im  Funkenspectrum  die  dunkleren  im  Sonuenspec- 
trum  entsprachen;  hieraus  glaube  ich  schUessen  zu  dürfen,  daas 
diese  Coincidenzen  nicht  nur  scheinbare  waren.  Wurde  der 
Funke  zwischen  anderen  Metallen,  z.  B.  zwischen  Kupferelek- 
troden, gebildet,  so  fehlten  diese  hellen  Linien.  Ich  halte  mich 
ftir  berechtigt,  hieraus  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  unter  den  Be- 
standtbeileii  der  glühenden  Sonnenatmosphäre  sich  ßiaen  befin- 
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det,  einen  äclüuss,  iler  übrigens  sehr  nahe  liegt,  weim  mau  das 
häufige  Vorkommen  des  Eisens  iu  der  Erde  und  in  den  Meteor- 
steinen bedenkt.  Von  den  dnnkehi  Linien  des  Sonuenspectrums, 
die  mit  hellen  des  EiseuspectiiiDia  zusammenzufallen  scheinen, 
kann  ich  mit  Bezugnahme  auf  die  von  Fraunhofer  gegebene 
Zeichnung  des  Sonnenspectrums  nur  wenige  beschreiben;  es  ge- 
hören zu  diesen  die  linie  E,  einige  weniger  scharfe  Linien  dicht 
neben  E  nach  dem  violetten  Ende  des  Spectrams  bin  und  eine  ' 
Linie,  die  zwischen  den  btiiden  nächsten  der  drei  sehr  ausge- 
zoichnet*n  Linien  sieb  befindet,  die  Fraunhofer  bei  6  ge- 
zeichnet bat. 


üeber  das  Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsvermügen 

und  dem  AbsorptionsvermSgen  der  Körper  für 

Wärme  und  Licht.') 

§.  1. 
Annahmen. 

Die  "Wärmestralilen  sind  ihrer  Natur  nach  den  Licht- 
strahlen gleich;  diese  bilden  eine  specielle  Classe  jeuer.  Die 
nicht  sichtbaren  Wärmeatrahlen  unterscheiden  sich  von  den 
Lichtstrahlen  nur  durch  den  Werth  der  Schwinguugsdauer  oder 
Wellenlänge. 

Alle  Wärmestrahlen  gehorchen  bei  ihrer  Fortpfianzui^ 
denselben  Gesetzen,  die  fUr  die  Lichtstrahlen  erkannt  worden 
sind. 

Ein  leuchtender  Körper,  der  in  einem  leeren  Räume  dch 
befindet,  sendet  Lichtstrahlen  aus,  die  unabhängig  von  den 
Körpern  sind,  auf  welche  sie  fallen;  entsprechend  sind  alle 
Wännestrahlen,  welche  ein  Körper  aussendet,  unabhängig  von 
den  Körpern,  die  die  Umgebung  jenes  bilden. 

Von  den  Wärmestrahlen,  die  dem  Körper  von  seiner  Um- 


')  Unteranclmugen  Über  das  Sooneiiepectram  und  die  Spectren  der 
cbemiHcben  Elemente,  2.  Ausgabe,  Berlin,  Ferd.  Dümmler'B  Verlagsbuch- 
hfuidlung  1862. 


672     ÜAer  du  VctUltniw  nmAem  den  RniiMiin» rennagm  en. 

gebni^  zogeschicb  werden,  wird  ein  Tbdl  absorbirt,  der  auda 
in  Bichtimgeu,  die  durch  Befiexioo  nnd  Brechung  geändert  sin 
wieder  fortgesändt  Die  von  ihm  gebrocbeaen  tmd  reflectirt4 
StraUen  besteben  oeben  den  ron  ihm  aasgesendeten,  ohne  dai 
eine  gegenseitige  Störung  stattfindet 

Durch  die  "Wärmestrahlen,  welche  ein  Körper  anssendä 
wird  der  Regel  nach  die  Wärmemenge,  die  er  enthält,  eini 
Verlust  erleiden,  der  der  lebendigen  Kraft  jener  iStrahlen  äqn 
valeot  ist,  und  durch  die  WärmestraMeu,  die  er  absorbil 
einen  Gewinn,  der  ä<{iiiYalent  ist  der  lebendigen  Kraft  der  al 
sorbirten  Strahlen.  In  gewissen  F^en  kann  aber  eine  An 
nähme  von  dieser  Regel  stattfinden,  indem  die  Absorption  na 
die  Ausstrahlung  andere  Vemnderungen  des  Körpers  bewirk 
wie  z.  B.  bei  Körpern,  die  vom  Lichte  chemisch  vei^nda 
werden,  und  Lichtsaugem,  die  durch  die  Ausstrahlung  di 
Lichtes,  welches  sie  au^enommen  haben,  die  Eigeaschait  2 
leuchten  verlieren.  Solche  Fälle  sollen  ausgeschlossen  werde 
durch  die  Annahme,  dass  der  Körper  die  Eigenschaft  besdts 
weder  durch  die  Strahlen,  die  er  aussendet  oder  all 
eorbirt,  noch  durch  andere  Einflösse,  denen  er  aat 
gesetzt  ist,  irgend  eine  Veränderung  zu  erleiden,  wen: 
seine  Temperatur  durch  Zuführung  oder  Entziehnüi 
von  Wärme  constant  erhalten  wird.  Unter  dieser  B« 
dingung  ist  nach  dem  Satze  von  der  Aequivaleuz  von  Wärdi 
und  Arbeit  die  Wärmemenge,  welche  dem  Körper  in  eins 
gewissen  Zeit  zugeiulu-t  werden  muss,  um  die  Abkühlung  s 
verhindern,  die  in  Folge  seiner  Strahlung  eintreten  '«■ürde,  &qin 
valent  der  lebendigen  Kraft  der  ausgesendeten  Strahlen,  aa 
die  Wärmemenge,  welche  ihm  entzogen  werden  muss,  um  di 
Erwärmung  durch  Absorption  von  Wärmestrahlen  au&uhebei 
äquivalent  der  lebendigen  Kraft  der  absorbirten  Strahlen. 

Ein  Körper,  welcher  dieser  Bedingung  genügt,  sei  in  eil 
Hülle  eingeschlossen,  die  dieeelbe  Temperatur  wie  er  hat,  durc 
die  keine  Wärmestrahlen  hindurchgehen  können,  deren  Ten 
peratur  constant  erhalten  wird,  und  die  derselben  Bedingua 
genügt.  Der  Körper  sendet  Wärmestralilen  aus  und  wird  gl 
troffen  von  solchen,  die  theils  von  der  Hülle  ausgeganga 
theüs  durch  Reflexion  von  dieser  zu  ihm  zurückgeworfen  aini 
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er  absorbirt  einen  Theil  dieser.  Seine  Temperatur  muss  dabei 
dieselbe  bleiben,  ohne  dasg  ihm  Wärme  entzogen  oder  mitge- 
theiit  wird,  wie  aus  dem  Principe  folgt,  aus  dem  der  Carnot- 
sche  Satz  sich  ergiebt.  Es  muss  deshalb  die  lebendige  Kraft  der 
Strahlen,  die  er  in  gewisser  Zeit  aussendet,  gleich  der  leben- 
digen Kraft  der  Strahlen  sein,  die  er  in  derselben  Zeit  ab- 
surbirt. 

Der  zu  tührende  Beweis,  der  auf  diesen  Schluss  sich  stützt, 
erfordert  die  genaue  Untersuchung  der  Stralilen,  die  zwischen 
dem  Körper  und  der  Hülle  bin-  und  hergehen;  diese  Unter- 
suchung wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  sich  die  Hülle, 
ganz  oder  zum  grössten  Theile,  aus  Körpern  gebildet  denkt, 
die  bei  unendHch  kleiner  BicJce  alle  Strahlen,  die  auf  sie  fallen, 
vollständig  absorbireu. 

Ich  will  solche  Körper  vollkommen  schwarze,  oder 
kürzer  schwarze  nemien.  Ein  schwarzer  Körper,  in  diesem 
Sinne  des  Woiles,  muss  dasselbe  BrechungsTerhältniss  haben, 
wie  das  Mittel,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt;  dann  tritt  an 
seiner  Oberfläche  keine  üeHexion  ein,  und  alle  auffallenden 
Strahlen  können  vollständig  absorbirt  werden.  Dichter  Jod- 
dampf in  Berührung  mit  atmosphärischer  Luft,  oder  Pech  in 
BerühjTing  mit  Glas  können  nahezu  als  schwarze  Köiper  be- 
trachtet werden,  nicht  aber  Joddampf  in  Berührung  mit  Glas 
oder  Pech  in  Berührung  mit  Lult.  Es  soll  hier  zunächst  die 
Strahlung  im  leeren  Räume  untersucht  werden;  die  schwai'zen 
Körper,  von  welchen  die  Rede  sein  wird,  müssen  daher  ein 
Brechujigsverhältiiiss  haben,  welches  nur  unendlich  wenig  von 
1  verschieden  ist. 

Die  Annahme,  dass  solche  schwarze  Körper  denkbar  sind, 
bildet  em  wesonthches  Hülfsmittel  bei  dem  Beweise,  der  hier 
geführt  werden  soll.  Ferner  wird  angenommen  werden,  dass 
vollkommen  diatbermane  Körper  denkbar  sind,  also  solche, 
die  von  auffallenden  Wärmestrahlen  —  welcher  Natur  diese 
auch  sein  mögen  —  Nichts  absorbireu,  und  endlich,  dass  eiu 
vollkommener  Spiegel  denkbar  ist,  d.  h.  ein  Körper,  welcher 
alle  Wännestralden  vollständig  reflectirt.  Ein  vollkommener 
sowie   jeder   vollkommen   diathennane   Körper   kann 

■j  keine  Strahlen  aussenden;  denn  thäte  er  es,  so  würde 
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er  (in  eine  HülJe  von  gleicher  Temperatui-  eingeschlossen)  diese 
Hülle  mehr  und  mehr  erwärmen  und  sich  selbst  mehr  und 
mehr  abkühlen. 

§.2. 

Definitionen. 

Vor  einem  Körper  C,  Fig.  24,  denke  man  sich  zwei  Schirme 

S^  und  Sg  aufgestellt,  in  welchen  die  beiden  Oefl'uungen  1  und  2 

sich  befinden,  deren  Dimensionen  un- 

"*■  "*"  endlich  klein  gegen  ihre  Entfernung 

5 '  _     sind,  und  von  deneu  eine  jede  einen 

Mittelpunkt  hat.  Durch  diese  Oeff- 
nungen  tritt  ein  Bündel  der  Stralden, 
die  der  Körper  C  aussendet.  Von 
diesem  Strahlenbündel  betrachte  man 
I  den     Thoil,     dessen     Wellenlängen 

j    zvi^ischen  X  und  }.  +  dX  liegen,   und 

zerlege  denselben  in  zwei  polarisirte 
Componenten ,  deren  Polarieationa- 
ebenen  die  auf  einander  rechtwink- 
ligen, durch  die  Axe  des  Strahlen- 
bündels gehenden  Ebenen  n  und  ä  sind.  EdX  sei  die  Intensität 
der  nach  a  polarisirten  Componente  oder,  was  dasselbe  ist,  der 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Aetbers  oberlialb  des 
Schirmes  S^  durch  diese  Componente  in  der  Zeiteinheit  er- 
fährt Die  Grösse  £  heisse  das  Emissionavermögen  des 
Körpers  C. 

Auf  den  Körper  C  falle  umgekehrt  diu'ch  die  Oeffnungen 
2  und  1  ein  Strahlenbündel  von  der  Wellenlänge  X,  das  nach 
der  Ebene  n  polariairt  ist;  von  diesem  absorbirt  der  Körper 
einen  Theil,  wahrend  er  daa  Uebrjge  reflectirt  oder  durchlässt; 
das  Verhältniss  der  Intensität  der  abaorbirten  Strahlen  zu  der 
der  auifallenden  sei  A  und  heisse  das  Absorptionsvermögen 
des  Körpers  C. 

Die  Grössen  E  und  A  hängen  von  der  Natur  und  dem 
Zustande  des  Körpers  C  ab,  ausserdem  aber  auch  von  der 
Lage  und  Gestalt  der  Oeffnungen  1  und  2,  von  der  Wellen- 
länge X  und  der  Richtung  der  Ebene  u. 


6^ 
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Bei  diesen 
Das  Verhälti 
und  dem  Absorptiona- 


§.3. 

[en  gilt  der  Satz: 
wischen  dem  EmisBionsverinögeii 


ist  für  alle  Körper 
bei  derselben  Temperatur  dasselbe. 
Es  soll  dieser  Satz  zuerst  für  den  Fall  bewiesen  werden, 
dass  man  nur  schwarze  Körper  mit  einander  vergleicht,  also 
solche,  deren  Absorptionsvermögen  =  1  ist;  d.  h.  es  soll  gezeigt 
werden,  dass  das  Emissioosvermögen  aller  schwarzen  Körper 
bei  derselben  Temperatur  dasselbe  ist.  Der  Beweis  dieses 
speciellen  Satzes  ist  ähnlich  dem  des  allgemeinen,  aber  ein- 
facher; er  wird  daher  das  Verständniss  des  letzteren  erleichtem. 
TJeberdies  werden  Folgerungen,  die  aus  dem  speciellen  Satze 
sivh  ergeben,  bei  dem  Beweise  des  allgemeinen  gebraucht. 

5.4, 

Beweis  des  Satzes  §.  3  für  schwarze  Körper. 

Jener  Körper  C  sei  ein  schwarzer;  sein  Emissionsvermögen, 
das  im  Allgemeinen  durch  E  bezeicinet  ist,  werde  e  genannt; 
es  soll  bewiesen  werden,  dass  e  ungeändert  bleibt,  wenn  C  durch 
irgend  einen  anderen  schwarzen  Körper  von  derselben  Tempe- 
ratur ersetzt  wird. 

Man  denke  sich  den  Körper  C  in  eine  schwarze  Hülle 
eingeschlossen,  von  der  der  Schirm  S^  einen  Theil  ausmacht; 
der  zweite  Schirm  Sj  sei  wie  der  erste  aus  einer  schwarzen 
Substanz  gebildet,  und  beide  seien  durch  schwarze  Seitenwinde 
ringsum  mit  einander  verbunden,  wie  Fig.  25  andeutet.  Die 
Oeffnung  2  denke  man  sich  zuerst  durch  eine  gleichfalls 
schwarze  Fläche,  die  ich  die  Fläche  2  nennen  will,  verschlossen. 
Das  ganze  System  soll  dieselbe  Temperatur  besitzen  und  die 
Hülle  von  Aussen  her  auf  constanter  Temperatur  erhalten 
werden.  Nach  den  in  §.  1  gemachten  Auseinandersetzungen 
muss  dann  dif  lebendige  Kraft  der  Strahlen,  die  der  Körper 
C  in  einer  gewissen  Zeit  aussendet,  gleich  sein  der  lebendigen 
Kraft  der  Strahlen,  die  er  in  derselben  Zeit  absorbirt;  mit 
anderen  Worten:  die  Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  die 


Uebct  du  VerhSltniM  cwiachen  dem  Emi 


itendtäte^dv 


er  au8»cndet,  muss  gleich  Bein  der  Summe  der  Intensitäten 
Strahlen,  <lie  ihn  treffen,  da  er  die  letzteren,  der  Voraassetzang 
Tollständig  absorbirt  Nun  stelle  man  sich  ^or,  dass 
die  Flächo  2  entfernt  imd  die  frei  gemachte  Oeffnnng  tct- 
schlossen  werde  durch  ein  unmittelbar  dahinter  gesetztes  Stück 
einer  vollkumnien  spiegelnden  Kug(;lfläcbe,  die  ihren  Mittel- 
punkt iu  dem  Mittelpunkte  der  Oeffnung  1  hat  Das  Gleich- 
gewicht der  Temperatur  wird  auch  daun  bestehen.  Jene  Gleich- 
heit der  Intensität  der  Strahlen,  die  der 
Körper  C  aussendet,  und  derer,  von 
welchen  er  getroffen  wird,  muss  also  auch 
jetzt  stattfinden.  Da  aber  der  Körper 
C  jetzt  dieselben  Strahlen  aussendet,  wie 
in  dem  vorher  gedachten  Falle,  so  folgt, 
dass  die  Intensität  der  Strahlen,  welche 
in  beiden  FäUeu  den  Körper  C  treffen, 
dieselbe  ist.  Durch  die  Entfernung  der 
Fläche  2  sind  dem  Körper  C  die  Strah- 
len entzogen,  die  jene  durch  die  Oeffiiung 
1  hindurchsendete;  dafür  wirft  der  an 
der  Oeffnung  2  angebrachte  Hohlspiegel 
gerade  diejenigen  Strahlen  zu  dem  Körper 
C  zurück,  die  dieser  selbst  durch  die  Oeffnungen  1  und  2*hin- 
durchsendet,  denn  der  Holdspiegel  entwirft  von  der  Oeönuug 
1  ein  Bild,  welches  mit  ihr  selbst  zusammenfällt.  *)  Es  ergiebt 
sich  hieraus,  dass  die  Intensität  des  Strahlenbündels,  welches 
der  Körper  C  durch  die  Oeöimngen  1  und  2  ausschickt,  gleich 
ist  der  Intensität  des  Strahlenhündels,  welches  die  schwarze 
Flächo  2  durch  die  Oeffniuig  1  entsendet.  Da  diese  Inten- 
sität unabhängig  ist  von  der  Gestalt  und  weiteren  Beschaffen- 
heit des  schwarzen  Körpers  C,  so  ist  es  jene  ebenfalls.  Es 
wäre  liiermit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen,  wenn  alle 
Strahlen  der  beiden  eben  mit  einander  verglicheneu  Stralilen- 

^  Von  lier  Bt^ugimg  lii-r  Strahlfn  an  ilen  Rändern  (ier  Ot-ffiiiuig  2 
kmin  mrui  absi^cii,  denn  die  Offfiningen  1  und  2  köUDCii  unfndlii^  klein 
pegfn  ihre  Entfi'raung  tind  doch  noch  uncndhch  gross  gegen  die  Welien- 
litngen,  d.  b.  so  gross  angenommen  werden,  dass  die  BeogungBerschci- 
nuufffui  tuuDerklich  sind. 
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biindel  von  der  Wellenlänge  X  und  nacli  der  Ebene  «  polarisirt 
wären.  Die  beiden  Strahlenbilndel  sind  aber  aus  verschieden- 
artigen Theilen  zusammengesetzt,  und  aus  der  Gleichheit  der 
Intensitäten  der  ganzen  Bündel  lässt  sich  nicht  uumittelbar  auf  die 
Gleichheit  der  Intensitäten  der  entsprechenden  Theile  schliessen. 

Die  nöthige  Ergänzung  des  Beweises  wäre  leicht  gegeben, 
wenn  eine  Platt«  als  möglich  angenommen  werden  könnte,  die 
die  Eigenschaft  besässe,  Strahlen,  deren  Wellenlängen  zwischen 
/.  und  A  +  rfA  liegen  uiid  deren  Polarisationsebene  parallel  der 
Ebene  a  ist,  uugeschwächt  hindurchzulassen,  Strahlen  von  an- 
derer Wellenlänge  oder  entgegengesetzter  Polarisationsrichtung 
aber  vollständig  zu  reflectiren.  Dächte  man  die  in  Fig.  25  dar- 
gestellt« Ajiordnung  sich  durch  Änbringimg  einer  solchen  Platte 
vor  der  Oeffnung  1  modificirt,  so  gelangte  man  durch  die  in 
Bezug  auf  diese  Fignr  angestellte  Betrachtung  unmittelbar  zu 
dem  zu  beweisenden  Satze, 

Die  Annahme,  dass  eine  solche  Platte  möglich  sei,  ist  aber 
durch  Nichts  gerechtfei-tigt.  Dagegen  ist  eine  Platte  möglicl), 
welche  von  Strahlen,  die  sie  in  dei-selben  Richtung  treffen,  ver- 
schieden viel  hindurchlässt  und  reflectirt,  je  nach  ihrer  Wellen- 
länge und  Pülarisationsrichtung.  Eine  Platte,  welche  so  dünn 
ist,  daas  sie  in  den  sichtbaren  Strahlen  die  Farben  dünner 
Blätteben  zeigt,  und  welche  den  Strahlen  schief  in  den  Weg 
gestellt  ist,  leistet  dieses.  Eine  solche  Platte  soll  benutzt  wer- 
den bei  dem  Versuche,  dessen  Auaflihrmig  gedacht  wird.  Dabei 
soll  aber  eine  solche  Einrichtung  getroffen  werden,  dass  die 
beiden  Strahlenbündel,  um  deren  Vergleichung  es  sich  handelt, 
nicht  durch  die  Platte  hindurcbgehn,  sondern  von  ihr  reflectirt 
werden,  und  zwar  unter  dem  Polarisationswinkel,  während  die 
JRetiesionsebene  mit  der  Ebene  a  zusammenfällt.  Mau  erlangt 
dadurch  den  Vortheil,  dass  die  senkrecht  zu  «  polarisirten 
Strahlen  aus  der  Betrachtung  ganz  fortfallen.  Die  Platte  soll 
weiter  aus  einem  vollkommen  diathermanen  Mittel  gebildet  sein; 
sie  absorbirt  dann  keine  Strahlen  und  sendet  keine  aus, 

§.5. 
Bei  der  Fig.  25  beschriebenen  Anordnung  denke  mau  sich 
zwischen  die  Oeffuungen  1  und  2  eine  Platte  der  bescliiiebenen 

Klrchfaoff,  Getimintlt;  Ablundlangcn.  37 


Flg.SB. 


578     Ueber  das  VetlifütnisB  zwischen  dem  EmiBsionavermögen  c 

Art  gebracht,  die  durcli  J'  bezeichnet  werden  soll.  Sie 
gerichtet,  dass  das  durch  die  Oeffiiuugeu  1  und  2  tretende 
Strahleubimdel  sie  unter  dem  Polarisationswiiike!  trifft  und  die 
Einfallsebene  die  Ebene  a  ist.  Die  Wand,  welche  die  Schirme 
*',  und  5j  mit  einander  -verbindet,  sei  so  gestaltet,  dass  das 
Spiegelbild,  welches  die  Platte  P  von  der  Oeffiiung  2  entwirft, 
in  ihr  liegt;  an  dem  Orte  und  von  der  Gestalt  dieses  Spiegel- 
bildes denke  man  sich  eine  Oeffnung,  welche  ich  die  Oeffnuiig 
3  nennen  will.  Die  Oeffnuug  2  sei  durch  eine  schwarze  Fläche 
von  der  Temperatur  des  ganzen  Systems, 
die  Oeffnung  3  einmal  durch  eine  eben 
solche  Fläche,  die  ich  als  die  Fläche  3 
bezeichnen  werde,  das  andere  Mal 
durch  einen  vollkommenen  Hohlspiegel 
Terschlossen,  der  seinen  Mittelpunkt  an 
dem  Orte  des  Spiegelbildes  hat,  das  die 
Platte  /*  von  dem  Mittelpunkte  der  Oeff- 
nung 1  entwirft.  In  beiden  Fällen  ändet 
ein  Gleichgewicht  der  Wärme  statt;  durch 
eine  Betrachtung,  wie  sie  im  vorigen 
Paragraphen  durchgeführt  ist,  folgt  daraus, 
dass  die  Summe  der  Intensitäten  der 
Strahlen,  die  durch  Entfernung  der  Fläche 
3  dem  Körper  C  entzogen  werden,  gleich  ist  der  Summe  der 
Intensitäten  der  Strahlen,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hohlspiegels  zngeflihrt  werden.  Ein  schwarzer  Schirm  (von 
der  Temperatur  des  ganzen  Systems),  S._„  sei  so  aufgestellt, 
dass  direkt  keine  von  den  Strahlen,  die  die  Fläche  3  aussendet, 
die  Oeffiiung  1  treffen.  Die  erste  Summe  ist  dann  die  Inten- 
sität der  Strahlen,  die  von  der  Fläche  3  ausgegangen,  an  der 
Platte  P  reflectirt  und  durch  die  Oeffnung  1  getreten  sind;  sie 
werde  durch  Q  bezeichnet.  Die  zweite  Summe  setzt  sich  aus 
zwei  Theilen  zusammen;  der  eine  Theil  rUhrt  von  dem  Körper 
C  her  und  ist: 


=/'-' 


wo  r  eine  von  der  Beschaffenheit  der  Platte  Pund  der  Wellen- 
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länge  X  abhängige  Grösse  bedeutet;  der  zweite  Theil  i-ührt  von 
Sti'ahlen  her,  welche  von  einem  Theile  dei-  schwarzen  Wand 
ausgegangen  sind,  die  die  Schinne  6j  und  '%  yerbindet,  die 
Platte  P  durchiinmgen  haben,  von  dem  Hohlspiegel  und  dann 
von  der  Platte  P  reflec-tirt  sind;  dieser  Theil  werde  durch  R 
bezeichnet.  Es  ist  unnöthig,  den  WerÜi  von  R  nälier  zu  imter- 
snchen;  es  genügt  zu  bemerken,  dass  R,  ebenso  wie  Q,  von 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  C  unabhängig  ist.  Zwischen 
den  eingeführten  Grössen  besteht  die  Gleichung: 


Idln 


Denkt  man  sich  nun  den  Körper  C  durch  einen  anderen 
schwarzen  Körper  von  derselben  Temperatur  ersetzt,  und  be- 
zeichnet man  iür  diesen  mit  e  ,  was  man  fllr  jenen  mit  e  be- 
zeichnet hat,  so  gilt  auch  die  Gleichung: 


Hieraus  folgt: 


Jdle'r^  +  R^Q. 


f,n(e~e')r^  =  Q. 


Man  nehme  nun  an,  daaa  das  Brechungsverhältniss  der 
Platte  P  nur  wenig  von  der  Einlieit  verschieden  ist.  Aus  der 
Theorie  der  Fai'ben  dünner  Blättchen  folgt  dann,  dass 

r  =  p  sin'  -^ 

gesetzt  werden  kann,  wo  p  eine  mit  der  Dicke  der  Platt«  Ppro- 
portionale, von  A  unabhängige,  p  eine  von  dieser  Dicke  unabhän- 
gige GrTÖsae  bedeutet   Hierdurch  wird  die  abgeleitete  Gleichung: 


j'dK{e~~e-)Q^sm*^^=  0. 


Daraus,  dass  diese  Gleichung  für  jede  Dicke  der  Platte  P,  also 
für  jeden  Werth  von  p  bestehen  muss,  lässt  sich  schliesseii, 
dass  filr  jeden  Werth  von  A 


580     Ueber  das  Verhältniss  2swischeu  dem  Emissionsvermögen  etc. 

ist.    Um  den  Beweis  hierfür  zu  führen,   setze  man  in  jene 
Gleichung  für  sin*  ^: 

|[cos4|-.4cos2|  +  3] 
und  differenzire  sie  zweimal  nach  />;  man  erhält  dadurch: 

jdX  ^^=^  (cos  4  f  -  cos  2 1)  =  0. 

0 

An  Stelle  von  X  führe  man  nun  eine  neue  Grösse  a  durch 
die  Gleichung: 

2 

ein  und  setze: 

Man  erhält  dadurch: 

00 

J  daf{a)  (cos  2p  a^  cosp  cc)  =  0. 

0 

Erwägt  man,  dass,  wenn  (p{a)  eine  beliebige  Function  von  cc 
bedeutet, 


00  00 


fdccj){a)cos2pu  —  lCdu(p  (^jcospa 

0  0 

ist,  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man  ^  für  e^  setzt,  so 
kann  man  dafür  schreiben: 

Jd  a  \f  m  -  2/  («)1  cos;» «  =  0. 

0 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit 

dp  cos  xp^ 

wo  X  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet,  und  integrire  sie  von 
/>  =  0  bis/>  =  C30.  Nach  dem  Pourier'schen  Satze,  der  durch 
die  Gleichung: 
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i  dp  cos  p.r  j  dfirp[a]  CO^p  tx—^tfi  (x) 
ausgusprochen  ist,  erhält  man  dadurcli: 

/(|)-2/H 

oder 

/(f)-2/W. 

Hieraus  folgt,  dass  /  (a)  entweder  flir  alle  Werthe  von  a  ver- 
schwindet oder  unendlich  gross  werden  muss,  wenn  le  sich  der 
Null  nähert.  Wenn  «  sich  der  Null  nähert,  wird  X  unendlich. 
Erinnert  man  sich  an  die  Bedeutung  von  /  («)  und  erwägt, 
dass  p  ein  echter  Bruch  ist,  und  dass  weder  e  nocli  e'  unend- 
lich werden  können,  wenn  X  ins  Unendhche  wächst,  so  sieht 
man  ein,  dass  der  zweite  Fall  nicht  stattfinden  kann  und  das3 
daher  für  alle  Werthe  von  l 


In  ähnlicher  Weise  soll  der  Fall  behandelt  werden,  dass 
der  Körper  C  kein  schwarzer,  sondern  ein  beliebiger  ist.  Von 
demselben  soll  nicht  vorausgesetzt  werden,  dass  er  homogen 
ist;  theils  an  seiner  Oberfläche,  theils  in  seinem  Innern  werden 
daher  die  Strahlen,  die  von  der  schwarzen  Hülle  auf  ihn  fallen, 
die  mannigfaltigsten  Modificationen  erleiden  können.  Aus  diesem 
Grunde  muss  als  Vorbereitung  zu  dem  zu  führenden  Beweise 
eine  Untersuchung  der  Strahlung,  die  zwischen  schwarzen 
Flächen  gleicher  Temperatur  durch  beliebige  Körper  hindurch 
stattfindet,  vorgenommen  werden.  Dieser  Untersuchung,  die 
sicli  auf  den  eben  bewiesenen  Satz  stützt,  sind  die  nächsten 
Paragraphen  gewidmet. 


Strahlung  schwarzer  Flächen  gegen  einander. 

Wenn  das  Strahleuhündel,  welches  der  schwarze  Körper 
C  durch  die  Oefinungen  1  und  2  aussendet,  theilweise  gerad- 
linig polarisirt  wäre,  so  mUsste  die  Polarisationsebene  des  po- 


U«bcr  «u  YfiMlniiw  twiMkE*  4n  &ä 


an  da-  K&iper  C  mm  die 
Ase  dM  BtnUedilDddB  gedralii  «fitde.  ESse  «ildte  DnlniDg 
iiflwlii  daber  dai  Wcttfa  tmi  e  iaden.  Da  nacli  der  be- 
mfwcum  flkidmg  eine  soldke  Aeadai^  nicht  etntretea  kwin, 
■0  bat  das  StnUeidAadel  kwnfn  gendtmig  polansirten  Ttwil. 
El  liaat  ach  bemsea,  da»  dusdbe  such  keinen  circular  po- 
brÜBiieo  ^letl  haben  kam.  Oer  Beweis  d&f^  soll  aber  hktr 
ni^  gefthrt  werden.  Ancfa  ohne  denselben  giebt  maü  zu, 
daM  Bchwaize  K3q>er  sieb  denken  lassen,  in  deren  Stmctor 
kein  Grand  liegt,  weshalb  sie  in  irgeml  einer  Richtung  mehr 
re«bts-ctrcaiar  poUrisirte  Strahlen  als  links-drcnlar  polarisirte 
Strahlen  aoMenden  soQteu.  Yon  dieser  Beschaffenheit  sollen 
die  Bchwarzen  Körper,  die  in  der  weiteren  Betrachtung  ror- 
konimen,  vorati8ge<>etzt  werden;  ^\e  geben  in  allen  lüchtangeo 
nichtpolariüirte  Strahlen  aus. 


{.7. 

Die  mit  e  bezeichnete  Grösse  hängt  ausser  von  der  Te«-  i 
pemtur  und  der  Wellenlänge  von  der  Gestalt  und  relativr^o 
Luge  der  Ooffnungen  1  und  2  ab.  Bezeichnet  man  durch  ip, 
imd  «>,  die  Projectioneo  der  Oeffnuugen  auf  Ebenen,  die 
senkrocht  auf  der  Axe  des  betrachteten  Strahleubündels  stehen, 
und  nennt  t  die  Entfernung  der  Oeffijungen,  so  ist; 


wo  7  nur  eine  Function  der  Wellenlänge  und  der  TempeW 
bedeutet. 

§.8. 
Da  die  Gestalt  des  Körpers  C  eine  willkürliche  ist,  so  kann 
man  fUr  denselben  auch  eine  Fläche  eubstituiren,  welche  die 
OeffiiUTig  1  gerade  ausfüllt,  und  welche  ich  die  Fläche  1  nennen 
will;  der  Schirm  S,  kann  dann  fortgedacht  werden.  Auch  der 
Schirm  A',  kann  foi-tgedacht  werden,  wenn  man  das  Strableu- 
btlndrl,  auf  welches  sich  e  bezielit,  als  dasjenige  definirt,  das 
von  der  Fläche  1  auf  die  Fläche  2  fällt,  welche  die  Oe&ung 
2  gerade  auslUllt. 
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{.  9. 
Eine  Folgerung  aus  der  letzteu  Gleichung,   die  sich  un- 
mittelbar darbietet,   und  die   später  benutzt  werden  wird,   ist 
die,   dasa  der  Werth  von  e  ungeändert  bleibt,   wenn  man  die 
Oeffnungen  1  und  2  mit  einander  vertauscht  denkt. 

§.  10. 

Ea  soll  jetzt  ein  Satz  bewiesen  werden,  welcher  als  eine 
Verallgemeinerung  des  im  letzten  Paragraphen  ausgesprochenen 
Satzes  betrachtet  werden  kann. 

Zwischen  den  beiden  schwarzen  Flächen  gleicher  Tem- 
peratur, 1  und  2,  stelle  mau  sich  Körper  vor,  welche  die 
Strahlen,  die  jene  einander  zusenden,  auf  beliebige  Weise 
brechen,  reflectiren  und  absorbiren.  Es  können  mehrere 
Strahlenbundel  von  der  Fläche  1  nach  der  Fläche  2  gelangen; 
unter  diesen  wähle  man  eins,  betrachte  von  demselben  bei  1 
den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  A  und  A  +  dX  hegen, 
und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  deren  Polariaations- 
ebenen  die  auf  einander  senkrechten  {sonst  behebigen)  Ebenen 
fli  und  i|  sind.  Was  von  der  ersten  Componente  in  2  an- 
kommt, zerlege  man  in  zwei  Componeuten,  deren  Potarisatious- 
ebenen  die  auf  einander  senkrechten  (sonst  beliebigen)  Ebenen 
Oj  und  Ä;  sind.  Die  Intensität  der  nach  a^  polarisirten  Com- 
ponente sei  KdX.  Von  dem  StraUlenbilndel,  welches  auf  dem- 
selben Wege  wie  das  vorige  von  2  nach  1  geht,  betrachte  man 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängeu  zwischen  X  und  X  +  dX 
liegen,  und  zerlege  diesen  in  zwei  nach  a^  und  h^  polarisirte 
Komponenten.  Was  von  der  ersten  Componente  in  1  ankommt, 
zerlege  man  in  zwei  Componenten,  deren  Polarisatiousebenen 
«,  und  fi,  sind.  Die  Intensität  der  nach  o,  polarisirten  Com- 
ponente sei  Ä"  dX.    Dann  ist 

K=  Ä". 

Der  Beweis  dieses  Satzes  soll  zunächst  unter  der  Voraus- 
setzung geftthrt  werden,  dass  die  betrachteteu  Strahlen  auf 
ihrem  Wege  keine  Schwächung  erleiden,  unter  der  Voraus- 
setzung also,  dass  die  Brechungen  und  Beöexionen  ohne  Ver- 
lust geschehen,  dass  Absorption  nicht  stattfindet,  und  dass  die 
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aus   1  nach  a^  polarisirt   austretenden  Strahlen  in  2   nachl 
polarisirt  ankommen,  so  wie  umgekehii. 

Durch  den  Mittelpunkt  von  1  lege  man  eine  Ebene  aenk- 
recht  zur  Äxe  des  hier  austretenden  oder  ankommeiiden 
Strahlenbündels  und  denke  sich  in  dieser  ein  rechtwinkliges 
Coordinatens Jätern,  dessen  Anfangspunkt  jeuer  Mittelpunkt  ist. 
x^,  y,  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  Pig.  27. 
In  der  Einheit  der  Entfernung  von  dieser  Ebene  denke  maii 
ach  eine  zweite,  ihr  parallele  und  in  dieser  ein  Coordinaten- 
Bjstem,  dessen  Axen  parallel  denen  jenes  sind  und  dessen  An- 
fangspunkt in  der  Axe  des  Stralitenbibidels  liegt,  x^,  y^  seien 
die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Ebene.  In  ähnlicher 
Weise  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  von  2  eine  Ebene  senk- 
recht zur  Axe  des  hier  austretenden  oder  auffallenden  Sti'ahlen- 
bündels  und  flilu-e  in  dieser  ein  rechtwiiddiges  Coordinaten- 
system  ein,  dessen  Anfangspunkt  der  genannte  Mittelpunkt  ist. 
rj,  Ja  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes 
^'  '^'  der  Ebene.     Li  der  Einheit  der  Entfernung 

von  dieser  Ebene  und  ihr  parallel  denke  man 
sich  endhch  eine  rierte  und  in  derselben  ein 
Coordinatensystem,  dessen  Axen  den  Axen 
der  j^j,  j^g  parallel  sind  und  dessen  Anfangs- 
punkt in  der  Axe  des  Strahlenbündels  liegt. 
fl-.j,  t/^  seien  die  Coordhiaten  eines  Punktes 
■^*     dieser  vierten  Ebene, 

Von  einem  beliebigen  Punkte  (j-„  yj  geht 
ein  Strahl  nach  einem  beliebigen  Punkte 
(j-„,  jfj);  die  Zeit,  die  er  gebraucht,  um  von 
jenem  Punkte  nacH  diesem  zu  gelangen,  sei  T;  sie  ist  eine 
Function  von  .r,,  y^,  a-j,  //,j,  welche  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  soll.  "Wenn  die  Punkte  [x^,  y^}  und  [x^,  y^  auf  dem 
Wege  des  genamiten  Strahles  liegen,  so  ist  {wenn  der  Kürze 
wegen  die  Foi-tpflanzungsgeschwindigkeit  des  Sti-aliles  im  leeren 
Baume  als  Einheit  angenonunon  wird)  die  Zeit,  die  der  Strahl 
gebraucht,  um  von  {x^,  y,)  nach  {x^,  y^)  zu  gelangen, 

=  T  -  Vl+(*, -■^,)»  +  (j'j-ys)' 


-yi+{x,-x,y~+{j,,~y,)\ 
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Gresetzt,  die  Punkte  (jj,  y^),  [x^,  y^)  wären  gegeben  und 
die  Punkte  (j-j ,  j/J,  (i,  ,  t/^)  gesucht,  so  würde  man  diese  finden 
können  aus  der  Bedingung,  dass  der  eben  aufgestellte  Aus- 
druck ein  Minimum  ist.  Nimmt  man  an,  dass  die  8  Coordi- 
naten  x^,  i/j,  x^,  y^,  x^,  y,,  x,,  y,  unendlich  klein  sind,  so 
drücken  hiemach  die  folgenden  Gleichungen  die  Bedingung 
dafür  aus,  daas  die  vier  Punkte  (jr,,.yj),  (J^j, y^),  (^3,^3),  {^^iV^ 
auf  einem  Strahle  liegen: 


er 


ar 


y^^ffi- 


^*  =  y*  - 


Nun  sei  {xj,  t/j)  ein  Punkt  der  Projection  der  Fläche  1 
auf  die  Ebene  der  3■^,  ji,,  und  d^^,  dy^  ein  Element  dieser 
Projection,  in  dem  der  Punkt  (j'j,  y,)  liegt  und  das  von  einer 
höheren  Ordnung  unendhch  klein  ist,  als  die  Flächen  I  und  2 
es  sind,  [x^,  y,^  sei  eiu  Punkt  eines  Strahls,  der  von  {J■^,  y^ 
ausgehend  die  Fläche  2  trifft,  dx^,  dy^  ein  Flächenelement,  in 
dem  der  Punkt  [t^,  y,^)  liegt,  von  derselben  Ordnung  wie 
dx^,  dyy  Die  Intensität  der  Strahlen  von  den  bezeichneten 
"Wellenlängen  und  der  gewählten  Polarisationsrichtung,  die  von 
dx^  dy^  ausgehend  durch  dx^  dy^  treten,  ist  dann  nach  §.  7: 
dXIdx^dy^  dx^dy^. 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  gelangt  diese  Strahlen- 
menge ungeschwächt  auf  die  Fläche  2  und  bildet  ein  Element 
der  mit  KdX  bezeichneten  Grösse.  Es  ist  K  das  gehörig  be- 
grenzte Integral 


lffffdx^dy,d^,d7j,. 


Hier  ist  die  Integration  nach  -r^  und  y,  über  diejenigen 
"Werthe  auszudehnen,  welche  diese  Grössen  nach  den  fiii-  sie 
aufgestellten  Gleichungen  erhalten,  während  x^  und  y^  con- 
stante  Werthe  behalten  und  -Tj,  y^  alle  "Werthe  annehmen,  die 
den  Punkten  der  Projection  der  Fläche  2  auf  die  Ebene  der 
aTj,  y,  entsprechen;  dann  ist  die  Integration  nach  j-„  ;/,  tiber 
die  Projection  der  Fläche  1  auszuführen.  Das  in  der  bezeich- 
nete Weise  begrenzte  DoppeHntegral 
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WO  die  Integration  über  die  Projection  der  Fläche  2  i 
dehnen  ist.     Hiernach  wird: 


^IJJJ  (s-n  Öx,  öy,  dst 


^  f/^j  lir^  rfy,, 


wo  die  Integration  über  die  Projectionen  der  Flächen  1  und  2 
zu  nehmen  ist. 

Behandelt  man  auf  dieselbe  "Weiae  die  mit  Jf  bezdcfanete 
GrrÖGse  und  benutzt  dabei,  dasa  ein  Strahl  dieselbe  Zeit  ge- 
braucht, um  den  Weg  zwischen  zwei  Punkten  in  dem  einen 
oder  in  dem  anderen  Sinne  zurückzulegen,  so  findet  man  filr 
K'  denselben  Äusdmck,  der  für  K  gefiinden  ist. 

Hierdurch  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  unter  der 
beschränkenden  Voraussetzung,  unter  der  er  zunächst  bewiesen 
werden  sollte.  Diese  Beschränkmig  wird  aber  uumittelbar  ge- 
hoben durch  eine  von  Helmholtz  in  seiner  physiologischen 
Optik  S.  169  gemachte  Bemerkung.  Helmholtz  sagt  hier 
(hei  etwas  anderer  Bezeiclmung) ;  „Ein  Lichtstrahl  gelajige  nach 
beUebig  vielen  Brechungen,  Reflexionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkte 
1  nach  dem  Punkte  2.  In  1  lege  man  durch  seine  ilichtung 
zwei  beliebige  auf  einander  seiJo'echte  Ebenen  n,  und  Aj,  nach 
welchen  seine  Schwingungen  zerlegt  gedacht  werden.  Zwei 
eben  solche  Ebenen  «^  imd  b^  werden  durch  den  Strahl  in  2 
gelegt.  Alsdann  läsat  sich  Folgendes  beweisen:  Wenn  die 
Quantität  *  nach  der  Ebene  «-,  polarisirten  Lichts  von  1  in 
der  Richtung  des  besprochenen  Strahls  ausgebt  und  davon  die 
Quantität  k  nach  der  Ebene  a^  polarisirten  Lichts  in  2  an- 
kommt, so  wird  rückwärts,  wenn  die  Quantität  i  nach  a^ 
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larisirten  Lichts  tod  2  ausgeht,  dieselbe  Quantität  k  nach  a.^ 
polarisirten  Lichts  in  1  ankoninieii ')." 

Beuut^t  maü  diesen  Satz  und  bezeichnet  mit  y  den  Weiib 
des  Verhältnisses  ^  für  die  beiden  StraMen,  die  zwischen  den 
Punkten  (j-j,  t/^)  und  (t,,  y^)  in  dem  einen  und  dem  anderen 
Sinne  sich  bewegen,  so  erhält  man  sowohl  füi-  K  als  für  A" 
einen  Ausdruck,  der  von  dem  gefundenen  nur  dadurch  sich 
imterscheidet,  dass  unter  den  Integralzeichen  noch  y  als  Factor 
auftritt 

Die  Gleichheit  von  K  und  K'  findet  hiernach  auch  dann 
statt,  wenn  /  einen  verschiedenen  Wertli  für  die  Stralüen  hat, 
in  welciie  eines  der  verglichenen  Strahlenbündel  getheilt  werden 
kann;  sie  hört  z.  B.  nicht  auf,  wenn  ein  Theil  des  Strahicn- 
hUndels  durch  einen  Schirm  aufgefangen  wii'd. 

5.  11. 

Von  denselben  Strahlenbündehi,  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  einander  verglichen  siuii,  gilt  auch  der  folgende  Satz;  Von 
dem  Strahlenbündel,  welches  von  1  nach  2  geht,  betrachte  man 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  l  +  dl 
liegen,  und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  die  nach  n^ 
und  /'a  polarisirt  sind;  die  Intensität  der  ersten  Compoueute 
sei  Htli.  Von  dem  Strahlen blindel,  welches  von  2  nach  1 
geht,  betrachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  AVellenlängen 
zwischen  i.  und  k  +  dl  liegen,  tmd  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponenten, die  nach  Oj  und  l>^  polarisirt  sind.  Was  von  der 
ersten  Componente  in  1  ankommt,  sei  H'dX.  Dann  ist 
H==  H. 


'j  Der  Satz  von  Helcabottz  gilt,  wie  dieser  bemerkt,  nicht,  wenn 
die  Polariaationaebenä  den  Strahles  eine  Dtehmig  erfährt,  wie  magnetische 
Kräfl«  sie  nach  der  Entdeckung  Faraday's  hervorbringen;  mau  hat 
datier  bei  den  folgenden  Betrachtungen  magnetische  Kräfte  sich  als  aiclit 
wirksam  zu  denken.  Helmholtz  beachrSnkt  seinen  Satz  auch  durch  die 
Annahme,  dass  das  Licht  keine  Aendenmg  der  Brecbbarkeit  erfahre,  wie 
sie  bti  der  Fluoresceiiz  vorkommt;  diese  Beschränkung  hört  auf  nüthig 
zu  Bciu,  wenn  man  bei  der  Anwendung  des  Satzes  immer  nur  Strahlen 
einer  Wellenlänge  im  Ange  fasat 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  der  folgende.  K  und  i_ 
sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  Paragraphen  haben 
L  und  Z.'  seien  die  Grössen,  die  aus  K  und  K'  entstehen,  wem 
die  Ebene  a^  mit  der  Ebene  i,  vertauscht  wird.  Dann  ii 
L  =  L',  ebenso  wie  K  =  IC.     Weiter  ist  1 

weil  senkrecht  auf  einander  polaiisirte  Strahlen  nicht  inte^ 
ferireii,  wenn  sie  auf  eine  gemeinschaftliche  Polarisationsebea 
zui-ückgefiihrt  sind,  falls  sie  Tbeile  eines  uichtpolarisirten  Strahle 
sind,  und  nach  §.  6  die  Fläche  1  nichtpolarisirte  Strahlen  aal 
sendet. 

Endlich  hat  man 

IJ'  =  Ä"  +  L', 
weil   zwei   Strahlen,   deren  Polarisationsebenen   senkrecht 
einander  sind,  nicht  intei-feriren.   Aus  diesen  Gleichungen  f 

H^ir. 

§.  12. 

Es  habe  Fig.  25  dieselbe  Bedeutung,  die  in  §.  4  angegeb« 
ist,  nur  sei  der  Körper  C  kein  schwarzer,  soudem  ein  beliebigei 
Die  Oeffnuug  2  sei  durch  die  Fläche  2  verschlossen.     Die« 
Fläche   sendet  durch   die  Oeffnnng  1    auf  den  Körper  C  i 
Strahlenblindel,  das  von  diesem  zum  Theil  absorbirt,  zum  Thel 
durch  Brechungen  und  Reflejdonen   nach  verschiedenen  Bidl 
tungen   zerstreut  wird.     Von  diesem  Strahlenbündel  betrachli 
man  zwischen  2  und  1  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischel 
),  und  X  +  dl  hegen,   und  zerlege  denselben  in  zwei  Oompi 
neuten,  die  nach  der  Ebene  n  und  der  auf  dieser  senkrechte 
Ebene  polarisirt  sind.     Was  von  der  ersten  Componente  dd 
Absorption   durch   den   Körper  C  entgeht,   also  die  scbwai 
Hülle  trifft,  in  die  der  Körper  C  eingeschlossen  ist,  sei  M'dm 
Ton  den  Strahlen,  welche  die  Theile  dieser  Hülle  dem  Körj 
C  zusenden,    werden   gewisse   durch   die   Oeffnung  1    auf  • 
Fläche  2  fallen;   durch  die  Vcrmittelung  des  Köipers  Cv 
so  ein  S  trahlenbündel  erzeugt,   welches  durch  die  Oeffnung  j 
nach  der  Fläche  2  geht.    Von  diesem  betrachte  man  den  Thei 
dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X  -i-  dX  Hegen,   und  zd 
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lege  denselben  iii  zwei  Componenten,  die  nach  a  und  der  auf  % 
a  Benkrechten  Ebene  polarisiil  sind.     Die  Intensität  der  ersten 
Componente  sei  MdX,.    Dann  ist 

M^  ^f . 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  dem  Satze 
des  vorigen  Paragraphen,  wenn  man  diesen  auf  alle  Strahlen- 
bündel  anwendet,  welche  die  Fläche  2  und  je  ein  Element  der 
schwarzen  Hülle,  die  den  Körper  C  umgiobt,  durch  Vermitt- 
lung des  Körpers  C  mit  einander  austauschen,  und  dann  die 
Summe  der  Gleichungen  bildet,  die  mau  so  erhält, 

§.  13. 

Beweis  des  Satzes  §.  3  für  beliebige  Körper. 

Man  denke  sich  die  in  Fig.  26  dargesteUte  und  in  §.  5 
beHchriebene  Anordnung;  nur  der  Körper  C  sei  kein  schwai-zer, 
sondern  ein  beliebiger.  In  den  beiden  dort  bezeichneten  Fällen 
findet  auch  dann  das  Gleichgewicht  der  Wärme  statt;  auch 
dann  muss  daher  die  lebendige  Kraft,  die  durch  Entfernung 
der  schwarzen  Fläche  3  dem  Körper  C  entzogen  wird,  der 
lebendigen  Ki-aft  gleich  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hohlspiegebi  zugefiUirt  wird.  Die  in  5-  5  gebrauchten  Zeichen 
sollen  in  unveränderter  Bedeutung  hier  benutzt  werden;  die 
Zeichen  £  und  A  sollen  die  in  §.  2  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Wird  die  Fläche  3  entfernt,  so  werden  dem  Körper  C 
die  Strahlen  entzogen,  die  diese  Fläche  ihm  zusendete;  die 
Intensität  des  Theiles  dieser  Strahlen,  den  er  absorbirte,  ist 

=   fdXerA. 


Nun  sind  die  Strahlen  aufzusuchen,  die  dem  Körper  durch 
Anbringung  des  Holilspiegcls  zugeführt  werden.  Alle  diese 
Stralden  müssen  von  dem  Hohlspiegel  nach  der  Platte  P,  von 
dieser  nach  der  Oeffnung  1  geworfen  werden  und  diese  in 
Richtungen  passiren,  als  kämen  sie  von  der  Oeffnung  2  her. 
Sie  haben,  bevor  sie  den  Hohlspiegel  treffen,  entweder  schon 
eine   Reflexion  von   demselben   erlitten,    oder   nicht.     In   dem 
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ernten  Falle  können  sie  nur  durch  Vermittlung  des  Körpers 
C  wieder  zn  dem  floblepiegel  zurückgelangt  sein  auf  dem  Wege, 
der  dem  eben  beschriebenen  entgegengesetzt  ist.  Es  soll  zu- 
nächst vorausgesetzt  werden,  dass  der  Körper  C  eine  solche 
Lage  bat,  dasa  von  Stralilen,  die  durch  die  Oefi'nungen  2  und 
1  zu  ihm  gelangen,  nur  ein  unendücb  kleiner  Bruchtheil  von 
ilim  wieder  durch  die  Oeffnnng  1  nach  der  Oeffnung  2  zurück- 
geworfen wird.  Bann  hat  von  den  Strahlen,  um  deren  Tlnter- 
Bucbung  es  sich  bandelt,  nur  ein  anendlich  kleiner  Brachtbeil 
eine  uiohrmalige  Reflexion  am  Holilspiegol  erlitten,  und  es  ist 
anareicheiid,  die  Strahlen  nu  betrachten,  welche  nm'  einmal 
am  Hohlspiegel  reilectirt  eiud.  Von  diesen  ist  ein  Theil  vom 
Körper  C  anagegiiugen ,  der  andere  von  der  schwarzen  Hülle, 
De-T  erste  ThcU  hat  eine  zweimalige  Reflexion  an  der  Platte 
/*  erfahren;  die  lebendige  Kraft,  die  von  ihm  der  Körper  C 
absorbirt,  ist 


=  jdlEr^. 


* 


Der  zweite  Theil,  welcher  von  der  scbwai'zen  Hülle  aus- 
gegangen ist,  kaTm  wiederum  als  aus  zwei  Tbeilen  bestehend 
angesehen  werden,  aus  einem,  der  ohne,  und  einem  zweiten, 
der  durch  Vermittlung  des  Körpers  C  zum  Hohlspiegel  ge- 
huigt  ist.  Jener  rührt  von  Stralden  her,  die  von  der  dem 
Hoblnpieget  gegenüberliegenden  achwai'zen  Wand  ausgegangen 
sind  und  die  Platte  F  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohl- 
spiegel nach  der  Platte  P  und  von  dieser  nach  der  Oeffnung 
1  reflectirt  sind.  Ohne  zu  untersuchen,  von  welchem  Tbeile 
der  schwarzen  Wand  diese  Sti'ahlen  ausgegangen  sind,  findet 
man  ilire  Intensität  mit  Hülfe  des  §.  11  bewiesenen  Satzes. 
Bei  Rücksicht  auf  diesen  ergibt  sieb  die  luteusiUit  derjenigen 
von  diesen  Strahlen,  die  von  dem  Körper  C  absorbii-t  werdeny 

=-j'dXer(\~r)A. 

Um  endlich  die  lutensität  der  Strahlen  zn  finden,  welche  tob 
iUt  schwarzen  HüUe  ausgehend  durch  Vermittlung  des  Kötpers 
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C  nach  dem  Holilapicgel,  von  diesem  nach  dem  Köi-per  C 
zurückgelangen  und  liier  absorbirt  werden,  nenne  man  N  den 
Werth,  in  welchen  die  §.  12  mit  M  bezeichnete  Grösse  dadurch 
übergeht,  dasa  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gebracht  und  die 
Fläche  3  entfernt  wird;  die  genannte  Intensität  ist  dann 

=  fdXNr^A. 


Der  Unterschied  von  iVund  N  rülirt  allein  her  von  der  Aen- 
derung,  welche  die  von  der  schwarzen  Hülle  durcli  die  Oeft- 
nuiig  1  auf  den  Körper  C  fallenden  Strahlen  durch  Anbringung 
der  Platte  P  und  Entfernung  der  Fläche  3  erleiden.  Denkt 
man  sich,  dass  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gebracht,  die  Fläche 
3  aber  nicht  entfernt  werde,  so  kann  M  gar  keine  Äenderung 
erfahren,  da  alle  Strahlenbündel,  welche  nach  der  Oeflhung  1 
gehen,  ungeändert  bleiben;  das  von  der  Fläche  2  herkommende 
Strablenbüiidel  z.  B.  erfährt  durch  Reflexion  an  der  Platte  P 
einen  Verlust,  der  gerade  eraetrt  wird  durch  die  Reflexion  der 
von  der  Fläche  3  ausgehenden  Strahlen.  Der  Unterschied 
M~N  ist  daher  allein  durch  die  Entfernung  der  Fläche  3 
hervorgebracht  und  ist  also  gleich  dem  Theile  von  M,  der  her- 
ilihrt  von  den  Strahlen,  die  ilie  Fläche  3  durch  Vermittlung 
der  Platte  P  nach  der  OefFnung  1  sendet.  Nach  der  Voraus- 
setzung, die  in  diesem  Paragraphen  über  die  Lage  des  Körpers 
V  gemacht  ist,  ist  daher  M  —  N  unendlich  klein  gegen  die 
Intensität  der  Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge,  welche  die 
F^che  3  durch  Vermittlung  der  Platte  P  nach  der  Oeffniuig 
I  sendet,  also  auch  unendhch  klein  gegen  die  Intensität  der 
Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge  und  der  Polarisationsebene 
ff,  welche  die  Fläi'he  2  bei  Abwesenheit  der  Platte  P  nach 
der  Oeffnung  1  sendet,  daher  endlich  auch  unendlich  kleia 
gegen  die  §.  12  durch  M'  bezeichnete  Grösse  (vorausgesetzt 
dass  \  —  A  nicht  unendlich  klein  ist).  Da  aber,  wie  an  dem 
eben  angeführten  Orte  gezeigt,  M'  =  M  ist,  so  kann  man  also 
setzen 

n=m=m: 

Kach  der  von  M'  gegebenen  Definition  ist  aber 
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und  daher 

fdXNr'-A^JdXe  (1  —A)  r*A 

Die  am  Anlange  dieses  Paragraphen  auagesprochene  Behaup- 
tung wird  dalier  durch  die  Gleichung  ausgedruckt: 

(d}.erA^JdXEr*A+\dXer{\  —  r)Ä  ■\-  ( dXe{\  —  A)r*A, 

oder  dm-ch  die  Gleichung: 

{dX{E—Ae)Är'^  =  Q. 

Durch  dieselben  Betrachtungen,  die  in  ^.  5  in  Bezug  auf  eine 
ähnhche  Gleichung  angestellt  sind,  gelaugt  mau  von  dieser  zn 
dem  Schlüsse,  dass  für  jeden  Werth  von  ?. 


1 


oder,  wenn  man  fflr  e  seinen  Werth  aus  §.  7  setzt: 


J 


Hierdurch  ist  der  Satz  §.  3  bewiesen  unter  der  Voa 
Setzung,  dass  von  dem  Strahlenblludel,  welches  von  der  Flüche 
2  durch  die  Oeffnuug  1  auf  den  Körper  C  fällt,  kein  endlicher 
Theil  durch  diesen  nach  der  Flüche  2  zurückgeworfen  wird; 
dass  der  Satz  auch  ohne  diese  Beschränkung  gilt,  sieht  man 
ein,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn  die  genannte  Voraussetzung 
nicht  erfllllt  ist,  man  den  Körjier  C  nur  imendlich  wenig  zu 
drehen  braucht,  um  ihr  zu  genügen,  und  dass  durch  eine  solche 
Drehung  die  Grössen  E  und  A  nur  unendlich  kleine  Aende- 
rungen  erleiden  können. 

5-  14. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  §.  3. 
Die  dui'chgeführten  Betrachtungen  setzten  voraus,  dass  der 
Baum,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt,  ein  leerer  ist.    Dieselben 
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Betrachtungen  gelten  aber  auch,  wenn  dieser  Raum  <lurch 
irgend  ein  vollkommen  diathermanes  Mittel  angefüllt  ist;  nur 
wird  die  Function  l  dann  eine  andere  sein,  als  in  jenem  Falle. 
Das  Zeichen  /  möge  für  den  leeren  Raum  beibehalten  und  J' 
die  entsprechende  Function  von  Wellenlänge  und  Temperatur 
für  ein  gewisses  diathemianes  Mitt-el  genannt  werden;  ist  n  das 
Breehungsverliältniss  desselben  bei  der  Temperatur  und  flir 
die  Wellenlänge,  auf  welche  /  und  /'  sich  beziehen,  so  be- 
steht eine  einfache  Relation  zwischen  i',  /  und  n;  dieselbe  er- 
giebt  sich,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  aus  dem  eben  be- 
wiesenen Satze. 

Man  denke  sich  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte 
Schicht  des  diathermanen  Mittels,  welche  auf  der  einen  Seite 
mit  der  schwarzen  Fläche  F  in  Be- 
rührung steht.  DieDickederSchicht 
sei  =  1.     Für  diesen  Körper   soll     « 
das    Absorptionsvermögen    A    und 
das   Emissionsvermögen  E  in   Be- 
ziehung auf  ein  gewisses  Stralüen- 
bündel    aufgesucht    werden.      Die 

Oe£fnungen    1   und  2,    welche    die  s 

Gestalt    des    Strahl  enbiindels     be-     ) 

stimmen,  sollen  sieh  in  den  Schir-   ^ * 

men  S^  und  S.^  befinden,  von  denen 

der  erste  die  bisher  als  frei  gedachte  Fläche  der  Schicht  be- 
deckt, und  der  zweite  jenem  parallel  ist;  die  VerbindungBlinie 
der  Mittelpunkte  der  Oefihungen  sei  senkrecht  zu  den  Schirmen. 
Von  einem  Strahle nbiindel  von  gewisser  Wellenlänge  und 
Polarisationsrichtung,  welches  von  der  Oeffnung  2  nach  der 
Oeffnung  1  gelangt,  wird  in  der  letzteren  ein  Bruchtheil,  der 
durch  o  bezeichnet  werden  möge,  reflectirt;  das  Uebrige  ge- 
laugt zni-  Fläche  F  und  wird  hier  vollständig  absorbirt;  ea  ist 
daher 

A  =  i-e. 

Um  E  zu  finden,  bezeichne  man  dm-ch  .r,  (/,  durch  .r^,  y^ 
und  durch  .t^,  y^  difi  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche 
Ff  der  Oeffnung  1  und  der  Oeffnung  2,  gerechnet  von  dem- 
jenigen Punkte,   der  in  der  Äxe  des  Strahlenbündela  sich  he- 


m 


findet.    Liegen  diese  drei  Punkte  iu  einem  Strable,  ao  vaua 
wenn  s  wieder  die  Entfernung  der  beiden  Oeflnungen  bedeute! 

ein  Minimom  in  Beziehung  auf  x^  und  y^  sein;  iL  h.  es  mua 

sein: 


Sind  it>^  und  ir,  die  Flächen  der  beiden  Oeffnungen,  so  finde 
mau  durch  eine  Betrachtung,  wie  sie  in  grösaei-er  Allgemein 
heit  in  §.  10  angestellt  ist,  die  InteDsität  der  Strahlen  (vo 
der  Polarisationsebene  u  und  Wellenlängen,  die  zwischen 
und  X  -i-  dl  liegen),  welche,  von  F  auf  die  Oe&img  1  faUeni 
Theile  nach  der  Oeffuuug  2  hinsenden, 

'     ^  yS'T,  öy,  öy,  St,  )  ' 

d.  h. 

Von  dieaeu  Sti'ahlen  geht  der  Bruchtheil  1  ^  p  durch  dt 
OeShung  I  und  gelangt  zur  Oeffnung  2.     Es  ist  also 

Setzt  man  diese  Werthe  von  A  und  £  in  die  Gleichum 


80  eraebt  sich: 

I 

§.  15.  1 

Einige  Folgerungen  aus  dem  Satze  §.  3.  1 

Wenn  man  einen  bestimmten  Köi-per,  einen  PlatindraM 
z.  B.,  allmähg  erhitzt,  so  sendet  er,  bis  seine  Temperatur  eiof 
gewisse  geworden  ist,  nur  Strahlen  aus,  deren  WellenlängeJ 
gi'össer  sind,  als  die  der  sichtbai-un  Strahlen.  Bei  einer  gai 
wissen  Temperatur  fangen  Strahlen  von  der  Welleuläuge  daj 
äussci-sten  Roth  an  sich  zu  zeigen;  steigt  die  Temperatur  höhet 
uud  höher,   so  kommen  Strahlen   von  kleinerer  und  kleinen 
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Wellenlänge  biuzu,  in  der  Art,  dass  bei  jeder  Teuiperatur 
StraMen  von  einer  entsprecUenileu  Wellenlänge  neu  hinzu- 
treten, wälirend  die  Intensität  der  Strahlen  grösserer  Wellen- 
längen wächst.  Wendet  man  den  bewiesenen  Satz  auf  diesen 
Fall  an,  so  sieht  man,  dass  die  Function  /,  för  eine  Wellen- 
länge, gleich  Null  ist  für  alle  Temperaturen  unterhalb  einer 
gewissen,  der  Wellenlänge  entsprechenden  Temperatur  und  fUr 
höhere  Terapei'aturen  mit  diesen  wächst.  Hieraus  folgt,  wenn 
mau  nun  denselben  Satz  auf  andere  Körper  anwendet,  dass 
alle  Köi-per,  wenn  ihre  Temperatur  allmälig  erhöht  wird,  bei 
derselben  Temperatur  Sti'ahlen  von  dcreelben  Wellenlänge  aus- 
zusenden beginnen,  also  bei  dei-selben  Temperatur  roth  zu 
glühen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamen,  Temperatur 
gelbe  Strahlen  u.  a,  w.  auszugeben  anfangen.  Die  Intensität 
der  Strahlen  von  gewisser  Wellenlänge,  welche  verschiedene 
Körper  bei  derselben  Temperatur  ausschicken,  kann  aber  eine 
sehr  verschiedene  sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Absorp- 
tionsvermögen der  Körper  fär  Strahlen  der  in  Rede  stehenden 
Wellenlänge.  Bei  derselben  Temperatur  glüht  deshalb  Metall 
lebhafter  als  Glas,  und  dieses  mehr  als  ein  (Jas.  Ein  Körper, 
der  bei  den  höchsten  Temperatna^en  ganz  dm-chsichtig  bhebe, 
würde  niemals  glühen.  In  einen  aus  Platindraht  gebogenen 
Ring  von  etwa  ö"™  Durchmesser  brachte  ich  etwas  phosphor- 
saures  Natron  und  erhitzte  dasselbe  in  der  wenig  leuchtenden 
Flamme  der  Bunsen'schen  Gaslampe.  Das  Salz  schmolz,  bildete 
eine  flüssige  Linse  und  blieb  dabei  vollkommen  klar;  aber  es 
leuchtete  auch  gar  nicht,  während  der  dasselbe  berührende 
Platinring  das  lebhafteste  Lieht  ausstrahlte. 

Draper')  hat  aus  Versuchen  den  Schlnss  gezogen,  dass 
alle  festen  Körper  bei  derselben  Temperatur  zu  glühen  be- 
ginnen. Bei  seinen  Versuchen  hat  er  aber  bemerkt,  dass  ge- 
wisse Körper,  wie  Kalk,  Marmor,  FlussBpath,  schon  bei  einer 
niedrigeren  Temperatur  leuchteten,  als  sie  es  nach  diesem  Satze 
hätten  thun  sollen;  er  nennt  dieses  Leuchten  Phosphores- 
ciren  und  sagt,  dass  es  durch  die  Farbe  sich  deutlich  von 
dem  Glühen  unteracheide.     Welchen  Namen  man  aber  auch 


i)  PhU.  Mag.  SXX.  p.  345;  Berl.  Ber.  1B47. 
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diesem  Leuchten  geben  möge,  es  ist  im  Widerspruche 
dem  Satze  J.  3,  und  ein  Körper,  der  es  zeigt,  muss  daher  der 
Voraussetzung  nicht  genügen,  die  bei  dem  Beweise  dieses 
Satzes  gemacht  ist,  er  muss  bei  gleichbleibender  Temperatur 
nicht  unverändert  bleiben;  das  Phosphoresciren  ist  nicht  eine 
reine  "Wirkung  der  Wanne,  ist  nicht  ansschliesslich  durch  die 
Temperatur  bedingt,  sondern  wird  durch  Veränderungen  in  dem 
Köi-per  hervorgebracht;  haben  diese  Veränderungen  —  mögen 
sie  chemische  oder  von  anderer  Natur  sein  —  aufgehört,  bq 
muss  auch  die  Phosphorescenz  verschwunden  sein, 

§.    16. 

Aus  dem  Satze  ^.  3  folgt,  dass  ein  Körper,  der  Ton 
Straiilen  einer  Polarisationsrichtung  mehr  absorbirt,  als  von 
denen  einer  anderen,  in  demselben  Verhältnias  Strahlen  von 
der  ei-sten  Polarisationsrichtung  niehi-  aussendet,  als  von  denen 
der  zweiten.  Es  muss  liiernach,  wie  es  bekanntlich  geschieht, 
ein  glühender  undurchsichtiger  Körper,  der  eine  ghitte  Ober- 
fläche hat,  in  Eichtungen,  die  schief  zu  dieser  Oberßäche  and, 
Licht  aussenden,  das  theüweise  polarisii-t  ist,  und  zwar  senk- 
recht zu  der  Ebene,  die  durch  den  Strahl  und  die  l^onaale 
der  Oberfläche  geht;  denn  von  einfallenden  Strahlen,  die  senk- 
recht zur  EinfaUsebene  polarisirt  sind,  retiectirt  der  Körper 
weniger,  absorbirt  also  mehr,  als  von  Strahlen,  deren  Polari- 
sationsebeue  die  Einfallsebene  ist.  Man  kann  nach  jenem  Satze 
den  Polarisatiouszustand  der  ausgusendeten  Sti-atüen  leicht  an- 
geben,  wenn  man  das  Gesetz  der  Beflexion  auffallender  Strahlen 
kennt. 

Eine  zur  optischen  Axe  parallel  geschlifl'ene  Turmalin- 
platte  absorbirt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  von  Strahlen, 
die  sie  senki-echt  treffen,  niehi-,  wenn  die  Polarisationsebene 
dieser  der  Axe  parallel  ist,  als  wenn  die  Polarisationsebeno 
senkrecht  zur  Axe  steht.  Vorausgesetzt,  dass  die  Turmalin- 
platte  diese  Eigenschaft  bei  der  Glühhitze  behält,  muss  sie  bei 
dieser  in  einer  zu  ihr  senkrechten  Richtung  Stralileu  aussenden, 
die  theitwcise  polarisirt  sind,  und  zwar  in  der  durch  die  optische 
Axe  gelegten  Ebene,  in  einer  Ebene  also,  die  senkrecht  zu 
deijenigen  ist,   die  die  Polarisationsebene  des   Turmalius   ge- 
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uaiint  wird.  Ich  habe  diese  auffallende,  aug  der  entwickelten 
Theorie  sich  ergebende  Folgerung  durch  den  Veraticli  geprüft, 
und  sie  hat  sich  bestätigt  Die  benutzten  Turmahnplatten  er- 
tragen, in  die  Flamme  der  Bunsen' sehen  Lampe  gebracht,  lange 
Zeit  eine  massige  Glühhitze,  ohne  eine  bleibende  Veränderung 
zu  erleiden;  nur  an  den  Ecken  zeigten  sie  sich  nach  dem  Er- 
kalten getrübt.  Die  Eigenschaft,  hindurchgehendes  Licht  zu 
polarisiren,  kam  ihnen  auch  in  der  Glühhitze  zu,  wenngleich 
in  erhebhch  geringerem  Grade,  als  bei  niederer  Temperatur. 
Es  zeigte  sich  dieses,  indem  man  durch  ein  doppeltbrcchendes 
Prisma  durch  die  Turmalinplatte  hindurch  nach  einem  Platin- 
drahte sah,  der  in  derselben  Flamme  glühte.  Die  beiden  Bilder 
des  Platindrahtea  hatten  eine  ungleiche  Helligkeit,  doch  war 
ihr  ünteracliied  viel  geringer,  als  wemi  die  Turmalinplatte 
ausserhalb  der  Flamme  sich  befand.  Es  wurde  dem  doppelt- 
brechenden Prisma  die  Stellung  gegeben,  bei  der  der  Unter- 
schied der  Lichtstärke  der  beiden  Bilder  des  Platindrahtes  ein 
Maximum  war;  gesetzt,  es  wäre  das  hellere  Bild  das  obere  ge- 
wesen; es  wurden  dann,  nach  Entfernung  des  Platindrahtes, 
die  beiden  Bilder  der  Tunnalinplatte  mit  einander  verghchen. 
Es  war  das  obere  Bild,  nicht  auffallend,  aber  unzweifelhaft, 
dunkler  als  das  untere;  die  beiden  Bilder  er.schi(?nen  gerade, 
wie  zwei  gleiche,  glühende  Körper  erschienen  wären,  von  denen 
der  obere  eine  niedrigere  Temperatur  als  der  untere  besessen 
hätte. 


§.  17. 
Noch  eine  Folgerung  aus  dem  bewiesenen  Satze  möge  hier 
zum  Schlüsse  Platz  finden.  Wenn  ein  Raum  von  Körpern 
gleicher  Temperatui-  umschlossen  ist,  imd  durch  diese  Körper 
keine  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Strahlen- 
bOndel  im  Innern  des  Baumes  seiner  Qualität  und  Intensität 
nach  gerade  so  beschaffen,  als  ob  es  von  einem  vollkommen 
schwarzen  Körper  derselben  Temperatur  herkäme,  ist  also  un- 
abhängig von  der  Beschaffenheit  und  Gestalt  der  Körper  und 
nur  durch  die  Temperatur  bedingt.  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  sieht  man  ein,  wenn  man  erwägt,  dass  ein  Strahlen- 
bändel, welches  dieselbe  Gestalt  und  die  entgegengesetzte  Rieh- 
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tung,  als  (las  gcwäUte  hat,  bei  den  unendlicli  \'ielen  Reflexiouen, 
die  es  nach  einander  an  den  gedachten  Körpern  erleidet,  voll- 
atändig  absorbirt  wird.  In  dem  Innern  eines  undurchsicbtigen, 
glühenden  Hohlkörpers  von  gewisser  Temperatur  ündet  liier- 
noch  auch  immer  dieselbe  Helligkeit  statt,  welches  auch  im 
Uebrigcn  die  Baschaffenbeit  desselben  sein  möge. 


Chemische  Analyse  rlnrch  Spectralbeobachtiingcn  i). 


K3lli^^ 


Es  ist  bekamit,  dass  manche  Substanzen  die  Eigenscl 
haben,  wenn  sie  in  eine  Flamme  gebracht  werden,  iu  dem 
Spectrum  derselben  gewisse  helle  Linien  hervortreten  zu  lassen. 
&Ian  kann  auf  diese  Linien  eine  Methode  der  qualitativen 
Analyse  gründen,  welche  das  Gebiet  der  chemischen  Reac- 
tionen  erheblich  erweitert  und  zur  Lösung  bisher  unzugäng- 
licher Probleme  führt.  Wir  beschränken  uns  hier  zunächst 
nur  darauf,  diese  Methode  für  die  Metalle  der  Alkalien  und 
alkaliscbeu  Elrden  zu  entwickeln  und  ihren  Werth  an  einer 
Beibe  von  Beispielen  zu  erläutern. 

Die  erwähnten  Linien  zeigen  sieb  um  so  deutUcher,  je 
höher  die  Temperatur  und  je  geringer  die  eigene  LeuchÜo^ 
der  Flamme  ist.  Die  von  Einem  von  uns  angegebene  Ghts- 
lampe  ^  liefert  eine  Flamme  von  sehr  hoher  Temperatur  und 
sehr  kleiner  Leuchtkraft;  dieselbe  ist  divher  vorzugsweise  ge- 
eignet zu  Versuchen  über  die,  jenen  Substanzen  eigenthümlichen 
hellen  Linien. 

Auf  Taf.  n  sind  die  Specti-en  dargestellt,  welche  die  ge- 
nannte Flamme  giebt,  wenn  die  so  rein  wie  möglich  darge- 
stellten Clilon-erbinduiigen  von  Kalium,  Natrium,  Lithium, 
Strontium,  Calcium,  Barjiun  in  ihr  verflüchtigt  werden.  Das 
Sonnenspectrum  ist,  um  die  OrientiruQg  zu  erleichtern,  bei- 
gefügt. 


1)  Kirchhoff  und  R.  IJunBan,  Pogg.  Ann.  Bd.  110.  18G0. 
S)  Buusen,  PogB.  Ann.  Bd.  100,  S.  85. 
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Die  zu  den  Versuchen  benutzte  KaliumTerbindung  wnide 
durch  Glühen  von  chloraaurem  Kali,  welches  zuvor  sechs  bis 
achtmal  umkrystallisirt  war,  dargestellt. 

Das  Clüornatrium  setzten  wir  aus  reinem  kohlensauren 
Natron  und  Salzsäure  zusamnieii,  und  reinigten  dasselbe  gleich- 
MLs  durch  öfters  wiederholtes  Ünikrjstallisiren. 

Das  LithionsaJz  war  dui'ch  vierzehiunalige  fäUimg  mit 
kiihlensaurem  Äiumouiak  gereinigt. 

Zur  Darstellung  der  Calciumverbindung  diente  ein  mög- 
lichst reiner,  in  Salzsaure  gelöster  Mai'mor.  Ana  der  Lösung 
desselben  wui'de  durch  fractionirte  Fällung  mit  kohlensaurem 
Ammoniak  kohlensaurer  Kalk  in  zwei  Portionen  niederge- 
schlagen, von  welchen  nur  die  zuletzt  niederfallende  in  salpeter- 
sauren Kalk  verwandelt  wui'de.  Das  so  erhaltene  Kalkaalz 
lösten  wir  zu  wiederholten  Malen  in  absolutem  Alkohol  auf 
und  vei-wandolten  es  endlich  nach  Verflüchtigung  des  Alkohob 
und  Fällung  mit  kohlensaurem  Anmioniak  durch  Salzsäure  in 
die  Chlorverbindung. 

Um  das  Chlorbaryum  rein  zu  erhalten,  extrahii'ten  wir 
die  käufliche  Verbindung  zu  wiedtrholten  Malen  durch  Zu- 
Bammenreiben  und  Kochen  mit  nicht  ganz  absolutem  Alko- 
hol. Der  80  exti-ahirte,  von  Alkohol  befreite,  in  Wasser 
gelöste  BUckstaud  ward  fractiouirt  in  zwei  Portionen  gefUllt, 
nur  die  zweite  in  Salzsäure  gelöst  imd  das  erhaltene  Chlor- 
baryum noch  weiter  durch  wiederholtes  ümkryatallisiren  ge- 
reinigt 

Um  das  Chlorstrontium  möglichst  rein  zu  gewinnen,  wurde 
die  käufliche  Verbindung  wiederholt  nus  Alkohol  umkry- 
stallisii-t,  fractionirt  in  zwei  Portionen  mit  kohlensaurem  Am- 
moniak gefallt,  die  zweite  Fällung  in  Salpetersäure  gelöst  und 
das  Salpetersäure  Salz  durch  Zusammenreiben  und  Auskochen 
mit  Alkohol  von  den  letzten  Spuren  Kalk  befreit.  Aus  dem 
80  gereinigten  Productc  wurde  endlich  dui-ch  Fällen  mit  kohlen- 
saurem Ammoniak  und  Aullösen  des  Niederschlags  in  Salz- 
säure das  Chlorstrontium  erhalten.  Alle  diese  Reinigungen 
geschahen,  so  weit  es  ausführbar  war,  in  Platin gefässen. 

In  Fig.  I  Taf  3  ist  der  Apparat  abgebildet,  dessen  wir 
ims   meistens  zur  Beobachtung   der  Spectren   bedient   haben. 
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A  ist  ein  innen  geschwärzter  Kasten,  dessen  Boden  die  I 
fitalt  eines  Trapezes  bat  und  der  auf  drei  Füssen  ruht;  die  bei- 
den schiefen  Seiteiiwände  desselben,  die  einen  Winkel  von 
etwa  SS'*  mit  einander  bilden,  tragen  die  beiden  kleinen  Fem- 
röhre B  und  C.  Die  Ocularlinsen  des  ersteren  sind  entfernt 
und  ersetzt  durch  eine  Platte,  in  der  ein  aus  zwei  Messing- 
schneiden  gebildeter  Spalt  sich  befindet,  der  ia  den  Brennpunkt 
der  Objectivlinse  gestellt  ist.  Vor  dem  Spalte  steht  die  Lampe 
D  so,  dass  der  Saum  ihrer  Flamme  von  der  Axe  des  Kohres 
B  getroffen  wird.  Etwas  unterhalb  der  Stelle,  wo  die  Axe 
den  Saum  trifft,  taucht  in  denselben  das  zu  einem  kleinen  Oehr 
gebogene  Ende  eines  sehr  feinen  Platiudrahtcs,  der  von  dem 
Träger  E  gehalten  wird;  diesem  Oehr  ist  eine  Perle  der  zu 
iinterMUchenden,  vorher  entwässerten  Chlorverbindung  ange- 
achmolzen.  Zwischen  den  Objectiven  der  Femröhre  B  und  C 
steht  ein  Hahlprisma  F  von  60"  brechendem  Winkel',  das  mit 
Sciiwefelkohlenstoff  angefüllt  ist.  Das  Prisma  rulit  auf  einer 
Messingplatte,  die  um  eine  verticale  Axe  tb-ehbar  ist.  Diese 
Axe  trägt  an  ihrem  unteren  Ende  den  Spiegel  G  und  dar- 
über den  Arm  H,  der  als  Handhabe  dient,  um  das  Frlsma 
und  den  Spiegel  zu  drehen.  Gegen  den  Spiegel  ist  ein  kleines 
Femrohr  gerichtet,  welches  dem  hindurcliblickenden  Auge  das 
Spiegelbild  einer  in  geringer  Entfernung  aufgestellten  horizon- 
talen Skale  zeigt.  Dtuch  Drehung  des  Prismas  kann  man 
das  ganze  Spectrum  der  Flamme  bei  dem  Verticaliaden  des 
Femruhrs  C  vorbeifllhi'eu  und  jede  Stelle  des  Spectnims  mit 
diesem  Faden  zur  Deckung  bringen.  Einer  jeden  Stelle  des 
Spectrums  entspricht  eine  an  der  Skale  zu  machende  Ab- 
lesung. Ist  das  Spectrum  sehr  lichtscbwach,  so  wird  der 
Faden  des  Ferorohi's,  C  beleuchtet  mit  Hülfe  einer  Linse,  die 
einen  Theil  der  von  einer  Lampe  ausgehenden  Strahlen  durch 
eine  kleine  Oeffnung  wirft,  die  in  der  Ocidarröhie  des  Pem- 
rohi'8  C  seitlich  augebiTicht  ist. 

Die  Taf.  II  dargestellten,  mit  Hülfe  der  oben  erwähnten 
reinen  Chlorverbindungen  erzeugten  Spectren  haben  wir  mit 
denjenigen  verglichen,  welche  nrnn  erhält,  wenn  man  die 
Bromide,  lodide,  O^dhydrate,  die  schwefebauren  und  kuh- 
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lensaurea    Salze     der     entsprechenden    Metalle    in     folgende 
Flammen  bringt: 

in  die  Flamme  des  Schwefeb, 

„  „    Schwefelkohlenstoffs, 

„  „    wasserhaltigen  Alkohols, 

nicht  leuchtende  Flamme  des  LeuchtgaaeB, 
Flamme  dea  Kohlenoxydgases, 
„  „    Wasserstoffs  und 

Knal  Igasf]  amme . 
Bei  tlieaer  umfassenden  und  zeitraubenden  Untersuchung, 
deren  Einzelnheiten  wir  übergehen  zu  dürfen  glauben,  hat 
eich  herausgestellt,  daas  die  Verschiedenheit  der  Verbindun- 
gen, in  denen  die  Metalle  angewandt  wurden,  die  Manuig> 
faltigkeit  der  chemischen  Processe  in  den  einzelnen  Flammen 
und  der  ungeheuere  Temperatuj-unterschied  dieser  letzteren 
keinen  Einfluss  auf  die  Lage  der  den  einzelnen  Me- 
tallen entsprechenden  Spectralliuien  ausübt. 

"Wie  bedeutend  die  erwähnten  TemperatmTUiterschiede  sind, 
ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Man   gelangt   zu   einer  Schätzung   der  Temperatur   einer 
Flamme  mit  Hülfe  der  Gleichung 

in  der  t  die  fragliche  Temperatur  der  Flamme,  1/  das  GJewicht 
eines   der   mit  Sauerstoff  verbrennenden    Stoffe,   10   die   Ver- 
brenuungs wärme  deHselhcii,  p  das  Gewicht  und  s  die  specifißche 
Wärme  eines  der  Verhrennungsproducte  bedeutet. 
Nimmt  man  die  Verbrennungswänne 

des  Schwefels      ...     zu     2240»  C. 

„    Schwefelkohlenstoffs   „      3400 

„    Wasserstoffs       .     ,     „    34462 

„    Grubengases      .     .     „    13063 

„    Elayls „11640 

„    Ditetryls 11529 

„    Kohlenoxj-ds      .     .     ,,.     2403 
an    und    setzt    nach   Regnault   die   specifische   Wärme    bei 
constantem  Druck 


i 
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für  schweflige  Säure  =  0,1553 
„    Kohlensäure  =  0,2164 

„    Stickstoff  =  0,2440 

„    Wasserdampf        =  0,4750, 
so  findet  man  hiei'nach  die  Temperatur 

der  Schwefelüamme 1820"  C. 

„    Scliwefelkohlenstoffflamme     .     2195 

„    Leuchtgasflamme  1)  ....     2350 

„    Kohlenoxydäamme '■)     .     .     .     3042 

„    Wasserstoffflamme  in  Luft')     3259 

„    Knallgasäarame  *)     ....     8061 

Es   zeigt   sich,   dass   dieselbe   Metallverbindung    in    einer 

dieser   Flammen   ein   um   so   intensiveres   Bpectrum    giebt,  je 

höher  die  Temperatur  derselben  ist.     "Von   den  Verbindungen 

desselben  Metalls  liefert  in  einer  Flamme  diejenige  die  grössere 

Lichtstärke,  der  eine  grössere  Flüchtigkeit  zukommt. 

Um  noch  einen  weiteren  Beleg  dafilr  zu  erhalten,  dasa 
jedes  der  mehrfach  genannten  Metalle  immer  dieselben  bellen 
Linien  in  dem  Spectrum  hervortreten  lässt,  haben  wir  die 
gezeichneten  Spectren  mit  denjenigen  verglichen,  welche  ein 
elektrischer  Punke  gewährt,  der  zwischen  Elektroden,  die  ans 
jenen  Metallen  bestehen,  überspringt. 

Kleine  Stücke  von  Kahum,  Nati-ium,  Lithium,  Strontiiiin 
und  Calcium  wurden  an  leine  Platindrähte  gebunden  und  in 
Glasröhren  paarweise  so  eingeachmolzen,  dasa  sie  durch  einen 
Zwischenraum  von  1  bis  2°"°  von  einander  getrennt  waren 
mid  die  DräJate  die  Glaswand  dm-chdrangen.  Jede  dieser 
Köhren  wurde  vor  dem  Spalt  des  Spectralinstrumentes  auf- 
gestellt: mit  Hülfe  eines  Ruhnikorff sehen  Liductionsapparates 
hesseu  wir  zwischen  den  genannten  Metallatücken  elektrische 
Funken  übei-springen  und  verglichen  das  Spectrum  derselben 
mit  dem  Spectrum  einer  Gaaüamme,  in  welche  die  Chlorver- 
bindung des  entsprechenden  Metalls  gebracht  war.  Die  Flamme 

')  Liebig'a  Ann.  Bd.  CXI,  S.  258. 

')  Oaaometriache  Methode  von  ß.  Bunsen,  S.  254. 

S)  Ebendaselbst. 
*)  EbendaeclbsC. 
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befand  sicli  hinter  der  Glasröhre.  Indem  der  Ruhmkoi'ff'sclie 
Apparat  abwechselnd  in  uod  ausser  Thätigkeit  gesetzt  wurde, 
war  es  leicht,  ohne  Messung  sich  mit  Schärfe  davon  zu  ilber- 
zeugen,  dass  in  dem  glänzenden  Spoctrum  des  Fiinkeiia  die 
hellen  Linien  des  Flammenspectrüms  uuverrilckt  vorhanden 
waren.  Ausser  diesen  traten  in  dem  Funkenspectrum  noch 
andere  helle  Linien  auf,  von  denen  ein  Theil  der  Anwesenheit 
von  Hemden  Metallen  in  den  Elektroden,  ein  anderer  dem 
Stickstoff,  der  die  Röhren  ei-füllte,  nachdem  der  Sauerstoff 
einen  Theil  der  Elektroden  oxydirt  hatte,  zugeschrieben  wer- 
den muss.  ') 

Es  erscheint  hiemach  unzweifelhaft,  dass  die  hellen  Linien 
der  gezeichneten  Spectren  als  sichere  Kennzeichen  der  An- 
wesenheit der  betreffenden  Metalle  betrachtet  werden  dürfen. 
Sie  können  als  ßeactionsmittel  dieueu,  dui'ch  welche  diese 
Stoffe  ech&rfer,  schneller  und  in  geringeren  Mengen  sich  nach- 
weisen lasseu,  als  durch  irgend  ein  anderes  analytisches  Hülfs- 
mitteL 

Die  abgebildeten  Spectren  beziehen  sich  auf  deu  Fall, 
dass  der  Spalt  so  weit  ist,  dass  von  den  duiikehi  Linien  des 
Sonnenspectrums  nur  die  deuÜichaten  wahrnehmbar  sind,  daas 
die  Vergrösserung  des  Beobachtunga- Fernrohres  eine  geringe 
(etwa  viermalige)  und  die  Lichtstärke  eine  massige  ist.  Diese 
Bedingungen  scheinen  uns  die  vortheilhaftesten,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  eine  chemische  Analyse  durch  Spectralbeobach- 
tuiigen  auszuführen.  Der  Anblick  der  Spectren  kann  unter 
anderen  Betlingungen  ein  wesentlich  anderer  sein.  Wird  die 
B«inheit  des  Spectrums  vermehil,  so  zerfallen  viele  von  den 
als  einfach  gezeichneten  Linien  in  mehrere,  die  Natriumlinie 


1)  Als  wir  bei  einem  Veranehe  mit  StnintiuinelektrcMien  ein  mit 
Wssseratoff  etatt  mit  Stickstoff  gefillltes  Eöhrchen  anwantlteu,  verwan- 
delte sich  der  Funkenatrom  sehr  bald  in  eineo  Lichtbogen,  während  die 
Wände  des  Rührchena  eicb  mit  einem  grauen  Beschlsgo  bedeckten.  Beim 
OeShea  des  Rührchena  unter  t>tcinc)I  zeigte  es  aich,  diida  das  WasaerBEoffgaa 
verschwunden  und  ein  luftleerer  Kaum  entatandeu  war.  Das  Gas  acheint 
daher  bei  den  ungeheuren  Temperaturen  des  elektrischen  Funkens  dae 
Stroutiumoxyd ,  welches  nicht  völlig  von  der  Oberfläche  des  Metalls  ent- 
fernt worden  war,  reducirt  zu  haben. 


* 
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z.  B.  in  zwei;  wird  die  Lichtstärke  vermehrt,  so  zeigen  sich  in 
mehrerea  der  gezeichneten  Spectren  neue  Linien,  und  die  Ver- 
hältnisse der  Helligkeiten  der  alten  werden  andere.  Im  All- 
gemeinen wächst  bei  Vermehrung  der  Lichtstärke  die  Hellig- 
keit einer  dunkleren  Linie  schneller  als  die  einer  helleren,  doch 
so,  daaa  jene  nicht  diese  überholt  Ein  deutliches  Beispiel 
hierfür  bieten  die  beiden  Lithiumlinien.  Nur  eine  Ausnahme 
haben  wir  von  dieser  Itegel  beobachtet,  und  zwar  bei  der  Linie 
Ba  T/,  welche  bei  geringer  Lichtstärke  gar  nicht  wahrnehmbar 
ist,  wüJu-end  Ba  y  sehr  deutlich  erscheint,  und  bei  grosser  Licht- 
stärke sehi'  viel  heller  als  diese  ist.  Diese  Thatsachc  scheint 
uns  von  Wichtigkeit,  und  wir  werden  dieselbe  einer  weiteren 
Untersuchung  unterwerfen. 

Es  sollen  jetzt  die  Eigenthiluüichkeiten  der  einzelnen 
Spectren,  deren  Kenntniss  in  praktischer  Hinsicht  von  Wich- 
tigkeit ist,  näher  besprochen,  und  die  VortheÜe,  welche  die  snf 
sie  gegründete  chemisch-analjüsche  Methode  bietet,  hervorge- 
hoben werden. 

Natrium. 

Yon  allen  Spectralreactionen  ist  die  des  Nstrioms  un 
empfindlichsten.  Die  gelbe  Linie  A'n  a,  die  einzige,  welche 
das  Natriumspectrom  au&uweisea  hat,  fällt  mit  der  Fraon- 
hofer'schen  Linie  D  zusammen  und  zeichnet  sich  durch  ihre 
besonders  scharfe  Begrenzung  und  ihre  ao^erordentüche 
Helligkeit  aus.  Ist  die  FUmmentemperator  sehr  hoch  und 
die  Menge  der  angew&udten  Sul^tanz  sehr  gross,  so  zeigen 
sich  in  den  nSchsten  Umgebongen  der  Linie  Sparen  eines 
continairtichen  Spectnmis.  Schon  an  säch  sehr  schwache, 
in  ihre  N&he  fallende  Linien  aaderear  Stoffe  ersdieinen  dsnn. 
noch  mehr  geschwächt  und  werden  dalur  nidit  seMai  ecrt 
BichtfMr,  w¥nn  die  Natrinmreactioa  n  eriSsdia  be^nutt 

An  der  Sauerstoff-,  CUoi^  lod-  nitd  Broin-Veitiindimg^ 
an  dem  scbw^Calaaiumi  nd  koUeasMmi  Saiie  teägt  flieh 
die  BeMtkm  aa  deotfidiataB.  AD«  sähst  ba  den  kÜMl- 
iiJ^arriwiitiiMligi  ■ 
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Schon  Swan')  hat  auf  die  Kleinheit  der  KochsalzmeDgeii 
aulmerksam  gemacht,  welche  die  NatriuinliQie  noch  deutlich 
htii'Voi'briiigeD  können. 

Folgender  Versuch  zeigt,  daas  die  Chemie  keine  einzige 
Beaction  auizuweisen  bat,  welche  sich  auch  um-  im  Entfern- 
testen mit  dieser  spectralaualytischen  Bestimmung  des  Na- 
triums au  Empfindlichkeit  vergleichen  liesse.  Wir  verpaff- 
ten in  t'iner  vom  Standorte  unseres  Appai-ates  möglichst  ent- 
legenen Eck«  des  Beobachtuugszimmei-s,  weiches  ungefähr 
60  Kubikmeter  Luft  t'asst,  3  Milligramm  chlorsam-es  Natron 
mit  Milchzucker,  wähi'end  die  nicht  leuchtende  Lampe  vor 
dem  .Spalt  beobachtet  wurde.  Schon  nach  wenigen  Minuten 
gab  die  allmälig  sich  fahlgelbhch  färbende  Flamme  eine  starke 
Natiiumlinie,  welche  erst  nach  10  Minuten  wieder  vöUig  ver- 
schwunden war.  Aus  dem  Gewichte  des  verpufften  Natron- 
salzes und  der  im  Zimmer  enthaltenen  Luft  lässt  sich  leicht 
berechnen,  dass  in  einem  Gewichtstheile  der  letzteren  nicht  ein- 
mal jowÄiöBa  Gewichtstbeil  Natrom-auch  auspendirt  sein  komite. 
Da  sich  die  Beaction  in  der  Zeit  einer  Secunde  mit  aller  Be- 
([ucmlicbkcit  beobachten  lässt,  in  dieser  Zeit  aber  nach  dem 
Zufluas  und  der  Zusammensetzung  der  Flamm ongase  nur  un- 
gefähr 50  '""°  oder  0,0647  Gramm  Luft,  welche  weniger  als 
j55ij5)oiHi  ^^^  Natronsalzes  enthalten,  in  der  Flamme  zum  Glühen 
gelangen,  so  ergicbt  sich,  dass  das  Auge  noch  weniger  als 
jajJiKH)  MUligramiu  des  Natronsalzes  mit  der  grössten  Deutlich- 
keit zu  erkemien  vermag.  Bei  einer  solchen  Erapfindhchkeit 
der  Beactiün  wii^d  es  begreiflieb,  dass  nur  selten  in  glühender 
atmosphäriacber  Luft  eine  deutÜche  Natronreaction  fehlt.  Die 
Erde  ist  auf  mehr  als  zwei  Drittel  ihrer  Obei-ßäcbe  mit  einer 
Kochsalzlösung  bedeckt,  welche  von  den  zu  Sehaumfällen  sicli 
überstürzenden  Meereswogen  unaufliörlich  in  Wasseretaub  ver- 
wandelt wii'd.  Die  Meerwassertröpfcben ,  welche  auf  diese 
Art.  in  die  Atmosphäre  gelangen,  verdunsten  tmd  hinterlassen 
kocbsalzbaltigc  Sonnenstäubchen,  die  zwar  einen  der  Grösse 
nach  wechselnden,  aber  wie  es  scheint  nur  selten  fehlenden 
Gemengtheil  der  Atmosphäre   ausmachen,   und   die  vielleicht 


')  Pogg,  Ann.  Bd.  C,  8.  311. 
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dazu  bestimmt  sind,  den  kleinen  Organismen  die  Salze  znzu- 
fülireii,  welclie  die  grösseren  Pflanzen  mid  Tliiere  dem  Boden 
entnehmen.  Dieser  durch  Spectralanalyse  leicht  erweisUchB 
Kochsalzgeholt  der  Luft  verdient  noch  in  einer  anderen  Hinsicht 
Beachtung.  Wenn  es  nämlich,  wie  man  jetzt  wohl  kaum  mehr 
bezweifeln  kann,  katalytische  Einflüsse  sind,  welche  die  mias- 
matische Verbreitung  der  Krankheiten  vermitteln,  so  mSchte 
eine  antiaeptisch  wirkende  Substanz,  wie  das  Kochsalz,  selbst 
in  verschwindend  kleiner  Menge  wohl  kaum  olme  wesentlichen 
Einfluss  auf  solche  Vorgänge  in  der  Luft,  sein  können.  Auä 
täghchen,  längere  Zeit  fortgesetzten  Spectralbeobachtungen  wird 
sich  leicht  erkennen  lassen,  ob  die  Inlensitiitsändeningen  der 
durch  die  atmosphäiischen  Natriumverbindungen  erzeugten 
Spectrallinie  Na  a  mit  dem  Erscheinen  und  init  der  Ver- 
breituiigsrichtung  endemischer  Kiankheiten  in  irgend  einem 
Zusammenhange  steht 

In  der  unerhörten  Empfindhchkeit  dieser  Natronreaction 
ist  zugleich  der  Ginind  zu  suchen,  dass  alle  der  Luit  aus- 
gesetzten Gegenstände  nach  einiger  Zeit  bei  dem  Erhitzen 
in  der  Flamme  die  Natriumlinie  zeigen,  imd  dass  es  nur  bei 
wenigen  Verbindungen  gehiigt,  selbst  wenn  man  sie  zehn-  und 
mehnnal  aus  Wasser,  das  nur  mit  Platingcfässen  in  Benlhrung 
kam,  umkrystallisirt,  die  letzte  Spur  der  Linie  Nua  zn  be- 
aeitigeu.  Ein  haai-förmiger  Platindraht,  den  man  durch  Aus- 
glühen von  jeder  Spur  Natron  befreit  hat,  zeigt  die  Heactioii 
auf  das  Deuthchste  wieder,  wenn  man  ihn  einige  Stunden  der 
Luft  ausgesetzt  hat.  Nicht  minder  zeigt  sie  der  Staub,  wel- 
cher sich  in  Zimmern  aus  der  Luft  absetzt,  so  dass  z.  B.  das 
Abklopfen  eines  bestäubten  Buches  schon  genügt,  um  in  einer 
Entfenmng  von  mehreren  Schritten  das  heftigste  Aufblitzen  der 
Na  ß-Linie  zu  bewirken. 

Lithium. 

Der  glühend  leuchtende  Dampf  der  Lithiumverhindungen 
giebt  zwei  scharf  begrenzte  Linien,  eine  gelbe  sehr  schwache 
Li  ß  und  eine  rothe,  glänzende  Linie  Li  a.  An  Sicherheit 
und   Empfindlichkeit    übertrifft    auch    diese   Reactiou   alle   in 
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der  analytischen  Chemie  bisher  bekanntea.  Der  Natrium- 
reactioii  steht  sie  indessen  an  Empfindlichkeit  etwas  nach, 
■rielleicht  nui-  weil  das  Äuge  für  gelbe  Strahlen  empfindlicher 
ist  als  für  rothi-.  Dui'ch  Verpuffen  von  9  Milligr.  kohlen- 
saurem Lithium  mit  einem  grossen  Ueberschuss  von  Milch- 
zucker und  chlorsaurem  Kali  in  der  ungefähr  60  Cubikmeter 
Essenden  Luil  des  Zimmei-s  war  die  Lönie  schon  deutlich 
sichtbar.  Das  Auge  kann  daher  auf  diese  Weise,  wie  eine, 
der  oben  angefiüiilen  ähnhche  Rechnung  zeigt,  noch  weniger 
als  yogJgQQ  eines  Milligramms  kohlensaures  Lithium  mit  der 
grösaten  Schärfe  erkennen.  0,05  Gi-amm  desselben  SiUzes  auf 
die  erwähnte  Art  verpufft,  ertheilte  der  Luft  desselben  Zimmers 
die  Fähigheit,  länger  als  eine  Stunde  andauernd  die  Xtu-Linie 
hervorzubringen. 

Die  Sauerstoff-,  Chlor-,  Jod-  und  Bromverbindung  ist  am 
geeignetsten  zur  Erkennung  des  Lithiums.  Aber  auch  das 
kohlensaure,  schwefelsaure  und  selbst  das  phosphorsatire  Salz 
eignen  sich  fast  ebenso  gut  zu  diesem  Zwecke.  Lithionhaltige 
Fossilien,  wie  Ti'iphyllin,  Triphau,  Petalit,  Lepidolith,  brauchen 
nur  in  die  Flamme  gehalten  zu  wei-den,  um  ohne  weiteres  die 
Linie  Li  a  im  intensivsten  Glänze  zu  geben.  Auf  diese  Weise 
lässt  sich  Lithion  in  manchen  Feldspäthen,  z.  B.  in  Orthoklas 
von  Baveno,  unmittelbar  nachweisen.  Die  Linie  zeigt  sich 
dann  nur  einige  Augenbhcke  lang,  gleich  nach  dem  Einbringen 
der  Probe  in  die  Flamme,  So  zeigten  sich  als  lithionhaltig 
die  Glimmer  von  Altenberg  und  Penig,  als  frei  von  Lithium 
dagegen  Glimmer  von  Miask,  Aschaffenburg,  Modum,  Bengalen, 
Peunsylvanien  etc.  Wo  in  natürlich  vorkommenden  Silicaten 
nur  ein  verschwindend  kleiner  Lithiongehalt  auftritt,  entzieht 
sich  derselbe  der  unmittelbaren  Beobachtung.  Die  Prüfung 
geschieht  dann  in  solchen  Fällen  am  besten  auf  folgende  Weise: 
man  digerirt  und  verdampft  eine  kleine  Menge  der  zu  prüfen- 
den Substanz  mit  Flusssäure  oder  Fluorammunium,  dampft 
etwas  Schwefelsäure  über  dem  BUckstande  ab  und  zieht  die 
trockene  Masse  mit  absolutem  Alkohol  aus.  Die  zur  Trocken- 
heit abgedampfte  alkoholische  Lösung  wird  dann  noch  einmal 
mit  Alkohol  extrahirt  und  die  so  erhaltene  Flüssigkeit  auf 
einer   mögUchst   flachen    Glaaschale  verdunstet.     Der  Anflug, 


weldwT  dabd  zarttAbleiK,  Etat  oefa  kidrt  nöttels  eioes  JBadir- 
nwners  ziMBnoBeoacfaiben  nnd  an  PlatmdmlitcheD  in  £e 
Flamme  bringen.  |^  MäBgr-  daron  näAt  gevQlmlicfa  ß^  d«n 
Vemich  Tdlkommen  anfi.  Andere  VerbindiingeD,  ak  Id^d- 
naore,  in  denen  man  nocli  Hie  letzten  Spuren  Lithion  entdecken 
will,  werden  nor  dtircb  Eindampfen  mit  Schwefolsänre  oder 
auT  ii^eni!  eint-m  anderen  Wege  in  schwefelsaure  Salze  ver- 
wandelt und  dann  ebenso  behandelt 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  läs§t  sich  leicht  die  aner- 
wartete Thatsache  ausser  Zweifel  setzen,  dass  das  LtthioD 
zu  den  am  aligemeinätOD  in  der  Xatnr  verbreiteten  Stoffen 
gehört.  Dasselbe  liess  sich  mit  der  grössten  Leichtigkeit  schon 
in  40  Cubikcontimeter  Meei-wasser  nachweisen,  welches  unter 
39"  14'  westl.  Länge  und  41"  41'  nürdl.  Bi-eite  im  Atlantischen 
Ocean  geschöpft  war.  Asche  von  Fucoideen  (Kolp),  welche 
vom  Golfslr<»m  an  die  Schottischen  Küsten  getrieben  werden, 
eiitliiclt  erhebliche  Spuren  tlavon.  Sämmtliche  Orthoklase  und 
Quarze  aus  dein  Granit  des  Odenwaldes,  die  wir  geprüft  haben, 
zeigten  sich  liüiionhaltig.  Ein  sehr  reines  Trinkwasser  am 
einer  Quelle  am  granitischen  westlichen  Abhänge  des  Neckar- 
Üialee  in  Schliurbuch  bei  Heidelberg  entbleit  Lithion,  während 
diu  im  bunten  Sandstein  eutspringeude  Quelle,  welche  die 
WasMcrleitung  des  hiesigen  chemischen  Laboratoriums  speist, 
frei  davon  war.  Mineralwasser,  bei  welchen  Lithium  kaum 
noch  in  1  Liter  nach  dem  gewöbulicben  analytischen  Ver- 
fahren mu^hgewieseii  werden  kann,  zeigt  die  Li  «-Linie  oft 
Nchoii,  wenn  mau  nur  einen  Tiopfen  davon  an  einem  Pl&ti&- 
,di-ftht  in  di(?  Flamme  bringt '),  Alle  von  uns  untersuchten 
OdonwAlder  Aschen  aus  Hölzern,  welche  auf  Granitboden 
wHcliscn,  sowie  Russische  und  andere  käufliche  Pottaschen  ent- 
hnlt«'»  Lilbion.     Selbst  in  den  Aschen  des  Tabaks,  der  Wein- 


')  Wenn  m  «hili  dann» 
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blätter,  des  Eebholzes  uud  der  Weinbeeren  '),  sowie  in  der 
Äsche  der  Fetdfrüchte,  welche  in  der  Rheinebene  bei  Wag- 
hausel,  Beide she im  und  Heidelberg  auf  nicht  gi-anitiachem 
Boden  gezogen  werden,  fehlt  das  Lithion  eben  so  wenig,  als 
in  der  Milch  der  Thiere,  welche  mit  jenen  Feldfrilcbten  ge- 
nährt werden.  ^ 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  ein  Gemenge 
von  flüchtigen  Natron-  und  Litliionsalzen  neben  der  ßeaction 
des  Natriums  die  des  Litliiums  mit  einer  kaum  merklich 
verminderten  Schärfe  und  Deutlichkeit  zeigt.  Die  rothe  Linie 
des  letzteren  erscheint  durch  eine  kleine  in  die  Flamme  ge- 
brachte Perle  noch  deutlich  sichtbar,  wenn  diese  Perle  nur 
^  Lithiumsalz  enthält,  wobei  das  Auge  für  sich  an  der 
Flamme  seihst  nichts  als  das  gelbe  Licht  des  Natriums  ohne 
jede  Andeutung  einer  röthlichen  Färbung  wahrnimmt.  In 
Folge  der  gi-össeren  Flüchtigkeit  der  Lithionsalze  hält  die 
Natroureaction  gewöhnlich  etwas  länger  an.  Wo  es  sich  da- 
her um  die  Erkennung  sehr  kleiner  Spuren  von  Lithion  neben 
Natron  bandelt,  muss  die  Probeperle  in  die  Flamme  geschoben 
werden,  während  man  schon  durch  das  Fernrohr  blickt.  Man 
gewahrt  dann  tue  Lithiumlinie  oft  nur  auf  wenige  Augenblicke 
unter  den  ersten  VerHüchtigungsproducten. 

Wo  es  sich  bei  der  technischen  Gewinnung  der  Lithium- 
Verbindungen  um  die  Auswahl  des  zu  benutzenden  Bohmaterials 
und  die  Auffindung  einer  zweckmässigen  Davsteiliuigsmethode 
handelt,  gewährt  die  Spectralanalyse  ein  Hälfsiuittel  von  un- 
schätzbarem Werthe.  So  genügt  es  z.  B.  schon,  von  ver- 
schiedenen Soolmutterlaugen  nur  einen  Tropfen  in  der  Flamme 
zu  verdampfen  und  durch  das  Fernrohr  zu  beobachten,  um 
sich  sogleich  zu  überzeugen,  dass  in  vielen  dieser  Salinenrück- 
stände  ein  reiches,  bisher  überseheties  Lithionniaterial  gegeben 
ist.    Dabei  kanp  man  im  Verlaufe  der  Darstellung  jeden  Ver- 
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')  lu  den  b«i  det  fabrikinSssigeu  WeiiiHliiiTeiigewiiinung  feilenden 
Mntterlaugeti  conceutrirt  sieh  dttü  Lithioa  so  sehr,  dass  man  sue  deuaelben 
crbeliliche  Mengen  davon  daratellon  kiinn. 

*)  Herr  Dr.  Folwarczny  hut  sugar  in  der  Äsche  dea  measclilichen 
Blutes  lind  Moskelßeiiicbes  durch  die  Linie  Lia  leicht  Lithium verbiu- 
duDgen  Q  seil  weisen  kiiunen. 

Kiti^hbürf,  GuiammdU  ibhun'lkaKOi.  SD 
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luät  an  Lithion  in  den  Nehenproducten  und  Abfallen  durch 
die  Spectralreaction  unmittelbar  verfolgen  und  so  leicht  zweok- 
mässigere  Darat^Uungsmetlioden  ab  die  bisher  gebräuchlichen 
sich  aufsuchen.^) 

Kalium. 

Die  äiichtigeii  Kaliumverbindungen  gebi>ii  in  der  Flamme 
ein  3ehr  ausgedehntes  coutinuirlJches  Spectnun,  welches  pur 
zwei  charakteristische  Linien  zeigt;  die  eine  Kritt  in  dem 
äussersten  an  die  ultrai'othen  Strahlen  gi'enzenden  Roth,  ge- 
nau auf  die  dunkle  Linie  A  des  Sonnenspectrums  fallend,  die 
andere  Kaß  weit  in  Violet  nach  dem  anderen  Ende  dea  Spec- 
trums hin  ebenfalls  einer  Fraunhofer'schen  Linie  entsprechend. 
Eine  sehi'  schwache,  mit  der  Frauuhofer'scbeu  Linie  B  lO- 
sammenfallende  Linie,  die  ausserdem  noch,  aber  nur  bei  der 
intensiTsten  Flamme,  sichtbar  wird,  ist  wenig  charakteristütdi 
Die  blaue  Linie  ist  ziemlich  schwach,  eignet  sich  aber  &st 
eben  so  gut  wie  die  rothe  Linie  zm'  Erkennung  des  EalimnB. 
Die  Lage  beider  Linien  in  der  Nähe  der  beiden  Grenzeu  der 
für  das  Äuge  wabmelunbaren  Strahlen  macht  die  ßeactiou  za 
einer  weniger  emptindUchen.  In  der  Luft  unseres  Zimmen 
wurde  sie  erst  sichtbar,  als  wir  gegen  1  Gramm  mit  Milch- 
zucker gemengtes  chlorsaures  Kali  abbrannten.  Man  kann 
daher  dem  Auge  auf  diese  Weise  nur  imgeMir  ^^  Milligr. 
cliloraam'es  Kali  noch  sichtbar  machen. 

Kaiihydrat  und  sämmtlicho  Verbindungen  dos  Kalis  mit 
flüchtigen  Säuren  zeigen  die  Eeaction  ohne  Ausnahme.  Kali- 
silicate  und  ähnliche  feuerbeständige  Salze  dagegen  bringen  aie 
ftti'  sich  allein  nur  bei  sehr  vorwiegendem  Kaligehalt  hervor. 
Bei  geringerem  Kaligchalt  dari'  mau  die  Probeperle  nur  mit 
etwas  kohlensaurem  Natron  zusammenschmelzen,  um  die  charak-    j 

')  Wir  «hielten  nach  einer  solchen  verbesBerten  Methode  aus  Bwd 
MineralwaseeckrUgen  (gegen  vier  Liter)  einer  SDolraatterlauge,  welche 
durch  EindampfeD  mit  ächwefebSure  f.ä  Riickatand  gaben,  eine  hHlbe 
Unze  kithlenBauree  Lithion  von  diT  Reioheit  dea  Icänflichen.  dessen  Unn- 
delswerth  ungeffihr  140fl.  per  Pftmd  b<>trftgt  Eine  grosse  Zahl  anderer 
8»olmutterlftugcn,  die  wir  nolersuchten,  zeigten  einen  abultchen  Reiob- 
thuu  au  Idthiuinvurbiiidungen. 
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teristischeu  Linien  zum  Vorschein  zu  briugen.  Die  Grögeuwart 
von  Natronsalzen  verhindert  mithin  die  B«action  nicht  und 
beeinträchtigt  die  Emp&udlichkeit  derselben  nur  wenig.  Ortho- 
klas, Saiddin  und  Adular  lassen  sich  dadurch  leicht  von  Albit, 
Oligoklas,  Labrador  und  Änorthit  unterscheiden.  Um  ver- 
schwindend kleine  Kalispuren  noch  nachzuweisen,  braucht  man 
die  Silicate  nur  mit  einem  grossen  Ueberschuss  von  Pluoram- 
monium  auf  einem  Platindeckel  schwach  zu  gtülien  und  den 
Rückstand  am  Platindraht  in  die  Flamme  zu  bringen.  Auf 
diese  "Weise  findet  man,  dass  fast  alle  Silicate  kalihaltig  sind. 
Litbionsalze  stören  die  ßeaction  eben  so  wenig.  80  genügt 
es  z.  B.  schon,  den  Äschenatumpf  einer  Oigarre  in  die  Flamme 
vor  dem  Spalt  zu  halten,  um  sogleich  die  gelbe  Linie  des 
Natriums  und  die  beiden  rothen  des  Kaliums  und  Lithiums, 
welches  letztere  Metall  in  den  Tabakaaschen  fast  niemals  fehlt, 
atif  das  Deutlichste  hervorzubringen. 

Strontium. 
Die  Spectren  der  alkalischen  Erden  stehen  denen  der 
Alkalien  an  Einfachheit  bedeutend  nach.  Das  des  Strontiums 
ist  besonders  durch  die  Abwesenhi?il  grüner  Streifen  charak- 
terisirt.  Acht  Linien  daiin  sind  sehr  ausgezeichnet,  sechs  rothe 
nämlich,  eine  orange  und  eine  blaup.  Die  Orangelinie  Sra, 
welche  dicht  neben  der  XatriumÜnie  nach  ßoth  hin  auftritt, 
die  beiden  rothen  Linien  Srß,  Sry  und  endhch  die  blaue  Linie 
Sr  Ö  sind  ihrer  Lage  und  Intensität  nach  die  wichtigsten,  um 
die  EmptindUchkeit  der  Reaction  zu  prüfen,  erhitzten  wir  eine 
wässerige  Chloratrontiumlösung  von  bekanntem  Salzgehalt  in 
einem  Platinschälchen  rasch  über  einer  grossen  Flamme,  bis 
das  Wasser  verdunstet  war  und  die  Schale  zu  glühen  auäng. 
Hierbei  decrepitirte  das  Salz  zu  mikroskopischen  Partikelchen, 
die  sich  in  Gestalt  eines  weissen  Rauches  in  die  Atmosphäre 
erhoben.  Eine  Wilgung  des  Salzrückstandes  in  der  Schale  er- 
gab, dass  auf  diese  Weise  0,077  Grm.  Chlorstrontium  in  Ge- 
stalt eines  feinen  Staubes  in  die  77000  Gi-m.  wiegende  Luft 
des  Zimmers  übergegangen  war.  Nachdem  die  Luft  des  Zimmers 
mittelst  eines  aufgespannten,  rasch  in  Bewegung  gesetzten 
Begenscbtrmes  gloichmässig  durcheinander  gemengt  war,  zeigten 
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eich  die  charakteristischen  Liuien  des  Strontiumspectmiiis 
schön  ausgebildet  Man  kann  nach  diesem  Versuche  die  n« 
nachweisbare  Chlorstroutiummenge  zu  ^g^^  eines  MiUignuui 
anschlagen. 

Die  CUorverhinduDg  und  die  übrigen  HalogenTerbiiKlimgl 
des  Strontiums  geben  di«  Reaction  am  deutlichsten.  Stroi 
tianerdehfdrat  und  kohlensaure  Strontianerde  zeigen  sie  vi 
schwächer;  schwefelsaure  noch  schwächer;  die  Verbindimgi 
mit  feuerbeständigen  Säuren  am  schwächsten,  oder  gar  nicli 
Man  bringt  daher  die  Probeperle  zunächst  für  sich  und  daa 
nach  vorgäiigiger  Befeuchtung  mit  Salzsäure  in  die  FJanuni 
Hat  man  Schwefelsäure  in  der  Perle  vorauszusetzen,  so  hii 
man  sie  Tor  dem  Beleuchten  mit  Salzsäure  einige  Augenblicfe 
in  den  reducirenden  Theil  der  Flamme,  um  das  schwefelsaut) 
Salz  in  die  durch  Chlorwasserstoffsäure  zersetzbare  Schwefel 
Terbindnng  umzuändern.  Zur  Erkennung  des  Strontiums  ii 
Verbindungen  mit  Kieselsäure,  Phosphorsäure,  Borsäure  oda 
anderen  feuerbeständigen  Säuren  verfährt  man  am  besten  an 
folgende  Weise:  Zum  Äufschliessen  der  Probe  mit  kohlea 
saurem  Natron  dient,  statt  eines  Platintiegels,  eine  conisclu 
Spirale  von  Platindraht.  Dieselbe  wird  in  der  Planune  weisd 
glühend  gemaclit  und  in  entwässertes,  fein  pulverisirtes,  lockenf 
kohlensaures  Natron  getaucht,  welches  wo  möghch  noch  so  toiI 
Wasser  enthält,  dass  tUe  nöthige  Menge  des  Salzes  schon  bd 
dem  ersten  Eintauchen  daran  hängen  bleibt.  In  dieser  Spiral* 
läBst  sich  die  Schmelzung  viel  schneller  als  in  einem  Platin- 
tiegel bewerkstelligen,  da  die  zu  erhitzende  Masse  des  Platiai 
nur  gering  ist  und  das  zu  schmelzende  Salz  mit  der  Flammi 
in  unmittelbare  Berührung  kommt  Hat  man  die  aofiia- 
Bchliessende,  fein  pulverisirte  Substanz  mittelst  einer  kleiuefl 
Platinschaufel  in  die  glühend  äüssige  Soda  eingetragen  und 
einige  Minuten  im  Glühen  erhalten,  so  braucht  man  die  mä 
ihrer  Spitze  nach  oben  gekehi-te  Spirale  nur  auf  den  Kaud  dal 
Lampeutellers  aufzuklopfen,  um  den  Inlialt  derselben  in  Qe* 
ßtalt  einer  grossen  erkaltenden  Kugel  auf  dem  Teller  zu  et' 
halten.  Man  bedeckt  die  Kugel  mit  einem  Blättchen  Schreib' 
papier  und  zerdrückt  dieselbe  mittelst  einer  elastischen  Messer^ 
klinge,  die  man  auch  nach  Entl'emung  des  Papiers  benutzt,  uiB 


Cliuiniaclie  Aiialyae  durch  Spectralbeoiiachttmgeu. 


613 


die  Masse  weiter  noch  zum  feinsten  Pulver  zu  zerdrücken. 
Dieses  wird  an  den  Haud  des  etwas  abwärts  geneigten  Tellers 
zusammengeliäuft,  voreichtig  mit  heissem  Wasaer  Übergossen, 
das  man  durch  sanftes  Hin-  und  Hemeigen  des  Tellers  über 
der  aufgehäuften  Substanz  liin  und  her  fliessen  läsat,  und  end- 
lich die  über  dem  Bodensatz  stehende  Flüssigkeit  abdekantirt. 
Es  gelingt  leicht,  unter  abwechselndem  Erwärmen  des  Tellers 
durch  mehrmalige  Wiederholung  dieser  Operation  die  löslichen 
Sfüze  auszuziehen,  ohne  den  Bodensatz  aufzurühren  und  er- 
hebliche Mengen  davon  zu  verlieren.  Wendet  man  statt  des 
Wassers  eine  Kochsalzlösung  an,  so  gelingt  die  Operation  noch 
leichter  und  sicherer.  Der  Rückstand  enthält  das  Strontium 
als  kohlensaures  Salz,  von  dem  schon  einige  Zehntel  Milli- 
gramm am  Platindraht  mit  etwas  Salzsäure  befeuchtet  die  in- 
tensivate  Reaction  gehen.  Es  wird  auf  diese  Art  möglich,  ohne 
Platintiegel,  ohne  Reibschale,  ohne  Digerirschalo  und  ohne 
Trichter  und  Filter  alle  erforderlichen  Operationen  des  Auf- 
Bchheesens,  Zerkleinerns,  Digerirens  und  Auswaschens  in  we- 
nigen Minuten  auszuluhren. 

Die  Reaction  des  Kaliums  und  Natriums  wird  durch  die 
Gegenwart  des  Strontiums  nicht  gestört.  Auch  die  Lithium- 
reaction  tritt  neben  den  drei  erwähnten  in  voller  Deutlichkeit 
auf,  wenn  die  Lithiummeuge  gegen  die  des  Strontiums  nicht 
zu  gering  ist.  Die  Lithiumlinie  Litt  erscheint  dann  als  ein 
schmaler,  inttnsiv  rother,  scharf  begrenzter  Streifen  auf  dem 
schwächer  rothen  Grunde  des  breiten  Strontiumstreifens  Srß. 


Calcium. 
Das  Calciurospectrum  lässt  sich  schon  auf  den  ersten  Blick 
von  den  vier  bisher  betrachteten  Spectren  daran  unterscheiden, 
das8  es  in  Grün  eine  höchst  cbarakteriatische  und  intensive 
Linie,  Ca  ß,  enthält.  Als  zweites  nicht  minder  charakteristisches 
Kennzeichen  kann  die  ebenfalls  sehr  intensive  Orangelinie  Cau 
dienen,  welche  erheblich  weiter  nach  dem  rothen  Ende  des 
Spectniras  hin  liegt  als  die  Natronlinie  Na  a  und  die  Orange- 
linie  des  Strontiums  Sra.  Durch  Abbrennen  eines  Gemenges 
von  Chlorcaicium,  chlorsam-em  Kali  und  Milchzucker  erhält  mau 
einen  Sauch,  dessen  Reaction  ungefähr  von  gleicher  Empfind- 
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lichkeit  ist  mit  dem  unter  denselben  Verlislltnissen  herrvig? 
brachten  Cblorstrontinmraucb.  Aus  einem  aiif  diese  Weise  an- 
gestellten Versuche  ergab  sich,  dass  ^dIioö  Milligramm  Chlor- 
calcium  noch  leicht  und  mit  völliger  Sicherheit  erkamit  werden 
können.  Nur  die  in  der  Flamme  Hlichtigen  Calciumverbin- 
dimgen  zeigen  die  Reaction,  und  zwar  mit  um  so  gröeaerer 
Deutlichkeit,  je  flüchtiger  sie  suid.  Chlorcalcium,  Jodcalcium, 
Bromcalciuni  stehen  in  dieser  Beziehung  oben  an.  Schwefel- 
saurer Kalk  giebt  das  Spectnmi  erst,  nachdem  er  angelangeti 
hat  basisch  zu  werden,  dann  aber  sehr  glänzend  und  lange  an- 
dauernd. Ebenso  entwickelt  eich  die  Eeaction  des  kohlen- 
sauren  Kalks  am  deutlichsten,  nachdem  die  Kohlensäure  ent- 
wichen ist, 

Verbindungen  des  Calciums  mit  feuerbeständigen  Säuren 
verhalten  sich  in  der  Flamme  indifferent;  werden  sie  durch 
Chlorwaasei-gtoffsäure  angegriffen,  so  läset  sich  die  Reaction 
einfach  auf  folgende  Weise  erhalten:  Man  bringt  einige  Milli- 
gramme oder  selbst  nur  einige  Zehntel  Milligramme  der  fein 
pulvemirten  Substanz  an  das  etwas  befeuchtete  plattgeschlagene 
Platinöhr  in  den  wenig  heissen  Tbeil  der  Flamme,  bis  das 
Pulver  ohne  zu  schmelzen  aiigeüittet  ist.  Lässt  man  einen 
Tropfen  Salzsäure  in  das  Oehr  fallen,  so  bleibt  derselbe  zum 
gi'ÖSBten  Theil  daiin  hängen.  Scliiebt  man  diesen  Tropfen  tof 
dem  Spalt  des  Spectralapparates  in  den  heissesten  Theil  der 
Flamme,  so  verdampft  er,  und  zwar  in  Folge  des  Leidenfrost- 
schen  Phänomens,  ohne  ins  Kochen  zu  gerathen.  Blickt  man, 
während  der  Tropfen  verdampft,  dwch  das  Femrohr,  so  er- 
scheint in  dem  Augenblick,  wo  die  letzten  Antheile  der  Flüssig- 
keit in  Dampf  verwandelt  werden,  ein  glänzendes  Calcium- 
apectrum,  welches  bei  geringem  Ealkgebait  nur  einen  Moment 
aufblitzt,  bei  erheblicheren  Kalkmengen  aber  mehr  oder  weniger 
lange  anhält. 

Nur  in  Silicaten,  welche  von  Salzsäure  angegriffen  werden, 
lässt  sich  der  Kalk  auf  diese  Weise  finden;  in  nicht  durch 
Salzsäure  angreifbaren  Silicaten  gelingt  die  Nachweisnng  am 
besten  folge ndemi assen :  Einige  Milligramm  der  zu  prüfenden, 
auf  das  Feinste  pulverisirten  Substanz  werden  auf  einem  flachen 
Tiegeldeckel  von  Platin  mit  ungefähr  einem  Gramm  halb  xoi- 
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flossenem  Fluorammonium  versetzt  und  der  Deckel  in  die  Flamme 
gehalten,  bis  er  nach  VerÖüclitigung  dos  Fluorammoniuma  glüht. 
Man  befeuchtet  den  auf  dem  Deckel  befiiidlicheii  Salzanflug 
mit  1  bis  2  Tropfen  Schwefelsäm-e,  und  entfernt  den  Ueber- 
schusB  derselben  durch  abermaliges  Erhitzen  über  der  Flamme. 
Wird  der  jetzt  aus  achwefelsaui'en  Salzen  bestehende  Anflug 
auf  dem  Deckel  mit  dem  Fingernagel  oder  einem  Spatelchen 
zusammengeschabt  und  ungefähr  ein  Milligramm  davon  mittelst 
des  Drahtes  in  die  Flamme  gebracht,  so  erhält  man,  wenn  Ka, 
Na  und  i«  vorhanden  sind,  zunächst  die  charakteristischen  ßeac- 
tiotieu  dieser  drei  Körper  neben  oder  nach  einander.  Ist  noch 
Kalk  und  Strontian  vorhanden,  so  erscheinen  deren  Spectren 
gewöhnlich  erst  etwas  später,  nachdem  das  Ka,  Na  und  Li 
verflüchtigt  ist.  Bei  sehr  germgem  Caleinm-  oder  Strontium- 
gehalt  bleibt  die  Reactiou  dieser  Metalle  aus;  man  erhält  sie 
dann  aber  sogleich,  wenn  man  den  im  Keductionsraum  der 
Flamme  einige  Augenblicke  behandelten  Draht  mit  Salzsäure 
betropft  und  wieder  in  die  Flamme  bringt. 

Alle  diese  Proben,  die  Erhitzung  für  sich  oder  mit  Salz- 
säure, die  Behandlung  mit  Fluorammonium  für  sich  oder  mit 
Schwefelsäure  und  Salzsäm'e  geben  dem  Mineralogen  und  mehr 
noch  dem  Geognosten  eine  Eeihe  höchst  einiacher  Kennzeichen 
an  die  Hand,  um  viele  in  der  ffatur  auftretende  Substanzen, 
und  namentlich  die  einander  so  ähnlichen  aus  kalkli altigen 
Doppelsilicaten  bestehenilen  Mineralien  noch  in  den  kleinsten 
Sphtterchen  mit  einer  Sicherheit  zu  bestimmen,  wie  sie  sonst 
kaum  bei  einem  reichlich  zu  Gebote  stehenden  Material  durch 
weitläuftige  und  zeitraubende  Analysen  erreichbar  ist.  Einige 
Beispiele  werden  dies  am  besten  zeigen. 

1.  Ein  Tropfen  Meerwasser  am  Platindraht  verflüchtigt 
zeigt  eine  starke  Natriumreaction ,  und  nach  Verflüchtigung 
des  Kochsalzes  eine  schwache  Calciumreaction,  die  durch  Be- 
feuchten des  Drahtes  mit  Salzsäure  aui'  Augenblicke  höchst 
intensiv  wird.  Behandelt  man  einige  Decigramme  Meerwasser- 
rUckstand  auf  die  beim  Lithium  angegebene  Weiae  mit  Schwefel- 
säure und  Alkohol,  so  erhält  man  leicht  ilie  Eeaction  des 
Kahmns  und  Lithitmis.  Die  Gegenwart  des  Strontiums  im 
Meerwasser   kann   am  besten   in   den  Kesselsteinen  der  See- 
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dampfBcliifTe  nacbgoniesen  werden.  Die  fittrirte  salzsaui'e  Lö- 
sung desselben  liinterlässt  nach  dem  Abdampfen  uud  Aafl&sen 
in  mSgUcbst  wenig  Alkohol  eine  von  basischem  ^Eiseiichlorid 
gelblich  gefärbte  Trübimg,  die  sich  nach  einigen  Tagen  absetzt 
und  auf  einem  Filterchen  gesammelt  und  mit  Alkohol  aasge- 
wascben  werden  kann.  Das  in  einem  feinen  Platindialit  ver- 
brannte  Filter  giebt  neben  den  Oalcimnlinien  ein  vollständig« 
und  intensives  Strontium^pectrum. 

2.  Soolwasser  zeigen  otl  schon  unmittelbar  die  Kalium-, 
Natrium-,  Lithium-,  Calcium-  und  Strontiumreaction.  Bringt 
man  z.  B.  einen  Tropfen  des  Dürkheimer  oder  Kreuznacher 
Mineralwassers  in  die  Flamme,  so  erhält  man  die  Linien  Naa, 
Li  tu,  CuuMuACuß.  Wendet  man  statt  ilea  Soolwasse«  eintn 
Tropfen  seiner  Mutterlauge  an,  bo  entstehen  dieselben  Linim 
mit  dem  intensivsten  Glänze.  In  dem  Maasse  als  das  Chlor- 
natrium  und  Chlorlithium  verdampft  und  das  ChlorcalciujD 
basischer  wird,  entwickeln  sich  allmählich  die  charakteristischen 
Linien  des  Strontiumspectrums,  welches  sich  nach  und  nach 
immer  glänzender  in  seiner  ganzen  Vollständigkeit  zeigt.  Mm 
erhält  hier  also  durch  den  blossen  Anblick  eines  einzigen  in 
der  Flamme  verflüchtigten  Tropfens  in  wenigen  Augenblicken 
die  vollständige  Analyse  eines  Gemenges  von  fünf  Stoffen. 

3.  Der  Aschenstumpf  einer  Cigarre  mit  etwas  //tV  be- 
feuchtet und  in  die  Flamme  gehalten,  giebt  die  Linien  Natt, 
Afl  «,  Li  a,  Ca  a,  Cn  /i. 

4.  Kaliglas  von  eiuer  Verbrennungsröbi-e  gab  sowohl  mit 
als  ohne  Salzsäure  Nute  uud  Katt,  mit  Fiuorammonium  und 
Schwefelsäure  behandelt  noch  One,  Caß  und  Spuren  von  Z,ia. 

5.  Orlhoklas  von  Baveno  giebt  für  sich  oder  mit  Salz- 
säure nur  Naa  nebst  Spuren  von  Kau  und  /.i«;  mit  Fluor- 
ammonium and  Schwefelsäure  die  intenÄiven  Linien  Nace,  Katt 
und  etwas  schwächer  Litt.  Nach  Vei-flüchtigung  der  so  ns 
gewiesenen  Beatandt heile,  mit  HCl  in  die  Flamme  gebracht, 
giebt  die  Probe  nur  ein  kaum  uutei-acbeidbares  Aufblitzen  der 
Linien  Ca  a  und  Ca  ß.  Der  nach  diesen  Prüfungen  dem  Platin- 
drahte  angefrittete  Rückstand  zeigt,  mit  salpetei-sauiem  Kobalt* 
oxydul  befeuchtet  und  geglüht,  die  t^  Tbouerde  charakteristische 
Färbung.   Nimmt  mau  noch  die  bekannte  Reaction  auf  Kiesel- 
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erde  hinzu,  ao  ergiebt  sich  aus  diesen  in  wenigen  Minuten  aus- 
führbaren Prüfungen,  dass  der  Orthoklas  von  Baveno  Kiesel- 
erde, Thonerde,  Kali  mit  Spuren  von  Natron,  Kalkerde  und 
Lithion  enthält,  so  wie  dass  jede  Spui-  tou  Baryterde  und 
Strontianerde  darin  fehlt. 

6.  Ädular  vom  Gottliard  verhielt  sich  ganz  ähnlich  wie 
der  Orthoklas  von  Baveuo,  nur  dass  die  Lithiumreaction  völlig, 
die  Calcimnreaction  fast  völlig  fehlte. 

7.  Labradorit  von  St.  Paul  gieht  füi-  sich  nur  die  Na- 
triumlinie  Naa,  nicht  aber  das  Calciumspectrum.  Die  mit 
Chlorwasseratoffsäure  befeuchtete  Probe  aber  bringt  die  Cal- 
ciunüinien  Ca  a  und  Ca  ß  sehr  glänzend  hervor.  Bei  der  Probe 
mit  Pluoranunonium  erhält  man  noch  eine  schwache  Kalium- 
reactirm  und  kaum  bemerkbare  Spuren  von  Lithium. 

8.  Labradorit  aus  dem  Kugeldiorit  von  Corsika  verhielt 
sich  ebenso,  nur  dass  die  Spuren  der  Lithiumreaction  fehlten. 

9.  Mosaudrit  aus  Brevig  und  Tschoffkinit  au^  dorn  Umeu- 
gebii-ge  gaben  fUr  sich  nur  die  Natriumreaction ,  bei  der  Be- 
handlung mit  Salzsäure  aber  die  Calciumllnien  Ca  a  uud  d  ß. 

10.  Meliuophan  von  Lamoe  gab  für  sich  nur  A'a«,  mit 
Salzsäure  aber  noch  Caa,  C»  ß  und  Lia. 

11.  Scbeelit  und  Sphen  gehen  schon  bei  Behandlung  nüt 
Salzsäure  die  Calciumreaction  sehr  intensiv. 

12.  Finden  sich  geringe  Mengen  Strontium  neben  dem 
Calcium,  so  wätdt  man  am  zwcckmääsig^ten  die  Liuie  Srd 
zur  Erkennung  der  erateren.  Mit  Hülfe  derselben  gelingt  es 
leicht,  in  sehr  vielen  neptuniachen  KalitateinL'n  einen  geringen 
Strontiumgehalt  nachzuweisen.  i\'ira,  Litt.  Kaa,  besonders 
Lia,  zeigen  sich  schon  unmittelbar  bei  dem  Glühen  des  Kalk- 
steins in  der  Flamme.  Duixh  Salzsäure  in  Chlorcalciuni  ver- 
wandelt und  in  dieser  Fonn  in  die  Flamme  gebracht,  geben 
diese  Gesteine  dieselben  Linien  und  ausserdem  häufig  noch 
deuthch  genug  die  Linie  Sr  Ö.  Dieselbe  eracheint  aber  Tiur 
auf  kürzere  Zeit,  indem  sie  sich  m  Folge  der  Verdampfunga- 
processe  in  der  Flamme  allmählich  entvrickelt  und  kurz  vor 
dem  Erblassen  des  Kalkspectrunis  am  deutlichsten  hervorzu- 
treten pflegt. 
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Auf  diesem  Wege  wurden   die  Linien  Nn  a.  Ia 
Caa,  Caß,  SrS  bei  folgenden  Kalksteinen  gefunden: 

Silurkalk')  von  Kugelbad  bei  Prag, 

Wellenkalk  (Muschelkalk)  von  Rohrbach  bei  Hi 

Liaskalk  von  Maisch  in  Baden, 

Krt-ide  aus  Bngland. 
Folgende   Kalksteine  zeigten  nur  die  Linien  Na 
Kaa,  Caa,  Ca'ß.  oline  die  blaue  Strontiiimlinie: 

Marmor  von  Auerbach  aus  dem  Granit  *), 

Devonkalk  von  Gerolstein  in  der  Eifel, 

Kohlenkalk  von  Planitz  in  Sachsen, 

Zechetein  von  Nordhausen  am  Harz, 

Jurakalk  vom  Streitberg  in  Franken. 
Man  siebt  schon  aus  diesen  wenigen  Yersucben,  dasa  mt 
fassendere  und  sorgfältige  spectralanalytische  Untersuchongäl 
über  den  Lithimu-,  KaHuin-,  Natrium-  und  Strontiumgehalt 
vei-schiedener  Kalkbildungen  mit  Beziehung  auf  die  Aitersfolge 
und  loeale  Verbreitung  derselben  von  grossem  geologischem 
Interesse  sind,  und  vielleicht  zu  unerwarteten  AufechlSssen 
über  die  Natur  der  früheren  Oceane  und  Meeresbecken,  in 
welchen  die  Bildung  jener  Kalkgebirge  erfolgte,  MireQ  können. 

Baryura. 
Das  BarTumspectrum  ist  das  verwickeltste  unter  den 
Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  und  alkalischen  Erden.  Von 
den  bisher  betrachteten  unterscheidet  es  sieb  schon  auf  dsn 
ersten  Blick  durch  die  grünen  Linien  Baa  und  Baß,  welche 
alle  tlbrigen  an  Intensität  übertreffen  und  bei  schwacher  Beu- 
tion zuerst  erscheinen  und  zuletzt  wieder  verschwinden.  Baj 
ist  weniger  emphndlich,  aber  immer  noch  als  charokteristisdw 
Linie   zu   betrachten.     Die   verbältnissmässig   ziemlich    grosM 

')  Die  Litttiumliaie  war  bei  dieser  Gebirgsart  nicht  mit  Sicheilnät  n 
erkeDnen,  die  Liuie  Sr  S  dagegen  sehr  stark, 

*)  Mittelst  des  üben  beschriebenen  Verfahrens  mit  Alliobol  wufde  sH 
20  Onn.  dieses  Marmors  eo  viel  ealpcttreaurer  Strontifui  erhalten,  ätat 
sich  damit  ein  voUstlincIigcs  intensircs  Strontiumapeetram  hervotbringea 
lieaa.  Ob  sich  aach  die  flbrigen  aufgeführten  KtUksteiue,  auf  <tieM  Art 
behandelt,  als  strontiumbaltig  erweisen,  haben  wir  nicht  auterst 
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Ausdehnung  des  Spectrums  ist  Ursache,  dass  überhaupt  die 
Spectralreaction  der  BarynniTerbindnngen  etwas  weniger  em- 
pfindlich ist  als  die  der  bisher  betrachteten  Körper,  0,3  Grm. 
chlorsaurer  Baryt  mit  Milchzucker  gaben  in  unserem  Zimmer 
verbrannt,  nachdem  die  Luft  vermittelst  eines  aufgespaimten 
Regenschirmes  gehörig  durchgemengt  war,  längere  Zeit  auf  das 
deutlichste  die  Linie  Ba  a.  Man  kann  daher  aus  einer  der 
beim  Natrium  ausgeführten  ähnlichen  Kechnung  schliessen,  dass 
durch  die  Beactioa  noch  weniger  als  ungefähr  j^  Milligramm 
niit  vöUiger  Deutlichkeit  angezeigt  wird. 

Chlorbaryum ,  Brombarynm ,  Jodbai-yum ,  Fluorbarjum, 
Baryterdehydi-at,  kohlensaurer  uud  schwefelsaurer  Baiyt  zeigen 
die  ßeaction  am  ausgezeichnetsten,  und  können  daher  durch 
unmittelbares  Erhitzen  in  der  Flamme  erkannt  werden. 

Durch  Salzsäure  angreifbare,  Baryterde  enthaltende  Silicate 
geben  die  ßeaction,  wenn  sie,  wie  beim  Kalk  angegeben,  mit  einem 
Tropfen  Salzsäure  in  die  Flamme  gebracht  werden,  ebenfalls. 
So  erzeugt  z.  B.  Barytharmotom,  auf  diese  Weise  behandelt, 
die  Linie   Ca  a  und  Ca  ß  neben  den  Linien  Ba  a  und  Ba  ß, 

Verbindungen  der  Baryterde  mit  feuerbeständigen  Säuren, 
die  sich  mit  und  ohne  Salzsäure  in  der  Flamme  indifferent 
verhalten,  schliesst  man  am  besten  auf  die  beim  Strontium 
angegebene  Weise  mit  kohlensaui-em  Natron  auf  imd  prtifl  den 
dadurch  erhaltenen  kohlensauren  Baryt.  Kommen  in  solchen 
Verbindungen  Ca,  Ba  und  Sr  in  sehr  ungleichen  Mengen  ge- 
meinschaftlich vor,  80  löst  man  die  dm-ch  Aufschliessen  er- 
haltenen kohlensaui'en  Salze  in  einem  Tropfen  Salpetersäure 
und  zieht  aus  dem  abgedampften  Rückstand  den  Kalk  durch 
Alkohol  aus.  Der  Rückstand  enthält  dann  noch  Baryt  und 
Strontium,  die  sich,  wenn  sie  nicht  in  allzu  ungleicher  Menge 
vorkommen,  leicht  neben  einander  erkennen  lassen.  Handelt 
es  sich  darum,  die  letzten  noch  wahrnehmbaren  Spuren  von 
Sr  oder  Ba  nachzuweisen,  so  verwandelt  mau  den  Rückstand 
durch  Glühen  mit  Salmiak  in  Chlorverbindungen,  aus  denen 
sich  das  Chlorstrontium  durch  Alkohol  in  der  zur  Erkennung 
hinlänghch  concentrirten  Form  leicht  ausziehen  lässt.  Sind 
unter  den  naclizuweisenden  Stoffen  nicht  einzelne  in  ver- 
schwindend kleinen  Mengen  vorhanden,  so  werden  alle  solche 
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vorgäugige  Scheidungen  ganz  uimöthig,  wie  folgender 
zeigt;  Ein  Gemenge  von  Chlomatriiun,  Glilorkaliani,  Chlor- 
Uthium,  Clilorcalciunn.  Chlorstrontium  und  GhlorbarjTim,  velctus 
von  jedem  dieser  sechs  Stoffe  höchatens  j^,  Milligramm  etttbkh, 
wurde  in  die  Flamme  gebracht  und  beobachtet.  Zuerst  vc 
schien  die  intensiv  gelbe  Natroidinie  Na  a  auf  dem  UotAT- 
grunde  eines  schwachen  coutinuii'licbeu  Spectrums.  In  äeu 
Maasse,  als  dieses  zu  erblassen  begann,  entwickelte  sich  die 
scharf  begrenzte  intensiv  rothe  Linip  des  Lithiums  Li  a  und 
jenseits  derselben,  noch  weiter  von  der  Natriumlinie  entfernt 
die  mattere  Kaliumlinie  Ka  a,  indeas  die  Barynmlimen  Ba  a 
und  Ba  ß  in  ihrer  charakteristischen  Lage  und  eigenthUnüicheii 
ÖchattijTing  axd  das  Deutlichste  hervortraten.  Indem  sich 
darauf  die  ^'erbinduugen  des  Kaliums,  Lithiums  und  Barjntou 
nach  und  nach  verflüchtigten,  erblassten  oder  verschwanden 
ihre  Linien  wieder  allmähticb  der  Keihe  nach,  bis  sich  nach 
einigen  Minuten  aus  den  immer  weniger  überlagerten  löiiiea 
des  Calciums  und  Strontiums,  wie  aus  einem  Nehelbilde^  dia 
Linien  Ca  a,  Ca  ß  und  .S>  a,  Sr  /?,  Sr  y  uud  Ar  S  init  allir 
Schärfe  in  ihrer  cbaiaktenstischen  Form,  Schattirung  nnd 
Lage  hervorhoben,  um  dann  erst  nach  sehr  langer  Zeit  wieder 
zu  erblassen  uud  gänzlich  zu  veracbwindeu. 

Die  Abwesenheit  irgend  eines  oder  mehrerer  dieser  G«- 
meugtheile  giebt  sich  bei  diesen  Beobachtungen  augeoblick- 
lich  durch  die  Abwesenheit  dei'  ihnen  zugehörigen  Linien  n 
erkennen. 


Für  Denjenigen,  welcher  die  einzelnen  Spectren  aus  wieder- 
holter Anschauung  kennt,  bedarf  es  einer  genauen  Meesong 
der  einzelnen  Linien  nicht;  ihre  Farbe,  ihre  gegenseitige  La^ 
ihre  eigenthümliche  Gestalt  imd  Abschattirung,  die  AbBtofongta 
ihres  Glanzes  sind  Kennzeichen,  welche  selbst  fllr  den  Uag»* 
übten  zur  sicheren  Orientirung  voUkommen  bini'eichen.  Hit» 
Kennzeichen  sind  dt-n  Unterscheidungsmerkmalen  zu  vergleitih«H 
welche  wir  bei  den  als  Reactionsmittel  benutzton,  ihrem  äuaseren 
Ansehen  nach  hilcbst  verschiedenartigen  Niederschlag«)  an* 
treffen.  Wie  es  als  Charakter  einer  Fiillnug  gilt,  dasa  ät 
geltitinös,  pulverformig,  käsig,  kSruig  oder  krjstallinisch 
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zeigen  auch  die  Spectrallinien  ihr  i-i gen thUm liehe s  Verhalten, 
indem  die  einen  an  ihren  Rändern  schaii'  begrenzt,  die  anderen 
entweder  nur  nach  einer  oder  nach  beiden  Seiten  entweder 
gleichartig  oder  ungleichartig  verwaschen,  oder  indem  die  eitlen 
breiter,  die  anderen  schmäler  erscheinen,  und  wie  wir  mir 
diejenigen  Niedei-achläge ,  welche  bei  niöglirhst  grosser  Ver- 
dilnniing  der  zu  fällenden  Substanz  noch  zum  Vorschein  kommen, 
ida  E rken nun gs mittel  verwenden,  so  benutzt  man  auch  in  der 
Spectralanalyse  zu  diesem  Zwecke  nui-  diejenigen  Linien,  weldie 
zu  ihrer  Erzeugung  die  geringste  Menge  Substanz  und  eine 
nicht  allzu  hohe  Temperatur  erfordern.  In  Beziehung  auf 
solche  Kennzeichen  stehen  sich  daher  beide  Methoden  ziemhch 
gleich.  Dagegen  gewährt  die  Spectralanalyse  rflcksichthch  der 
als  Reactionsmittel  benutzten  Farbe nerac hei nungen  eine  Eigen- 
thilmlichkeit,  die  ihr  unbedingt  einen  Vorzug  vor  jeder  anderen 
analytischen  Methode  siclicni  miiss.  Ünt«r  den  Niederschlägen, 
die  zur  Erkennung  von  Stoffen  bestimmt  sind,  erscheinen  die 
meisten  weiss  und  nur  einige  gefärbt.  Dabei  ist  die  Färbung 
der  letzteren  nur  wenig  constant  und  variirt  in  den  verschie- 
densten Abstutungen,  je  nach  der  dichteren  oder  mehr  zer- 
tlieüten  Form  der  Fällung.  Oft  reicht  schon  die  kleinste 
Beimengung  eines  fremden  Stoffes  hin,  eine  charakteristische 
Färbung  bis  zur  Unkenntlichkeit  zu  verwischen.  Feinere  Ftu-ben- 
unterschiede  der  Niederschläge  kommen  daher  als  chemische 
Kennzeichen  gar  nicht  mehr  in  Frage.  Bei  der  Spectral- 
analyse dagegen  erscheinen  die  farbigen  Streifen  unberührt  von 
solchen  fremden  Einflüaaen  und  unverändert  durch  die  Da- 
zwisehenkuntt  anderer  Stoffe.  Die  Stellen,  welche  sie  im  Spec- 
trum einnehmen,  bedingen  eine  chemische  Eigenschaft,  die  so 
unwandelbarer  und  fundamentaler  Natur  ist,  wie  das  Atom- 
gewicht der  Stoffe,  und  laasen  sich  daher  mit  einer  fast  astro- 
nomischen Genauigkeit  bestimmen.  Was  aber  der  spectra!- 
analytischen  Methode  eine  ganz  besondere  Bedeutung  verleiht, 
ist  der  Umstand,  dass  sie  die  Schranken,  bis  zu  welchen  bisher 
die  chemischen  Kennzeichen  der  Materie  reichten,  fast  ins  Un- 
begrenzte hin  ans  rückt.  Sie  verspricht  uns  über  die  Verbreitung 
und  Anordnung  der  Stoffe  in  den  geologischen  Formationen 
die  werthvoUsten  ÄufticblUsse.    Schon  die  wenigen  Versuche, 
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welche  diese  Abhandlung  enthält,  führen  zu  dem  unerwi 
Aufschlüsse,  dass  nicht  nur  KaUuiii  und  Natrium,  sondern  auch 
Lithium  und  Strontium  zu  den  zwar  nur  in  geringer  Menge, 
aber  ailgemein  verbreiteten  Stoffen  unsei-es  Erdltöq'ers  gezählt 
werden  müssen. 

Für  die  Entdeckung  bisher  noch  nicht  aufgefundener  Ele- 
mente dürfte  die  Spectralanalyse  eine  nicht  minder  wichtige 
Bedeutung  gewinnen.  Denn  wenn  es  Stoffe  giebt,  die  so  sparsam 
in  der  Natur  verbreitet  sind,  dass  uns  die  bisherigen  Mittel 
der  Analyse  bei  ihrer  Erkennung  und  Abacheidung  im  Stiche 
lassen,  so  wird  man  hoffen  dürfen,  viele  solcher  Stoffe  durch 
die  einfache  Betrachtung  ihrer  Flammenspectren  noch  in  Mengen 
zu  erkennen  und  zu  bestimmen,  die  aicJi  auf  gewÖbuUchem  Wege 
jeder  chemischen  Wahrnehmung  entziehen.  Dass  oa  wirklich 
solche  bisher  unbekannte  Elemente  giebt,  davon  haben  wir  uns 
bereits  zu  überzeugen  Grelegenheit  gehabt,  Wir  glauben,  auf 
imzweifelhafte  Resultate  der  spectralanalytischen  Methode  ge- 
stützt, mit  völliger  Sicherheit  schon  jetzt  die  Behau))tung  auf- 
stellen zu  können,  dass  es  neben  dem  Kalium,  Natrium  und 
Lithium  noch  ein  viertes  der  Alkahengruppe  angeliiiriges  Metall 
giebt,  welches  ein  eben  so  charakteristisches  und  einfaclies 
Spectrum  giebt  wie  das  Lithium  —  ein  Metall,  das  mit  un- 
serem Spectralapparate  nui'  zwei  Linien  zeigt,  eine  schwadie 
blaue,  die  mit  der  Strontiumlinie  SrS  fast  zusammeniallt,  and 
eine  andere  blaue,  die  nur  um  Weniges  weiter  nach  dem  vio- 
letten Ende  des  Spectrums  Mn  liegt  und  an  Intensität  und 
Schärfe  der  Begrenzung  mit  der  Lithiundinie  wetteifert. 

Bietet  einerseits  die  Spectralanalyse,  wie  wir  im  Vor- 
stehenden gezeigt  zu  haben  glauben,  ein  Mittel  von  bewunde- 
rungswürdiger Einfachheit  dar,  die  kleinsten  Spui'en  gevnsser 
Elemente  in  irdischen  Körpern  zu  entdecken,  so  eröffnet  sie 
andererseits  der  chemischen  Forschung  ein  bisher  völlig  ?er* 
schlossenea  Gebiet,  das  weit  über  die  Grenzen  der  Erde,  j» 
selbst  unseres  Sonnensystems,  hinausreicbt.  Da  es  bei  der  in 
Hede  stehenden  analytischen  Methode  ausreicht,  das  ^Oheitde 
Gas,  um  dessen  Analyse  es  sich  handelt,  zu  sehen,  so  liegt  der 
Gedanke  nahe,  dass  dieselbe  auch  anwendbar  sei  auf  die  Atuio- 
Sphäre   der  Sonne    und   der  helleren    Fixsterne.     Sie    bt'darf 
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aber  hier  einei'  Modification  wegen  des  Lichtes,  welches  die 
Keine  dieser  Weltkörper  ausstrahlen.  In  seiner  Abhandlung: 
„TJeber  das  Verliältnise  zwischen  dem  Emiasionavennögen  und 
dem  Absorptionsvermögen  der  Körper  für  Wärme  und  Licht'") 
jhat  Einer  von  uns  durch  theoretische  Betrachtungen  nachge- 
■wiesen,  dass  das  Spectnim  eines  glühenden  Gases  umgekehrt 
wird,  d.  h.  dass  die  hellen  Linien  in  dunkele  sich  verwandeln, 
venn  hinter  dasselbe  eine  Lichtquelle  von  hinreichender  In- 
tensität gebraclit  wird,  die  an  sich  ein  continuirliches  Spectram 
giebt.  Es  läset  sich  hieraus  schliessen,  dass  das  Sonnenspectrum 
mit  seineu  dunkeln  Linien  nichts  Anderes  ist,  als  die  üm- 
kehrung  des  Spectnims,  welches  die  Atmosphäre  der  Sonne 
für  sich  zeigen  würde.  Hiernach  erfordert  die  chemische 
Analyse  der  Sonnenatmosphärt?  nur  die  Aufsuchung  derjenigen 
Stoffe,  die,  iu  eine  Flamme  gebracht,  helle  Linien  hervortreten 
lassen,  die  mit  den  dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums 
coincidiren. 

An  dem  angeführten  Orte  sind  als  experimentelle  Belege 
für  den  erwähnten  theoretisch  abgeleiteten  Satz  die  folgenden 
Versuche  angeführt: 

Die  belle  rothe  Linie  im  Spectnim  einer  Grasflamme,  in 
die  eine  Perle  von  Clilorlitliium  gebracht  ist,  verwandelt  sich 
in  eine  schwarze,  wenn  man  volles  Sonnenhcht  durch  die  Flamme 
gehen  lässt. 

Ersetzt  man  die  Perle  von  Clilorlithium  durch  eine  von 
Chlomatrium.  so  zeigt  sich  im  Sonnenspectrum  die  dunkle 
DoppeUinie  D  (die  mit  der  hellen  Natriumlinie  coincidirt)  in 
ungewöhnlicher  Deutlichkeit. 

In  dem  Spectrum  des  Diimiond'schen  Lichtes  tritt  die 
dunkle  Doppellinie  D  auf,  wenn  man  seine  Strahlen  durch 
die  Flamme  von  wässerigem  Alkohol  gehen  läset,  in  den  man 
Chlomatrium  gebracht  hat.^) 


^1  Kirchhoff.  Pogg.  Ann..  Bd.  CIX,  S.  275.    Oben  S.  570. 

*l  In  der  Märzuumnier  des  Phil.  Mag.  für  18S0  erinnert  Stokes 
(Uran,  dass  FoucauU  schcm  im  Jahre  1S4S>  eine  Beabachtang  gemacht 
bat,  die  der  ubon  erwähnten  ähnlich  ist  Bei  der  Untersuchung  des  elek- 
trisclieti  Bogen»  zwiechen  Rohlenspitzen  bemerkte  die»or  (Plnstiiut  1S49 
p.  451,  daae  in  dem  Spectnim  desselben  belle  Linien  am  Orte  der  Doppel- 
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Es  schien   iius  nicht  ohne  Interosae,    noch    mehr   Beet»- 
f  ligungen  jenes  merkwürdigen  theoretischen  Satzes  za  erhäkta.   ' 
fEs   ist   uns   dies    diu'ch    die   Versuche,   die    miii    beschrieben 
[  Verden  sollen,  gelungen. 

Wir  machten  einen  dicken  Platindrabt  in  einer  FUuniDt 
glühend  und  brachten  ihn  durch  einen  elektrisclien  Strom 
seinem  Schmelzpunkte  nahe.  Der  Draht  gab  ein  glünzenila 
Spectrum  ohne  jede  Spur  von  hellen  oder  dunkelu  Linien. 
Wurde  zwischen  den  Draht  und  den  Spalt  des  Apparates  eine 
Flamme  von  sehr  wässerigem  Alkwhol  gebracht,  in  dem  Kocl^ 
salz  aufgelöst  war  so  zeigte  sich  die  dunkle  Linie  D  in  grosser 
Deutlichkeit, 

In  dem  Spectrum    eines  Platindralites,  der  allein    durch 
I  eine  Flamme  glühend  gemacht  ist,  kann  man  die  dunkle  Linie 
I  D  hervorrufen,   wenn  man  vor  ihn  ein  Reagenzglas    hält,  auf 
I  dessen  Boden  man  etwas  Natrium  am  algam  gebracht  hat,  nwl 
is  bis  zum  Kochen  erhitzt.     Dieser  Versuch  ist    dedialH 
wichtig,  weil  er  zeigt,  dass  weit  unter  der  Glühhitze  der  N»- 
triumdampf  genau    au   derselben  Stelle   des  Spectnuns  seine 
absorbirende  Wirkung  ausübt,   wie  bei   den  höchsten  Tempe- 
raturen, welche  wii-  hervorzubringen  vermögen,   und  bei  den- 
jenigen, die  in  der  Sonnenatmosphilre  stattfinden. 

Die  heileren  Linien  der  Spectren  von  Ku,  Sr,  Ca,  Ba 
umzukehren,  ist  uns  gelungen  bei  Anwendung  von  Sonnealicht 
und  von  Mischungen  der  chloreaui-en  Salze  dieser  Metaile  mit 
Milchzucker.  Vor  dem  Spalte  des  Apparates  war  eiuo  kleine 
eiserne  Rinne  aufgestellt;  in  diese  wurde  die  Mischung  ge- 
I  bracht,  volles  Sonnenlicht  längs  der  Rinne  auf  den  Spalt  ge- 
\  leitet  und  die  Mischung  durch  einen  glühenden  Draht  seitlich 

liuie  D  des  Konneuspectruma   vorhanden  Bind,   und  daae  d^r  Bogeji  tii« 

dtioklc  Linie  D  vereltirltt  oder  erzeugt,  wenn  man  liiircli  ihn  die  Straldco 

der  Sonne  oder  einer  der  (rltthendeu  Kohlena^jitzen  gehen  llisst  und  dgjiD 

EU  einem  Spectrum  auxcinandcr  legt.    Die  iin  Teile  erwähnte  Beutmi.^- 

tung  giebt  die  Erklärung  dieser  iutereseatiten,  echon  vor   II  Jnhren   von 

Fou  cault  bemerliIeD  Erscheinung  und  »igt,  da»B  dieeelbe  uiclil  bedingt 

ist  durch  die  Eigenschaften  des  in  vieler  Hinsicht   noch  so  rSlIueUitifldii 

i  elelitrischen  Lichies,  aoudem  berrUhrl  von  einer  Natriumverbludung.  die 

■  in  doi'  Kohle  euibalten  war  und  durch  den  Strom  in  glübendea  Gm  rtf- 

B' Wandelt  wurde. 
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entzUndet.  Das  Beobachtungsfenirohr  war  mit  dem  Schnitt- 
punkt seiner  schräg  gestellten  Fäden  auf  die  helle  Linie  des 
Flammenspectrums,  deren  Umkehrbarkeit  geprüft  werden  sollte, 
eingestellt;  der  Beobachter  concentiii'te  seine  Aiifiuerksamkeit 
darauf,  zu  beurtheilen,  ob  im  Augenblicke  der  Verpuffung  eine 
dunkle  durch  den  Schnittpunkt  des  Fadenkreuzes  gehende 
Linie  sich  zeigte.  Auf  diese  Weise  war  es  bei  richtiger 
Mischung  der  abbrennenden  Gemenge  sehr  leicht,  die  ümkehr- 
barkeit  der  Linien  Ba  «  und  Ba  ß  und  der  Linie  Kn  ß  zu  con- 
statireu.  Die  letzte  von  diesen  fallt  mit  einer  der  deutlichsten, 
aber  vou  Fraunhofer  nicht  bezeichneten,  dunkeln  Linie  des 
Sonnenspectrums  zusammen;  diese  Linie  erscheint  im  Augen- 
blicke der  Verpuffung  des  Kalisalzes  sehi-  viel  deutlicher  als 
sonst  Um  auf  die  beschriebene  Weise  die  Umkebrung  der 
hellen  Linien  des  Stroutiiunspectrums  zu  sehen,  muss  dar 
chlorsaure  Strontian  auf  das  Sorgfältigste  getrocknet  sein; 
eine  Spur  Feuchtigkeit  bewirkt,  dass  bei  der  Verpuffung  herum- 
spritzende  Salztbeilchen  die  Flamme  erfüllen,  die  Sonnen- 
strahlen dämpfen  und  das  positive  Strontiumspectrum  zum 
Vorschein  kommen  lassen. 

Wir  haben  uns  in  dieser  Abhandlung  darauf  beschränkt, 
die  Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  imd  alkalischen  Erden 
und  diese  auch  nur  in  so  weit  zu  untersuchen,  als  es  für  die 
Analyse  irdischer  Stoffe  nÖthig  ist.  Wir  behalten  uns  Tor, 
diesen  Untersuchungen  die  weitere  Ausdehnung  zu  geben,  die 
wünschenswerth  ist  in  Beziehung  auf  die  Analyse  irdischer 
Körper  und  auf  die  Analyse  der  Atmosphären  der  Gestirne, 

Heidelberg,  im  April  1860. 


Zur  Geschichte  der  Spectral-inalyse  and  der  Analyse 
der  Sonnenatmosphäre. ') 

In  meinen  „Untersuchungen  über  das  Sonnenspcc- 
.  trum  und  die   Spectren   der   chemischen   Elemente')" 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  118.     1862. 

s)  Abhaiidl.  der  Beri.  Akademie  1861. 


■  idli  jene  keiuiea  gel< 
I  diesen  Ton  anderen  Seit<i 
mäu  Gewk^  *»*ic***e*  n4,  als  kb  Anten  zuschrieb,  wiU  id 
j«ne  btstorisiAen  Beaeifc^igai  Uer  xa  ▼errtdbtändigeD  sncfam 
1.  Ich  habe  tv  ABon  oiter  demjenigen,  die  sicli  mit  ätn 
Beobachtong  der  Spectren  {uhiger  Fluunen  beschäftigt  bab^ 
Herschei  and  Talbot  zq  wirähnen,  deren  ^Nameo  bier  na 
so  weniger  mit  StülächweigeD  äbergangen  werden  dürfen,  all 
sie  bereits  mit  Be^timmtbeit  d^n  Xittzen  bezeichnet  haben,  des 
diese  Beobachtung  dem  Chemiker  zo  gewähren  im  Stande  tcL 
Die  Kemitniss  ihrer  Arbeiten  rerdanke  ich  zum  grossen  TKetle 
Hm.  A.  Miller,  der  einen  Nachweis  derselben  in  der  Nomiiur 
vom  lÖ.  April  18Ö2  der  ..Chemical  News"  gegeben  hat  hi 
dem  Bande  der  Edinburgh.  Phil.  Trans.  1822,  p.  455,  heisst 
es  hier,  bcBchreibt  J,  Herschei  kurz  die  Spectren  von  Chlor- 
atrontium,  Chiorkalimu,  Chlorkupfer,  salpeteraauiem  Kupfer 
und  Borsäure.  Derselbe  Beobachter  sagt  in  dem  Artikel 
Light,  Encycl.  Metrop.  1827,  p.  438:  „Saits  of  soda  giTe  » 
GOpiouB  and  purely  homogeneouB  yellow,  of  potash  a  beauti' 
ful  pale  violet."  Er  führt  dann  die  Faiben  an,  welche  Sal» 
von  Kalk,  Strontian,  Lithiom,  Bar}-t,  Kupfer  und  Eisen  gebea 
und  iUhrt  fort:  „Of  all  aalts  the  muriates  succeed  best,  froiB 
thoir  volatUity.  The  same  colours  aie  exhibited  also,  when 
any  of  the  aalts  in  question  are  put  in  powder  into  the  widl 
of  a  Bpirit-lamp"  ....  „The  colouis  thus  communicated  by  thi 
difforent  hases  to  flame  afford,  in  many  cases,  a  ready 
neat  way  of  detecting  extremely  niinute  quantities  of  them"  .., 
„The  pure  eailhs,  when  violenÜy  heated,  as  has  recently  be«! 
practiaod  by  Lieutenant  Drummond,  by  dii-ecting  on 
BpheroB  of  them  the  flames  of  several  spirit-lamps,  urged  1^] 
oxygoii  gas,  yield  from  tlieir  surfaces  Üghts  of  extraordinal] 
Rplendour,   which,   wheii  examiued  by  prismatic  analysis,  an 
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foiind  to  posseBS  the  peculiar  definite  rays  in  excess  which 
charaeteriae  the  tiots  of  flanies  colotired  by  them,  so  that  can 
be  no  doubt  that  these  tints  arise  fiom  the  molecules  of  ths 
colouring  matter  reduced  to  vapour,  and  held  iu  a  stat«  of 
violent  ignilion." 

Talbot  sagt'):  „The  flame  of  sulphur  and  nitre  containa 
a  red  ray,  which  appears  to  me  of  a  remarkable  iiatui-e."  .... 
„This  red  ray  appears  to  possess  a  definite  refrangibility,  aud 
to  be  characteristic  of  the  salts  of  potash,  as  the  yellow  ray 
is  of  the  aalts  of  soda,  although,  from  its  feeble  iüuminatiDg 
power,  it  is  only  to  be  detected  with  a  prism.  If  this  should 
be  admitted,  I  would  further  suggest  that  whenever  the 
prism  shows  a  homogeneous  ray  of  any  coloiir,  to  exiat 
in  a  äame,  this  ray  indicates  the  fonnation  or  the  pre- 
sence  of  a  definite  chemical  Compound."  Etwas  weiter 
sagt  er  bei  der  Besprechung  des  Spectruma  ton  Eothfeuer 
nach  Erwälmung  der  so  oft  auftretenden  gelben  Linie:  „the 
other  lines  may  be  attributed  to  the  antimony,  strontia  etc., 
wliich  enter  into  this  composition.  For  instance,  the  orange 
ray  may  be  the  effecl  of  the  strontia,  since  Mr.  flerschel 
found  in  the  flame  of  muriale  of  strontia  a  ray  of  that  colour. 
If  this  opinion  should  be  correct  and  apphcable  to  the  other 
definite  rays,  a  glance  at  the  prismatic  specti-um  of  a  äame 
may  show  it  to  contaiii  substances  which  it  would  otherwise 
requii-e  a  laborious  chemical  analy^is  to  detect."  In  einer 
späteren  Mittheilung*)  sagt  derselbe  Physiker  nach  der  treflfen- 
den  Beschreibung  der  Lithium-  und  Stiontiumspectren :  „Hence, 
I  hesitate  not  to  say  that  optical  analysis  can  distinguisch  the 
minutesl  portions  of  these  two  substances  from  each  other 
with  BIS  much  certainty,  if  not  more,  than  any  other  known 
jQfithod." 

Es  ist  durch  diese  Äeusseruogeu  der  Gedanke  der  „che- 
mischen Analyse  durch  Spectralbeobachtungen"  vollkommen 
klar  ausgedrtickt;  —  aber  durch  andere  (von  Hrn.  A.  Miller 

ij  ßrewater's  Joum-  of  Science,  V,  182«,  Chemical  News  April  21, 
I86I. 

*)  Loudon  and  Edmburgli  PbU.  Mag.  Third  Series,  1B34,  vol.  IV, 
p.  114;  Cbetnicai  Newi,  April  Hl,  1861. 


Zur  Geschichte  der  Speclral -Analyse  etc. 

bei  seinem  Berichte  nicht  erwäinte)  Aussprüche  derselben 
obacliter,  die  in  denselben  Abhandlungen  vorkommen, 
welchen  die  vorigen  Citate  genommen  sind,  wird  den  vorher 
angeftihrten  Schlüssen  geradezu  widersprochen  und  die  B»äs 
dieser  Analyse  völlig  in  Frage  gestellt. 

Herschel  sngt  in  seinem  Artikel  Light,  fast  immittrf- 
bar  vor  den  oben  angegebenen  Worten ') :  „In  gewissen  FäUeii, 
wenn  die  Verbrennung  sehi-  stark  ist,  z.  B.  wenn  man  in 
die  Flamme  einer  Oellampe  mit  dem  Löthruhr  bläst,  oder  in 
dem  oberen  Ende  der  Flamme  einer  Spirituslampe,  oder  wenn 
Schwefel  in  einen  weissglübenden  Schmelztiegel  geworfen  wird, 
entsteht  eine  grosse  Menge  von  i-einem  und  homogenem,  gelbem 
Licht;  und  im  letzteren  Falle  macht  dasselbe  fast  das  ganae 
Licht  aus.  Dr.  Brewster  hat  dasselbe  gelbe  Liebt  dajut  ge- 
funden, wenn  man  erhitzten,  mit  Wasser  vermischten  Wein- 
geist anzündet." 

Talbot  erklärt*):  „Hence  the  yellow  rajs  may  tndicate 
the  presence  of  soda,  but  they  nevertheless  freqitently  appear, 
where  no  soda  cim  he  supposed  to  be  prescnt."  Er  ffihrt 
dann  an,  daas  das  gelbe,  von  Herschel  entdeckte  Licht  des 
brennenden  Schwefels  identisch  mit  dem  gelben  Lichte  der 
Flamme  des  kochsalzhaltigen  Alkohols  ist,  und  erzählt,  dose 
er  zu  der  Vermathung  geleitet  sei,  dass  das  gelbe  Licht>  wel- 
ches entstand,  wenn  in  einer  namme  Salz  auf  einen  Platin- 
streifen gestreut  wurde,  „was  owing  to  the  water  of  crystalli- 
sation  rather  thau-  to  the  soda;  but  then",  fährt  er  fort,  ^ 
is  not  easy  to  explain  why  the  salts  of  potasb,  etc.,  shonid 
not  produce  it  likewise.  Wood,  ivory,  paper,  etc.,  when  placed 
iu  the  gasflame,  give  off,  besides  their  bright  Same,  more  or 
less  of  this  yellow  light,  wbich  I  bave  alwaj'S  found  the  same 
in  its  chamctcrs.  The  only  priuciple  which  these  varitKis 
bodies  have  in  common  with  the  salts  of  soda  is  water;  y«t 
I  think  tbat  the  fonnation  or  presence  of  water  cannot  be 
the  origin  of  this  yellow  light,  because  ignited  sulphor  pro- 
duces  the   very  same,    a    substance    with    which  water  ia 

1)  Herschel,  vom  Licht;  übersetzt  von  Schmiai.  S.  äS5. 
*)  Brewiter's  Journal  V,  lB2e. 
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supposed  to  have  no  analogy."  „It  maj-  be  worth  remai-k", 
iügt  er  liier  in  einer  Anmerkung  hinzu,  „thongh  probably 
accidental,  that  the  specific  gravity  of  sulpliur  is  1,99,  or  al- 
most  exactly  twice  that  of  water."  „It  is  also  remarkable", 
fähi't  er  dann  im  Texte  fort,  „that  alcohol  bumt  in  an  open 
vessel,  or  in  a  lamp  with  a  metallic  wick,  gives  but  little  of 
the  yellow  light;  while  if  the  wick  be  of  cotton,  it  gives  a  con- 
sirterable  quaatity,  and  that  for  an  unlimitod  time.  (I  have 
found  other  instances  of  a  change  of  colotir  in  flames  owing 
to  the  mere  presence  of  the  suhstauce  which  sufl'erB  no 
diminution  in  consequence.  Thus,  a  particle  of  muriate 
of  lime  on  the  wick  of  a  apirit-lamp  will  produce  a  quanti^ 
of  red  and  greeu  rays  for  a  whole  eveoing  without  being  itself 
sensibly  diminished.)"  Die  gelbe  Linie  schreibt  er  in  den 
späteren  T heilen  der  Abhandlung  dann  bald  Natroosalzen, 
bald  dem  Schwefel  zu.  So  sagt  er  bei  der  schon  erwähnten 
BeBprechung  des  Spectrums  deä  Rothfeuers:  „The  bright  line 
in  the  yellow  is  caused,  «ithout  doubt,  by  the  combustion  of 
the  sotphui'." 

Man  muss  hiemach  gestehen,  dass  die  Behauptung,  die 
80  oft  genannte  gelbe  Linie  zeige  die  Anwesenheit  von  Na- 
triumverbindungeu  in  der  Flamme  mit  Sicherheit  an,  nach 
den  Arbeiten  von  Herschel  und  Talbot  durchaus  nicht  als 
erwiesen  angesehen  werden  kann.  Im  Gegentheile  filhi'en  die 
so  mannigfaltigen,  von  dieaen  erwähnten  Entstehungsarten  der 
Linie  viel  eher  zu  dem  Schlüsse,  dass  dieselbe  Überhaupt 
nicht  dui-cb  einen  gewissen  chemischen  Bestandtbeil  der  Flamme 
bedingt  ist,  sondern  durch  einen  Process  von  unbekannter 
Natur,  der  bei  den  verschiedensten  chemischen  Elementen, 
bald  leichter,  bald  schwerer  vor  sich  gehen  kann.  Fasste 
man  eine  solche  Ansicht  über  diese  gelbe  Linie,  so  mOsste 
man  eine  ähnliche  über  die  anderen  in  Flammenspectren  beob- 
achteten Linien,  die  viel  weniger  untersucht  waren,  sich  bil- 
den, und  man  wurde  in  dieser  noch  bestärkt  durch  die  An- 
gabe von  Talbot,  nach  der  ein  Stück  Chlorcalcium  durch 
seine  blosse  Gegenwart  auf  dem  Dochte  einer  Flamme,  tmd 
ohne  eine  Verminderung  zu  erleiden,  eine  rothe  und  eine 
grüne  Linie  in  dem  Spectrum  derselben  hervortreten  lässt. 
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Die  Versuche  von  Wheatstone'),  Massoo,  A 
van  der  Willigen  und  PlUcker  über  das  Spectrum  des 
elektriacheu  Funkens  oder  Lichtes  (die  schon  in  meinen 
„UntersucbuDgen  über  das  Sonnenspectrum  und  die  Spectren 
der  cbemiachen  Elemente",  Abbandlunge u  der  Akad.  d. 
Wissenscb.  zu  Berlin,  1861  S.  70,  angefilhrt  sind),  sowie  die 
Versuche  von  Deapretz*),  aus  denen  dieser  Physiker  schloss, 
dass  die  hellen  Linien  des  Spectmms  des  Lichtes  einer  gal- 
vanischen Säule  eine  von  der  Stromstfirke  unabhängige  Lage 
haben,  konnten  der  Ansicht  zui'  Stütze  dienen,  dass  die  hellen 
Linien  des  Spectrums  eines  glühenden  Gases  ausschliesslich 
durch  die  einzelnen  chemischen  Bestandtheile  desselben  bedingt 
sind;  aber  den  Beweis  filr  diese  Ansicht  konnten  sie  nicht 
liefern.  Hierzu  wai"en  die  Bedingungen  bei  ihnen  zu  ver- 
wickelt, die  Vorgänge,  die  in  einem  elektrischen  Funken  statt- 
finden, zu  wenig  gekannt.  Dazu  kommt  noch,  um  die  Beweis- 
kraft dieser  Versuclie  in  Bezug  auf  die  genannte  Frage  zu 
erschüttern:  die  Verschiedenheit  der  Farbe  des  elektrischen 
Lichtes  in  vei-schiedenen  Tbeilen  einer  Geissler'schen  Bohre, 
der  Umstand,  dass  van  der  Willigen  bei  denselben  Elektroden 
und  unveränderter  chemischer  Beschaffenheit  des  Gases,  in 
dem  die  Elektricität  überging,  verschiedene  Spectren  erhielt, 
wenn  er  die  Dichtigkeit  dieses  Gases  in  genügenden  Grenzen 
änderte,  und  endlich  eine  Beobachtung  von  Ängström,  die 
dieser  beiläufig  erwäluit.  Angström  sagt'):  „Schon  Wheat- 
stone hat  bemerkt,  dass,  wenn  die  Pole  aus  zwei  verschiede- 
nen Metallen  bestehen,  das  Spectrum  die  Linien  beider  Metalle 
enthält.  Es  war  deshalb  von  Liter  esse  zu  mitersuchen,  ob 
eine  Verbindung  derselben  Metalle,  besonders  eine  chemische, 
auch  die  Linien  beider  Metalle  gebe,  oder  sich  dieselbe  durch 
Auftreten  neuer  Linien  auezeicline.     Es  zeigte  sich,  dass  das 


')  Whefttstonp  eiperimcntirte  nicht  allein  mit  dem  Funken  der 
Elektrieirmaechine,  Boiiilcni  uucb  mit  dem  Yolta'ücben  und  dem  Inducdons- 
Funken.  Report  of  the  British  ÄMOCialion  für  tJie  Adranuement  of 
Science  183S;  Chemical  News  March  23,  IB61;  Cbemica]  News  March 
30,  1861, 

»)  Compt  rend.  XXXI.  p.  419  (1850). 

^  Pogg.  Ann.  Bd.  94  S.  150. 
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erste  der  Fall  ist.  Der  einzige  ÜDterschied  bestand  bloss 
darin,  dasa  gewisse  Linien  fehlten  oder  sich  mit  grösserer 
Schwierigkeit  zeigten;  aber  wenn  sie  sich  zeigten,  ei'schienen 
sie  immer  an  denselben  Stellen,  wie  bei  den  einzelnen  Metallen." 
„Bei  ZnSn",  heisst  es  aber  in  dem  folgenden  Absatz,  „waren 
die  Linien  im  Blau  etwas  nach  dem  Violetten  verschoben,  aber 
höchst  unbedeutend."  Hätte  eine  solche  Vei'schiebung,  wenn 
auch  eine  noch  so  kleine,  hier  w[irklich  stattgefunden,  so  wäre 
daraus  zu  schliessen:  entweder,  dass  die  hellen  Linien  des 
elektrischen  Funkens  anderen  Gesetzen  folgen,  als  die  eines 
glühenden  Gases,  oder,  dass  die  letzteren  nicht  ausschliesslich 
durch  die  einzelnen  chemischen  Bestandtheile  desselben  be- 
dingt sind. 

Es  konnte  die  in  Beziehung  auf  die  Linien  glühender 
Gase  aufgestellte  Frage  nur  entschieden  werden  durch  Ver- 
suche unter  den  möglich  einfachsten  Verhältnissen,  durch 
Beobachtung  der  Spectren  von  Flammen.  Solche  Beobach- 
tungen sind  wieder  1845  von  Hin.  A.  Miller  angestellt;  aber 
diese  haben  zur  Lösung  Jener  Frage  keinen  Beitrag  geliefert. 
Hr.  A,  Miller  hat  das  Verdienst,  zuerst  Abbildungen  von 
Flammenspectren  veröffentlicht  zu  haben;  aber  diese  Abbil- 
dungen sind  wenig  gelungen.  Allerdings  sagt  Hr.  Crookes 
in  Beziehung  auf  dieselben  bei  dem'_ Wiederabdruck  der  zu- 
gehörigen Abhau<Uung  ')t  „We  camiot,  of  course,  give  the 
coloured  diagrams,  with  whicb  it  was  originally  illusti'ated ;  but 
we  can  asaure  our  reatlers  that,  after  making  allowance  for  the 
imperfect  state  of  chromoUthographie  sixteen  years  ago,  the 
dia^ams  of  the  spectra  given  by  Prof.  Miiller  are  more 
accurate  in  several  respects  than  the  coloured  spectra  figured 
in  recent  nnmbers  of  the  scientific  periodicals."  Dieser  „Ver- 
sicherung" des  Hrn.  Crookes  gegenüber  kann  ich  aber  an- 
filhren,  daas  ich  versuchsweise  die  Abbildungen  des  Hrn.  Miller 
mehrfach  Personen  vorgelegt  habe,  die  mit  den  betreffenden 
Spectren  vertraut  waren,  und  sie  aufgefordert  die  Zeichnungen 
aufzusuchen,  die  die  Spectren  von  Strontium,  von  Calcium  und 


')  Chemical  Newe  Mu  1 
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von  Barium   darstellen  sollen,  ohiie  daas  es  Einem  gelunj 
wäre,  die  richtigen  zu  finden. 

Es  hat  zuerst  Swan  bei  Gelegenheit  seiner  classischc» 
Arbeit  „über  die  prismatiacheu  Spectren  der  Flammeu  von 
Kohleuwasseratoffverbindungen"  (die  schon  in  den  Abhand- 
lungen der  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin  1861,  S.  68,  und 
in  der  gemeinsamen  Abhandlung  von  Bansen  und  mii-  Pogg. 
Ann.  Bd.  110  S.  168  angeführt  ist)  durch  Versuche  zu  ent- 
scheiden gesucht,  ob  die  fast  immer  auftretende  gelbe  Linie 
ausschliesslich  dui-ch  Natriumverbinduugen  hervorgebracht  sein 
könne.  Er  pi-üft,  wie  klein  die  Menge  Kochsalz  ist,  die  diese 
Linie  noch  deutlich  zeigt;  er  findet  diese  Menge  über  alle 
Vorstellung  klein,  und  sohüeast  dann:  „betrachten  wir  die  fast 
irniverselle  Verbreitung  der  Natriumsalze  und  die  merkwürdige 
Energie  derselben  zui-  HeiTorbrmgung  eines  gelbeii  Lichtes, 
so  scheint  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  gelbe  Linie  Jt. 
welche  in  dem  Spectrum  fast  aller  Flammen  erscheint,  jedes- 
mal von  der  Anwesenheit  kleiner  Natiiummeugeii  herrührt." 
Der  eigentliche  Zweck  der  in  Rede  stehenden  Arbeit  war  die 
Vergleichung  der  Spectren  vei-schiedener  Kohlenwasserstoff- 
fiammen.  „Das  Resultat  dieser  Vergleichung  war:  dass  in 
allen  Specti'en,  ei-zeugt  durch  Substanzen  von  der  Form 
CrHj,  oder  der  Form  CrH,0, ,  die  hellen  Linien  identiadi 
sind.  In  einigen  Fällen  zwar  sind  gewisse,  sein-  schwache 
liinien,  die  im  Spectrum  der  ßuusen'schen  Lampe  vorkom- 
men, nicht  sichtbar.  Die  Helligkeit  der  Linien  variü't  mit  dem 
Verhültniss  der  Kohle  zum  WasserstoÖ'  in  der  verbrennenden 
Substanz  und  ist  am  grössten,  wo  die  meiste  Kolüe  vorhanden 
ist"  .  .  .  „Die  absolute  Identitilt,  welche  diesem  nach  zv\ischen 
den  Spectren  unähnlicher  Kohlenwasserstoffverbindungen  existirt, 
ist  eine  nicht  wenig  merkivürdige ;  denn  sie  beweist,  1)  dass 
die  Lage  der  Linien  im  Spectrum  nicht  varüit  mit  dem  Ver- 
hältnisa  von  Kohle  und  Wasserstoff  in  dem  verbrennenden 
Körper,  wie  hervorgeht,  wenn  man  die  Spectren  des  Lichts 
vom  leichten  Kohlenwasseretoö'  CH^,  ölbildendem  Gase  C^H, 
und  Terpentinöl  0[nHj  vergleicht;  2)  dass  die  Gegenwart  des 
Sauerstoffs  den  ChaiTÜrter  der  Spectren  nicht  ändert,  da 
Aether    O^HsO    und    Holzgeist    C^H^O^    Spectra  geben,    die 
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identisch  sind  mit  denen  von  Paraffin  C^o^u  ""d  Terpentinöl 

.,In  gewissen  Fällen  wenigstens  aöicirt  die  Beimengung 
anderer  Substanzen  zu  den  Kolilenwasaeratoffyerbiudungen  die 
Linien  des  Spectrums  nicht  So  habe  ich  gefunden,  dass  eiji 
Gemisch  von  Alkohol  und  Chloroform  mit  einer  Flamme  brennt, 
die  eine  sehi'  leuchtende  grüne  Hülle  hat  —  ein  charaktemti- 
Bchea  Kennzeichen  der  Anwesenheit  des  Chlors  — ,  und  in 
deren  Spectrum  sind  keine  Linien  sichtbar.  Facht  man  indess 
die  Flamme  mit  dem  Lötlu'ohr  an,  so  nimmt  das  Licht  der 
Hillle  ab,  mid  die  gewöhnlichen  Linien  des  Kohlenwasseratoff- 
spectrums  werden  sichtbar." 

Swan  hat  durch  diese  Arbeit  einen  äusserst  schätzens- 
werthen  Beitrag  zur  Beantwortung  der  hier  mehrfach  auf- 
gestellten Frage,  ob  die  hellen  Linien  eines  glühenden  Gases 
ausschliesslich  von  den  einzelnen  chemischen  Bestandtheilen 
desselben  abhängen,  geliefert;  aber  er  hat  die  Frage  in  ihi-er 
Allgemeinheit  und  mit  Bestimmtheit  nicht  beantwortet;  er  hat 
sie  sich  auch  nicht  gestellt;  er  wollte  seine  Untersuchung  auf 
die  Spectreu  der  Kohlenwasserstoffflammen  beschränken;  zur 
Untersuchung  jener  gelben  Linie  wurde  er  dabei  durch  das 
so  häufige  Vorkommen  derselben  auch  in  diesen  Spectren  ver- 
anlasst. 

Niemand  hat  sich,  wie  es  scheint,  jene  Frage  vor  Bunsen 
und  mir  mit  Klarheit  vorgelegt;  es  war  das  wichtigste  Ziel 
unserer  gemeinsamen  Arbeit,  dieselbe  zu  beantworten;  durch 
Versuche,  die  in  der  mannigfaltigsten  Weise  abgeändert  wur- 
den, und  die  zum  grössten  Theile  neu  waren,  wurden  wir  zu 
der  Entscheidung  gefiihi't,  die  die  Grundbedingung  für  die 
„chemische  Analyse  durch  .Specti-albeobachtungen"  bildet. 

2.  Auch  in  Beziehung  auf  die  Geschichte  der  chemischen 
Analyse  der  Sonnenatmosphäre  habe  ich  hier  noch  Einiges 
anzuflihren. 

Den  Kern  der  von  mir  entwickelten  Theorie  der  Chemie 
der  Sonne  bildet  ein  Satz,  der  kurz  ausgesprochen  lautet: 
für  jede  Gattung  von  (Wärme-  oder  Licht-)  Strahlen  ist  das 
Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsvennögen  und  dem  Ab- 
sorptionsTermögen  ftU'  alle  Körper  bei  derselben  Temperatur 
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das  gleiche.  Aus  diesem  Satze  folgt  leicht,  dass  ein  glühen- 
der Körper,  der  nur  Lichtstrahlen  von  gewissen  Wellenlängen 
auBsendet,  auch  nur  Lichtstrahlen  von  denselben  Wellenlängen 
absorbirt;  woraus  dann  weiter  sich  ergiebt,  wie  ans  den  dunkeln 
Linien  des  Sonnenspectrums  auf  die  Bestandtheile  der  Sonnen* 
Atmosphäre  geschlossen  werden  kann. 

In  seinen  „optischen  Untersuchungen"')  stellt  Ängström 
S.  144  den  Satz  auf,  dass  ein  Körper  „im  glühenden  Zustande 
gerade  alle  die  Lichtarten  aussenden  muss,  welche  er  in  ge- 
wöhnlicher Temperatur  absorbii-t."  Dem  Satze  folgen  die 
Worte:  ,J3ie  Prüfung  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  indess 
grossen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weil  ein  ins  Glühen  ver- 
setzter Körper  unter  ganz  anderen  ElasticitätsTerhältnissen 
auftritt,  als  unter  welchen  sein  Absorptionsvermögen  geprüft 
wurde."  Diese  Worte  sind  in  der  Verbindung,  in  der  sie 
stehen,  unTerständlich;  sie  würden  verständlich,  wenn  maai  an- 
nähme, dass  Angström  in  seinem  Satze  eigentlich  hätte  sagen 
wollen:  ein  Körper  müsse  in  glühendem  Zustande  gerade  alle 
die  Lichtarten  aussenden,  welche  er  bei  derselben  Temperatur 
iibaorbirt.  Eine  solche  Interpretation  wiid  aber  durch  die  un- 
mittelbar folgende  Auseinandersetzung  Ängström's  keines- 
wegs begünstigt.  Diese  lautet:  ,.Eineu  indiiecten  Beweis  von 
der  Richtigkeit  des  Satzes  liefert  indess  der  von  Hrn.  Niepce 
de  Saint-Victor  ent<leckte  Zusammenhang  zwischen  der 
Farbe,  welche  ein  Körper  der  Alkoholäanune  ertheilt,  und  der, 
welche  das  Licht  entwickelt  auf  einer  Silberscheibe,  die  mit 
dem  in  Rede  stehenden  Körper  chlorirt  worden.  Da  nämlich 
die  Silberscheibe ,  mit  Chlor  allein  behandelt,  alle  Farben- 
oüancen  des  Sonnenspectnuns  annimmt,  mit  einem  färbenden 
Körper  zugleich  behandelt,  aber  fast  ausschliesslich  die  Farbe 
des  Körpers  zeigt,  so  kann  dies  nicht  anders  geschehen,  als 
dass  die  so  zubereitete  Silbei-scheibe  ausschliesslich  gerade  die 
Farbe  absorbirt,  welche  dem  färbenden  Körper  angehört" 
Ohne  zu  versuchen  im  Uebrigen  diesem  „Beweise"  zu  folgen, 
erkennt  man,  dass  bei  demselben  die  Ausstrahlung  einer  Koch- 


l)  Pogg.  Ann.  Bd.  94  (1853.1. 
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sabflaiDine  z.  B.  in  Beziehung  gesetzt  wird  zu  der  Absorption 
einer  kalten,  mit  Kochsalz  behandelten  Silberplatte. 

Der  Sinn,  den  man  dem  Satze  beilegen  könnte,  wird  aber 
ganz  und  gar  in  Frage  gestellt  durch  eine  Bemerkung,  die 
Angström  S.  143  macht.  Es  heiaat  hier:  „Dabei  ist  jedoch 
wohl  zu  merken,  daas  ein  Medium  nicht  bloss  die  Schwingunga- 
bewegungen  absorbirl.  welche  es  am  leichtesten  annimmt,  son- 
dern auch  die,  welche  zu  ihm ')  in  einem  einfachen  Verhältniss 
stehen,  wie  Octave.  Terz  etc."  TJm  den  Widerspruch  zu  er- 
kennen, in  dem  diese  Behauptungen  mit  einander  stehen,  denke 
man  sich  einen  Körper,  der  gewisse  Schwingungsbewegungen 
mit  gleicher  Leichtigkeit,  und  andere  gai"  nicht  annehmen 
kann;  nach  dem  Satze  Ängström's  8.  144  kann  dieser 
Körper  nur  die  ersteren  Schwingungsbewegungen  absorbiren, 
nach  der  Bemerkung  desselben  S.  143  muss  er,  ausser  auf 
sie,  auch  noch  auf  gewisse  andere  eine  Absorption  ausüben. 

Man  sieht,  dass  der  Satz,  der  die  Grundlage  der  che- 
mischen Analyse  der  Sonnenatmosphäre  bildet,  Augström 
schon  vorgeschwebt  hat,  aber  freilich  nur  in  unbestimmten 
Umrissen.  Der  theoretischen  Betrachtung,  durch  welche 
Angström  denselben  herzuleiten  sacht,  liegt  derselbe  Gie- 
danke  zu  Grunde,  den  später  Stokes ')  bei  Besprechung 
meiner  ersten  Veröffentlichung  über  die  Umkehi-ung  der 
Flammenspectren  in  richtigerer  Weise  ausgeführt  hat.  Stokes 
vergleicht  hier  die  Absorption,  die  emo  Flamme  auf  solche 
Strahlen  ausübt,  wie  sie  sie  selbst  aussendet,  mit  der  Resonanz, 
die  in  einem  tonlUhigen  Köi-per  erregt  wird  durch  Tonwellen 
von  der  Hohe  derer,  die  dem  Körper  selbst  zukommen.  Diese 
Vergleichung  kann,  wenn  es  gelingt  sie  weiter  auszuführen, 
die  wichtigsten  Resultate  gewähren;  wie  Stokes  sie  gegeben 
hat,  ist  sie  von  Interesse,  weil  sie  ein  der  Anschauung  nahe 
liegendes  Bild  fllr  jene  Absorption  liefert;  einen  Beweis  für 
den  Satz,  dass  ein  glühender  Körper,  der  nur  Lichtstrahlen 
von  gewissen  Wellenlängen  aussendet  auch  nur  Lichtstrahlen 


1}  Ihm    iet   wohl   ein    Fehler    der    Ueborsetzung    umi    dafür    ihnen 
1)  Phil.  Mag.  March  1860. 
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von  denselben  Wellenlängen  absorbirt,  enthält  sie  aber  nicht: 
die  Tlieorie  der  ßesonimz  und  die  Theorie  der  Entstehung 
imd  der  Absorption  der  Licht-  und  Wäimestrahlen  sind  bis 
jetzt  zu  wenig  ausgebildet,  als  dass  auf  einem  solchen  Wege 
der  genannte  Satz  sich  gegenwärtig  beweisen  Hesse, 

3.  In  den  Trans,  of  the  E,  Soc.  of  Edinburgh  für  1858 
befindet  sich  eine  Abhandlung  von  Balfour  Stewart,  in  der 
dieser  sehr  interessante  Versuche  über  Wärmestrahlung  und  ' 
Absoi-ption  von  the il weise  diathermauen  Platten  beschreibt. 
Er  findet  hier,  dass  eine  Steinsalzplatte  weniger  diatherman 
ist  filr  Strahlen,  die  eine  andere  auf  100*  C.  erwärmte  Stein- 
salzplatte aussendet,  als  fUr  solche,  die  von  einer  Russfläche 
bei  derselben  Teniperatui-  ausgehen.  Hieraus  und  aus  ähn- 
lichen Erscheinungen,  die  Platten  von  Glas  und  Grlimnier 
zeigen,  folgert  er:  „that  every  body  which  sifts  heat  in  its 
passage  through  its  substance,  is  more  opaque  with  regard  to 
heat  radiated  by  a  tliin  slice  of  its  own  substance,  than  it  is 
with  regard  to  ordinary  heat."  Er  erinnert  dann  an  das  von 
Prevoat  zuerst  erkannte  Princip,  nach  dem  ein  Körper  in 
einer  Umgebung  von  gleielier  Temperatur  so  viel  Wärme  absor- 
biren  muss,  als  er  selbst  ausstrahlt,  und  sagt  dann;  ..Consider- 
ing,  therefore,  tbe  heat  of  any  temperature  to  cousist  of 
beterogeneous  rays,  we  may  state  the  law  thus:  The  ab- 
Borption  of  a  plate  equals  its  radiation,  and  that  for 
every  description  of  heat." 

Dieser  Schluss  kann  ein  strenger  nicht  sein,  schon  des- 
halb nicht,  weil  aus  Versuchen,  die  nur  ein  Mehr  und  ein 
Minder  kennen  gelehrt  haben,  mit  Strenge  keine  Gleichheit 
geschlossen  werden  kann.  Ber  Satz,  zu  dem  er  flilii-t,  kann 
nicht  als  durch  ihn  bewiesen  angesehen  werden,  sondern  nur 
als  eine  Hypothese,  die  einer  schärferen  Prüfung  und  über- 
dies auch  einer  näheren  Pracisirung  der  in  ihr  vorkommen- 
den Ausdrucke  bedarf.  Stewart  selbst  betrachtet  auch  nicht 
seinen  Satz  als  hierdurch  streng  bewiesen;  denn  immittelbar 
nach  dem  Ausspruche  desselben  sagt  er:  „A  more  rigid  de- 
monstration  may  be  given  thus":  und  geht  dann  in  tiefere  Be- 
trachtungen ein,  tlie  einen  solchen  strengeren  Beweis  liefern 
sollen,    und    aus    denen    man    auch    näher    erkennt,    welche 
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Bedeutung  den  Ausdrücken  abaorption  uüd  radiation  bei- 
zulegen ist.  Aber  diese  Betrachtungen  haben  nicht  die  nötbige 
Allgemeinheit  und  die  nöthige  Schärfe,  um  ihren  Zweck  zu 
erreicheu,  so  dass  trotz  derselben  der  Satz  von  Stewart  eine 
Hypothese  bleibt,  der  einige  Wahracheinliciikeit  gegeben  ist 

Stewart  findet  aus  seinen  Versuchen,  dass  theilweise 
diathennane  Platten  um  so  mehr  Wärme  ausstrahlen,  je  dicker 
sie  sind,  und  schliesst  hieraus  mit  vollkommenem  Rechte,  dasa 
eine  Strahlung  ebensowohl  you  dem  Inneren  der  Körper, 
als  von  ihrer  Oberfläche  ausgeht.  Er  knüpft  hieran  die  Frage ; 
„are  we  to  suppose  each  paiticle  of  each  substance  to  have 
at  a  given  temperature  an  independent  radiation  of  its  own, 
equal,  of  course,  in  all  diroctions?  Ä  priori",  iährt  er  fort, 
„this  is  the  most  probable  suppositiou,  and  it  seems  likewise 
to  be  conibrmable  to  experiment."  Das  in  diesen  "Worten 
ausgesprochene  Princip  bildet  den  Prüfstein  fui'  die  Bichtigkeit 
jenes  Satzes  bei  dem  Beweise,  den  Stewart  für  denselben  zu 
geben  sucht  Er  sagt:  „the  question  arises,  is  the  law  of  an 
equal  and  independent  radiation  of  each  particle  of  a  body 
theoretically  consistent  with  equilibrium  of  temperature?  That 
is,  snppose  we  have  any  irregularly-sbaped  _inclosure  waUed 
round  with  a  vanaty  of  substances,  and  each  particle  of  each 
substance  radiatiug  into  the  inclosure,  from  the  sides  of  which 
it  is  refiected  many  times  backwards  and  forwards  before  it 
is  finally  absorbed,  —  this  being  the  case,  will  the  law  of 
equal  and  independent  radiation,  and  tbose  of  refiection  and 
refraction  so  fit  with  one  another,  that  every  particle  of  the 
walis  of  the  inclosure  shall  absorb  precisely  as  much  heat  as 
it  radiales?  It  will  be  endeavoured  to  show  that  these  laws 
are  so  adapted  to  each  other."  Mit  Benutzung  des  Gesetzes 
„von  der  gleichen  und  unabhängigen  Strahlung"  und  der  Ge- 
setze der  Retiexion  und  Brechung  bildet  nun  Stewart  die 
Gleichung,  die  den  zu  beweisenden  Satz  von  der  Gleichheit 
der  Absorption  und  BaiÜation  für  jede  Wilrmegattung  aus- 
spricht. Es  zeigt  sich,  dass  diese  Gleichung  keinen  Wider- 
spruch enthält,  sondern  eine  mögliche  Eigenschaft  der  inneren 
Strahlung  in  einem  Körper  ausdrückt.  Er  schliesst  dai-aus, 
dass  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Absorption  und  Radiaüoa 
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iiir  jede  StrahlengattuDg  beateben  muss.  Es  ist  das  offenbar 
ein  Fehlschlusa.  Durcb  die  bezeichnete  Betrachtimg  wird  der 
Satz  nm-  als  möglich,  nicht  als  notliwendig  nachgewieBen. 

Die  in  Rede  stehende  Betraclitung  ist,  weiter,  von  Ste- 
wart nicht  ia  der  Allgemeinheit  durchgefühlt,  die  in  den  oben 
citirten  Worten  ausgesprochen  ist,  sundera  um-  fiii-  einen  sehr 
speciellen  Fall.  Im  Anschluss  an  diese  Woi'te  aa/g^  er:  „and  I  shall 
select  for  the  proof  a  defiuite  form  and  description  of  inclosure; 
the  conclusious  arrived  at  rendering  it  highly  probable  {if  not 
rigidly  demonstrating)  that  the  same  adaptation  will  hold  good 
for  every  iaclosure,  however  irregulär  or  varied."  Der  Fall 
den  er  betrachtet,  ist  der.  dass  ein,  durch  eine  Ebene  begrenzter, 
im  Uebrigeu  unbegrenzter  Körper  einer  schwarzen  Fläche,  die 
jener  Ebene  parallel  ist,  gegenübersteht.  In  dem  Beweise, 
den  Stewart  in  diesem  Falle  für  seine  Behauptung  gieht, 
ist  endlich  noch  ein  Fehler,  der  sich  in  dem  Resultate  verrätb, 
zu  dem  der  Verfasser  gelangt.  Er  schliesat:  „We  have,  there- 
fore,  two  lawa  neceasary  to  the  equiUbrium  of  temperature,  — 
1",  That  the  absorption  of  a  particle  is  equal  to  its  radtation. 
and  that  for  every  description  of  heat;  2',  That  the  flow  of 
beut  from  the  interior  upon  the  suiface  of  a  substance  of  in- 
deönite  tbickness,  is  proportional  caeteris  paribus  to  its 
index  of  refraction,  and  that  for  every  description  of  heat.*" 
Dieses  zweite  Gesetz  (welches  |die  oben  bezeichnete  äleichung 
ausspricht,  die,  wie  erwähnt,  eine  mögliche  Eigenschaft  der 
inneren  Strahlung  in  einem  Körper  angiebt)  ist  nicht  richtig; 
die  in  ihm  bezeichnete  Grösse  ist  nicht  dem  Brechungsverhält- 
niss,  sondern  dem  Quadrat  desselben  proportional.  ^)  Bei  einer 
späteren  Gelegenheit-)  äussert  Stewart  selbst  (aber  ohne  seine 
ü'tlhere,  damit  im  Widerspruch  stehende  Behauptung  zu  er- 
wähnen): „Now  if  R  denotes  the  radiation  of  lamplack,  and  p 
the  index  of  refraction  of  an  uucryatallized  medium,  it  may 
be  shown,  that  the  internal  radiation  as  thus  deGned  is  equal 
to  Rp=, 


i)  S.  oben,  S.  594. 

>)  Report  of  Ihe  Brit,  Aue-  for  the  Adv 
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4,  Hl-.  Ä.  Miller  sagt  am  Schlüsse  seiuer  schon  oben 
erwähnten  Abhandlung  Über  gefärbte  Flammen:  „It  may  be 
interesting  to  remark,  in  connection  with  tbe  speculations  ou 
the  abaorptive  action  of  tlie  sun's  atmosphere,  that  if  solar 
light  be  transmitted  tlirüugh  a  Barne  exhibiting  weümarked 
black  lines,  the  lines  reappear  in  tlie  compoimd  spectnim, 
provided  the  light  of  day  be  not  too  intense  compared  with 
that  of  the  coloured  tlame,  This  may  be  seen  in  the  red 
light  of  the  nitrate  of  stroiitia,  and  less  perfectly  in  the  green 
of  the  Chloride  of  copper.  It  would,  therefore,  appear  that 
luminous  atmospheres  exist  in  which  not  only  certain  raya  are 
wanting,  but  which  exercise  a  positive  absorptivo  infiuence  on 
other  lights."  In  seinem  Berichte  „on  spectnim  analysis"  in 
der  Nummer  der  Chemical  News  vom  19.  April  1862  führt 
Hr.  Miller  diese  Zeilen  an,  ohne  eine  ßemerkimg  Über  das 
Verhältnias  zu  machen,  in  dem  seine  Beobachtungen  und  sein 
aus  derselben  gezogener  Schluss  zu  dem,  was  ich  geiunden 
habe,  stehen.  In  der  Nummer  vom  18.  Mai  1862  desselben 
Journals  sehreibt  Hr.  Cro  okes  mit  Bezug  auf  dieselben 
Worte:  „This  pai-agraph  showa  that  Prof  Miller  has  antici- 
pated,  by  nearly  sixteen  years.  the  remarkable  discovery, 
ascribed  to  Kirchhoff,  of  the  opacity_of  certain  coloured 
flames  to  hght  of  their  own  colour." 

Man  braucht  nui'  mit  einiger  Aufmerksamkeit  die  Worte 
des  Hm.  Miller  zu  lesen,  um  zu  erkennen,  dass  der  Schluss, 
zu  dem  er  kommt,  gerade  das'Gegentbcil  von  meinem  Schlüsse 
ist,  dabei  aber  auch  einzusehen,  dass  sein  Schluss  ein  un- 
richtiger ist.  Lässt  man  schwaches  Tageslicht  durch  eine 
■gefärbte  Flamme  gehen,  so  macht  sich  die  Abson)tion  dieser 
nicht  bemerklich;  ihre  hellen  Linien  erscheinen  heller  als  die 
Umgebung,  weil  in  ihnen  zu  dem  Tageslichte  noch  das  Licht 
der  Flamme  hinzukommt. 

5.  Bald  nach  meiner  ersten,  kurzen  Veröffentlichung ') 
Über  die  chemische  Analyse  der  Sonneuatmosphäre  erhielt  ich 
folgende  briefliche  Mittheilung  von  Prof  W.  Thomson: 

„Prof.  Stokes  mentioned  to  me  at  Cambridge  sometime 


1)  Monatsbenchte  Uor  K.  Akad.  der  Wisaeosch.  ni  Berlin)  Oct  1659. 
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prohahly  about  ten  years  ago,  that  Prof.  Mi! 
an  experiment  testing  to  a  very  high  degree  of  accuracy  Ük 
agreeraent  of  the  double  <lark  line  D  of  the  solar  spectmm 
with  the  double  bright  line  constitutiug  the  apeetrum  of  Ui« 
spirit  lamp  burning  with  salt,  I  remarked  that  there  must 
be  some  physical  connoxioii  between  two  agencies  presentisg 
so  marked  a  characttristic  in  common.  He  assented  and  Said. 
he  believed  a  mechanical  explanation  of  tho  cause  was  to  be 
had  on  some  such  principles  as  the  following:  Vapour  of 
sodium  miist  poasess  by  its  molecular  structure  a  teadency 
1o  vibrate  in  the  periods  corresponding  to  the  degree  of  re- 
frangibility  of  the  double  line  D.  Hence  the  presence  of  so- 
dium in  a  aource  of  Üght,  muat  tend  to  originale'  light  of  that 
quality.  On  the  othei-  band  vapoui-  of  sodium  in  an  atmosphere 
round  a  source  muat  have  a  great  tendency  to  retain  in  itaejf 
i.  e.  to  absorb  and  to  bave  its  temperature  raised  by  lighl 
from  the  soiu-ce  of  the  precise  quality  in  question.  In  the 
atmospbere  around  the  sun,  tberefore,  there  mast  be  present 
vapour  of  sodium,  which,  according  to  the  mechanical  ei- 
pläuation  thus  suggested,  being  particulaily  opaque  for  light 
of  that  quality,  prevents  such  of  it  as  is  emitted  Irom  the  snn 
from  penetrating  to  any  considerable  diatauce  througb  üie  sur- 
runding  atmosphere.  The  test  of  this  theory  must  be  had  in 
ascertaining  whether  or  not  vapour  of  sodium  bas  the  special 
absorbing  power  anticipated.  I  have  the  Impression  that  some 
Frenchmen  did  make  tliia  out  by  experiment,  but  I  can  fiml 
uo  reference  on  that  point. 

I  am  not  aure  whether  Prof.  Stokes'  Suggestion  of  a 
mechanical  theory  !ias  ever  appeared  in  print.  I  have  glTen 
it  in  my  lectures  regularly  for  many  years,  always  pointing 
out  along  with  it  that  solar  and  stellar  chemiatry  were  to  the 
atudied  by  investigatiug  terrcstrial  suhstances  giving  bright 
lines  in  the  spectra  of  artificial  flames  correspouding  to  the 
dark  linea  of  the  solai'  and  stellar  spectra." 

In  der  Nummer  des  Phil.  Mag.  fiü-  Febr.  1862  sagt 
Prof.  Thomson  p.  158:  „The  last  eight  or  nine  years  Stokes' 
principlea  of  aolai'  and  stellai-  chemistry  have  been  taugbt  in 
the  public  lecture  ou  natural  phllosophy  in  the  university  .of 
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Glasgow;  and  it  has  been  shown  as  a  first  resnlt,  that  there 
certainly  is  sodium  in  the  sun's  atmoaphere.  The  recent 
application  of  these  principlea  in  the  splendid  researches  of 
Bunsen  and  Kirchhoff  (who  made  an  independent  discovery 
of  Stokes'  theory),  has  demonsti-ated  with  equal  certainty 
thftt  there  are  iron  and  manganoBe,  and  aeveral  of  our  other 
known  metals  in  the  sun," 

Aus  jenem  Briefe  —  der  auf  tueine  VeranlaBsimg  Phil. 
Mag.  8er.  4  Vol.  XX,  p.  20  und  in  einer  Uebersetzung  Ann, 
d.  eh.  et  de  ph.  Ser.  8,  Vol.  62  p.  190  abgedruckt  ist  —  sieht 
man,  dass  -vor  vielen  Jahren  schon  Stokes  gesprächsweise 
die  Idee  geäussert  hat,  dass  man  vielleicht  aus  den  dunkeln 
Linien  des  Sonnenspectruma  würde  aul'  die  chemische  Be- 
scbafienheit  der  Sonnenatmosphäre  schhessen  können.  Dass 
diese  Idee  richtig  ist  —  dass  nämlich  eine  Flamme  die  ihr 
hypothetisch  von  Stokcs  zugeschriebene  Absorption  ausübt, 
und  dass  die  hellen  Linien  des  Spectnims  eines  glühenden 
Grases  mit  Sicherheit  auf  die  chemischen  Bestandtheile  desselben 
zu  schliessen  erlauben  —  ist  erst  durch  meine  theoretischen 
Betrachtungen  und  durch  die  Versuche,  die  ich  theils  mit 
Bunsen,  theils  allein  angestellt  habe,  erwiesen;  und  ebendes- 
halb wahrscheinKch  ist  frllher  (während  eines  Zeitraums  von 
etwa  10  Jahren)  von  Niemandem  etwas  über  jene,  geapi^chs- 
weise  von  Stokes  geäusserte  Idee  durch  den  Druck  ver- 
öffenthcht  worden.  Es  steht  in  einem  auffallenden  Wider- 
spruche hiermit,  wenn  jetzt  Prof.  Thomson  sagt:  „durch 
Stokes'  Principien  der  Chemie  der  Sonne  und  der  Fixsterne 
ist  gezeigt,  dass  sicher  sich  Natrium  in  der  Sonnenatmosphäi'e 
befindet,"  und  dann  weiter:  „die  Anwendung  dieser  Principien 
von  Bunsen  und  Kirchboff  (die  unahhüngig  Stokes'  Theorie 
gefunden  haben)  hat  mit  gleicher  Sicherheit  die  ÄnwcBenheit 
von  anderen  Metallen  in  der  Sonne  nachgewiesen." 


r,  Ofluram^lle  Abhaadlno^eiL 
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Vorwort. 


Im  Jahre  1882  hat  Kirchhoff  selbst  eine  Gesammtausgabe 
seiner  bis  dahin  erschienenen  Abhandlungen  herausgegeben. 
Seitdem  hat  er  noch  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Aufsätzen 
veröflFentlicht.  Tritt  Kirchhoff  daselbst  auch  nirgends  so 
schöpferisch  auf,  wie  in  vielen  der  früheren  Abhandlungen, 
so  bilden  sie  doch  eine  sehr  wesentliche  Ergänzung  dazu  und 
ich  bin  daher  gern  der  Aufforderung  des  Herrn  Verlegers 
gefolgt,  sie  zu  einem  Nachtrage  zu  Kirchhoff's  gesammelten 
Abhandlungen  zu  vereinigen. 

Eines  der  Hauptziele,  welche  Kirchhoff  in  seinen  Ab- 
handlungen und  Vorlesungen  anstrebte,  war  der  Aufbau  der 
theoretischen  Physik  auf  möglichst  klaren  Principien  und  die 
Ausbildung  und  Vollendung  ihrer  Methoden.  Durch  jahrelange 
Arbeit  gelang  es  ihm  diese  so  durchzubilden,  dass  er  ein 
Instrument  gewann,  welches  nach  fest  ausgebildeten  Regeln 
arbeitete  und  immer  in  der  einfachsten  und  sichersten  Weise 
zur  Lösung  der  Aufgabe  führte.  Gerade  zur  Erläuterung  der 
TreflFsicherheit  und  der  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses 
Instruments  sind  die  nachfolgenden  Abhandlungen  besonders 
geeignet.  In  vielen  derselben  (Nr.  2,  3,  6,  7)  zeigte  er,  wie 
von  andern  gefundene  Resultate  mittelst  desselben  theils  in 
weit  einfacherer  und  eleganterer  Form  gewonnen,  theils  wesent- 
lich ergänzt  und  erweitert  werden  können,  wobei  zugleich  ihre 
Beziehungen  zu  den  übrigen  Theilen  der  theoretischen  Physik 
in's  klarste  Licht  gesetzt  werden. 


VI  Vorwort 

Dabei  tritt  allenthalben  neben  dem  Sinne  för  mathematische 
Consequenz  der  scharfe  Blick  Eirchhoff's  für  physikalische 
Verwerthbarkeit  hervor,  welche  durch  die  wenigen  der  Voll- 
ständigkeit halber  hier  ebenfalls  aofgenonmienen  Versuche 
Hansemann's  noch  lange  nicht  erschöpft  und  ausgenutzt 
sein  dürfte.  So  möge  denn  dieses  Buch  zur  Förderung  des 
Studiums  der  sicher  für  Theoretiker  und  Experimentatoren 
in  gleichem  Masse  anregenden  Abhandlungen  Eirchhoffs 
das  Seine  beitragen! 

Da  mehrere  Abhandlungen  auf  dem  Grenzgebiete  zwischen 
Elasticitätstheorie,  Electricitätslehre  und  Optik  oder  zwischen 
Wärmelehre  und  Hydromechanik  stehen,  so  wäre  bei  einer 
Gruppirung  nach  den  behandelten  Stoffen  eine  gewisse  Will- 
kürlichkeit  nicht  zu  vermeiden  gewesen,  und  ich  habe  grössten- 
theils  die  chronologische  Reihenfolge  beibehalten. 

München,  im  Januar  1891. 

Ludwig  BoltzmaniL 
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1.  Ueber  die  LeltangsfUiigkelten  der  Metalle 
nr  Wirme  und  £lectricitftt; 

Ton  6.  Eirchhoff  und  ^.  Hansemann. 

(Sitzber.  d.  k.  Acad.  der  Wiss.  zu  Berlin  vom  12.  Blai  1881.   Wied.  Ann.  18* 

p.  406.  1881.) 

In  einer  früheren  Abhandlung^)  haben  wir  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmeleitungsfähigkeit  von 
Metallen  auseinandergesetzt  und  durch  ein  Beispiel  erläutert. 
Wir  hatten  damals  schon  die  Absicht,  diese  Methode  auf  eine 
Reihe  von  Metallen  anzuwenden  und  zugleich  die  electrischen 
Leitungsfähigkeiten  derselben  zu  messen,  um  einen  Beitrag 
zur  Entscheidung  der  Frage  zu  liefern,  ob  das  Verhältniss 
der  beiden  Leitungsfähigkeiten,  der  Vermuthung  von  Forbes, 
Wiedemann  und  Franz  gemäss,  constant  ist.  Wir  haben 
nun  in  dieser  Weise  ausser  dem  Eisen,  von  dem  in  der 
citirten  Abhandlung  die  Bede  ist,  zwei  andere  Eisensorten 
und  je  eine  Sorte  von  Blei,  Zinn,  Zink  und  Kupfer  untersucht 
und  wollen  hier  die  Resultate,  zu  denen  wir  dabei  gelangt 
sind,  angeben. 

Die  Versuche  über  die  Wärmeleitung  wurden  alle  ganz 
in  der  Art  ausgeführt,  die  an  dem  angeführten  Orte  beschrieben 
ist;  bei  der  Berechnung  derselben  für  einige  Metalle  haben 
wir  aber  eine  kleine  Aenderung  eintreten  lassen,  indem  wir 
ein  Glied  berücksichtigten,  welches  beim  Eisen  unbedenklich 
yernachlässigt  werden  durfte,  bei  grösserer  Leitungsfähigkeit 
aber  einen  merkbaren  Einfluss  ausüben  konnte.     Wir  haben 


1)  Rirchhoff  und  Hansemann,   Wied.  Ann.  9«  p.  1.   1880;   ges. 
Abb.  p.  495. 
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G.  Kirchhoff  u.  G.  Ht 


nämlich  auf  der  rechten   Seite  der  Gleichung  (11)  a.  a.  0. 
das  Olied: 


J9V)df- 


hinzugefügt,  wo  Rif)  die  dort  mit  R  bezeichnet«  und  durch 
die  Sleichnng  (5)  definirte  Function  von  t  bedeutet  Infolge 
hiervon  musete  in  der  Qleichung  (15),  nach  der  die  nume- 
rischen Rechnungen  zu  fÖhren  waren,  auf  der  rechten  Seite 
hinzugelegt  werden: 


c'^-W) 


E^{f)  —  CU\ 


.2V5?J 


\dU, 


U=  u  •- 


Die  folgenden  Tabellen  enthalten  dieEi^ebnisse  dieser  Yer- 
snche  in  derselben  Änordnnng,  die  auf  p.  45  (gea.  Äbh.  p.  538) 
der  angeführten  Abhandlung  benutzt  ist.  In  derselben  bezeich- 
net a  die  Leitungafäbigkeit,  dividirt  durch  das  Froduct  aus  der 
Rpecifischen  Wärme  in  die  Dichtigkeit,  d.h.  nach  dem  Ans* 
drucke  des  Herrn  H.  F.  Weber  die  Temperaturleitungs- 
t^higkeit,  bezogen  auf  Killimeter  und  Secunde  als  Finheiten, 
und  &  ist  die  Temperatur  in  Celsius'schen  Graden. 
Eisen  H.  Bessemer  Stahl  der  Dortmunder  Union,  enthaltend: 
0,519°/,  Kohle  0,343»/,  Silieium. 


Ven.. 
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*0 

(, 

Difiereni 
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2,9 

'i,t 

11,57     1     11,62 

-0,05 

8,1 

11,68     i     11,64 

+  0,04 

s 
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11,0 
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11,46     i     11,47 

-0.01 
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8,9 

12,7 

11,56     1     11,52 

+  0,04 

15,4 

9,0 

11,54          11,51 

+  0,09 

15,0 
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13,3 
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23,5 

18,8 
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Ä? 
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23,4 

ia,e 

11,42     1     11,41 
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%~ 

n,o 
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19,0 

11.40     :     11,40 

0,00 

10 

n,i 

11,41     ,      11,4Ü 

+  0.01 

11 

» 

16,3 

23,2 

18,4 

11,37     1     11,41 

-0,04 

a  =  11,48  -  0,019  {3  -  15). 
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Eisen  III.    Puddelstahl  der  Dortmunder  Union,  enthaltend: 
0,264''/„  Kohle  O.OTT'/o  Silicmm. 
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lü 
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M 
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a  =  16,31  -  0,027  (»  -  lö). 
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a  =  28,99  -  0,064  (ff  -  15). 
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. 
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' 
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ff-  16). 

G.  Kirchhoff  tu  O.  HanaemuB. 
Zink.    WH  Zink  von  Q.  t.  Giesche's  Erben. 
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Die  Mittel  aas  den  5  ersten  nnd  ans  den  5  letzten  der 
beobachteten  Werthe  Ton  a  sind  hier  einander  gerade  gleich. 
Danach  ist  eine  Abldugigkeit  dieser  OrOsse   Ton  der  Tem* 
peratUT  beim  Zink  nicht  za  erkennen;  es  ist  im  Mittel: 
a  =  40,49. 


Kupfer.     Ans  der  Gieaserei  von  C.  Beckmann  in  Berlin; 
nach  später  vorgenommener  Analyse  phosphorhaltig. 
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beobacht. 

1 

15,5 

20,1 

21,4 

50,77 

61,13 

-0,86 

8 

■fi    . 

16,3 

21,7 

23,2 

51,02 

51,19 

-0,17 

3 

§    t 

n,e 

33,4 

25,0 

51,29 

+  0,05 

4 

18,7 

27,1 

r>l,40 

51,30 

& 

20,2 

25,Ö 

27.4 

51,31 

51,31 

0,00 

« 

s  s 

20,7 

15,0 

13,3 

61,02 

50,90 

+  0.12 

7 

19,0 

15,5 

14,2 

50,76 

50,92 

-0,17 

8 

19,8 

14,6 

13,1 

50,79 

50.89 

-0,10 

9 

20,5 

ib,7 

14,3 

51,00 

50,93 

-0,07 

10 

19,8 

14,6 

13,1 

50,56 

50.89 

^0,93 

11 

i:^ 

20.3 

15,7 

14,9 

51,26 

50,94 

+  0,32 

19,5 

15,8 

15,1 

51,05 

50,95 

+  0,10 

15,8 

la.i 

51,31 

+  0,36 

»  =  50,95  +  0,029  (»  -  15). 


Der  TemperaturcoSfficient  ist  hier,  was  anffallen  kann, 
positiv,  während  er  bei  Zink  gleich  Null,  bei  allen  anderen 
Metallen  sich  negativ  ergeben  hatte.     Sein  Werth  ist  freilich 
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überall  sehr  unsicher,  da  er  aus  Versuchen  berechnet  ist,  bei 
denea  die  Temperatur  nur  um  wenige  Grade  verschieden  war, 
und  er  nur  dazu  dienen  sollte,  die  Messungen  auf  eine 
Temperatur  zu  reduciren.  Doch  auch  Herr  Tait')  hat  ans 
seinen  Versuchen,  bei  denen  die  Temperatur  bis  300"  C.  ge- 
steigert wurde,  geschlossen,  dass  wahrscheinlich  beim  Kupfer 
die  Temperaturleitungsfähigkeit  bei  steigender  Temperiatur 
zunimmt,  während  sie  beim  Eisen  abnimmt.  Zwar  gibt  er 
an,  dass  auch  Blei  sich  wie  Kupfer  verhält;  er  legt  hierauf 
aber  nur  ein  geringea  Gewicht,  da  er  das  Blei  nicht  über 
100"  C,  erwärmte,  und  diese  Temperatur  zu  niedrig  war,  um 
die  Aenderungen  der  Leitungst^higkeit  hei  seiner  Methode 
mit  einiger  Sicherheit  zu  zeigen. 


Um  die  electrischc  LeitungsfUbigkeit  der  Metalle  zu 
messen,  liessen  wir  aus  den  benutzten  Würfeln  Stäbe  von 
der  Länge  einer  Kante  und  einem  quadratischen  Querschnitt 
von  3  bis  5  mm  Seite  sägen  und  schleifen.  Es  wurde  die 
Länge  eines  jeden  Stabes,  sein  absolutes  und  apecifisches 
Gewicht  bestimmt,  hieraus  sein  Querschnitt  berechnet  und 
dann  die  Methode  angewandt,  deren  Theorie  einer  von  uns 
früher  entwickelt  hat.') 

Bei  dieser  Methode  war  aus  dem  Stabe,  dessen  Leitongs- 
fähigkeit  bestimmt  werden  sollte,  einem  Widerstandsetalon 
und  einer  Kette  eine  Schliessung  zu  bilden;  es  waren  dann 
dem  Stabe  und  dem  Etalon  Nebenleitungen  2u  geben,  die 
die  beiden  Gewinde  eines  DifferentiaJgalvanometera  enthielten, 
und  deren  Widerstände  messbar  verändert  werden  konnten. 
Der  Stab  ruhte  in  einem  Petroleumbade,  durch  ein  Gewicht 
belastet,  horizontal  mit  den  vier  Ecken  einer  seiner  langen 
Flächen  auf  vier  federnden,  isolirten  Metallplättcheu ,  von 
welchen  zwei  zur  Zu-  und  Ableitung  des  Stromes  der  ans 
zwei    Dan  ieU 's  eben    Elementen    bestehenden    Kette    dienten. 


1)  Tait,  Edinb.  Trans.  28.  p.  735.  1878. 

2)  Kirchhoff,  Berl.  Ber.  1860.  p.  601;  gea.  Abh.  p.  66. 
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wahrend  die  beiden  anderen  mit  den  Drähten  verbunden  i 
die  zu  dem  einen  Gewinde  des  Galvanometers  fiihrten.  Äi 
Etalon  wurde  ein  ungefähr  9  m  langer,  1,3  mm  dicker  Ktipfa 
dralit  benutzt,  der  biEIar  zu  einer  Spirale  aufgewunden  wi 
und  ebenfalls  in  einem  Petroleumbade  sieb  befand.  Jede 
der  beiden  Gewinde  des  Galvanometers  bestand  aus  zwi 
Tlieilen  von  ungleicher  Grösse;  die  beiden  grösseren  Tbeil 
bildeten  die  Hauptrolle,  die  die  eine  Nadel  des  astatischa 
Paares  umgab,  und  wurden  bei  den  Verauchen  von  Ströma 
von  entgegengesetzten  Richtungen  duixhflossen;  die  beida 
kleineren  bildeten  eine  Hiilfsrolle,  die  neben  jener  sich  befani 
und  um  eine  verticale  Axe  drehbar  war;  in  ihnen  hatten  dii 
Ströme  gleiche  Richtung.  Wurde  derselbe  Strom  dui^  dij 
beiden  Gewinde  geleitet,  so  konnte  die  Hiilfsrolle  so  eingesteli 
werden,  dass  die  Nadel  des  Galvanometers  keine  Winkel 
ablenkung  zeigte.  War  diese  Einstellung  für  eiuen  Stroa 
von  gewisser  Intensität  bewirkt,  so  galt  dieselbe  aber  aicb 
mehr  für  einen  Strom  von  erheblich  verachiedener  Inteositfi 
infolge  der  seitlichen  Verschiebung,  welche  die  Nadel  durci 
die  Wirkung  des  Stromes  erfuhr,  und  welche  um  so  grösser 
sein  muBste,  je  grösser  die  Intensität  des  Stromes  war.  Um 
den  Fehler  zu  vermeiden,  den  dieser  Umstand  bei  unseres 
Messungen  henorbringen  konnte,  regnlirten  wir  die  Stellung 
der  Hlllfarolle  mit  Hülfe  von  Strömen,  deren  Intensität  nicld 
sehr  verschieden  von  der  Intensität  derjenigen  war,  die  doi* 
wirkten.  Wir  hatten  die  Einrichtung  getroffen .  dasa  durch 
Umlegen  einer  Wippe  die  dort  zu  benutzende  und  schon  be« 
schriebeue  Anordnung  in  eine  andere  verwandelt  werden  konnte^ 
bei  der  der  Strom  der  Kette  nur  einmal  in  zwei  Zweige  sieb 
Uieilte,  von  denen  der  eine  den  Stab,  den  Etalon  und  den 
diese  verbindenden  Draht,  der  andere  die  beiden  Gewinde  dea 
Galvanometers  und  die  hinzugefügten  Drähte  enthielt.  Bei 
dieser  Anordnung  wurde  die  HülfsroUe  eingestellt.  Wurd( 
nun  die  Wippe  rückwärts  umgelegt  und  zeigte  sich  auch  dam 
keine  Galvanometerableukung,  so  hatten  die  Widerstände  dei 
beiden  Nebenleitungen  das  gesuchte  Verhältniss.  Geänderi 
konnte  dieses  werden  mit  Hülfe  eines  Siemeus'schen  Widep 
»tandssatzes,  der  in  der  Nebenleituug  des  Elatons  sich  I 
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und  gestattete,  Widerstände  von  0,1  bis  10  000  S.-E.  einzu- 
fuhren. War  der  passende  Widerstand  dieser  Nebenleitung 
gefunden,  so  wurde  der  der  zweiten  Nebenleitung  um  0,5  oder 
um  1  S.-E.  vergrössert  und  die  entsprechende  Vergrösserung 
des  Widerstandes  der  ersten  Nebenleitung  bestimmt.  Das 
Verhältniss  dieser  beiden  Vergrösserungen  war  dann  das  Ver- 
hältniss  der  Widerstände  des  Stabes  und  des  Etalons.  Diese 
Bestimmungen  liessen  sich  leicht  und  sicher  ausführen,  wenn 
die  Belastung  des  Stabes  nicht  zu  klein  war  und  die  Dauer 
der  Ströme  nicht  zu  kurz  gewählt  wurde.  Die  Temperaturen, 
für  welche  sie  gelten,  wurden  an  zwei  Thermometern  ab- 
gelesen, die  in  die  Bäder  tauchten,  in  denen  der  Stab  und 
der  Etalon  sich  befanden,  und  die  mit  Rührvorrichtungen 
versehen  waren,  welche  durch  einen  kleinen  Wassermotor  in 
Bewegung  erhalten  werden  konnten.  Der  Regel  nach  wurde 
das  den  Stab  enthaltende  Bad  bis  etwa  35^  C.  erwärmt  und, 
während  dasselbe  von  30^  bis  auf  die  Zimmertemperatur  unter 
fortwährendem  Rühren  sich  abkühlte,  eine  Anzahl,  meist  15, 
Widerstandsmessungen  gemacht.  Je  drei  von  diesen  wurden 
80  schnell  hintereinander  ausgeführt,  dass  in  den  Zwischen- 
zeiten nur  sehr  kleine  Temperaturänderungen,  wenn  überhaupt 
welche,  sich  zeigten ;  es  wurden  die  Zeiten  der  Thermometer- 
ablesungen und  der  Widerstandseinstellungen  notirt  und  mit 
ihrer  Hülfe  durch  Interpolation  die  Temperaturen  berechnet, 
die  den  gefundenen  Widerständen  entsprachen. 

Um  ein  ürtheil  über  die  Genauigkeit  zu  gewähren,  die 
bei  diesen  Messungen  erlangt  ist,  führen  wir  die  Resultate 
der  einzelnen  Versuche  an,  die  mit  einem  Bleistabe  aus- 
geführt sind,  bei  dem  grössere  Differenzen,  als  bei  irgend 
einem  anderen  der  untersuchten  Stäbe  aufgetreten  sind. 
Vorausgeschickt  muss  nur  noch  werden,  dass  der  Widerstand 
des  Elatons  bei  t^  C.  durch  Vergleichung  bei  verschiedenen 
Temperaturen  mit  einem  Siemens'schen  Etalon  nach  der 
Methode  der  Wheatstone'schen  Brücke  sich  ergeben  hatte 

=  0,1045  (1  +a(^— 15))  S.-E.,  wo  a  =  0,003  783. 


G.  Kirdiboff  u 


Ten        inr 

Wide 

.t.»d 

1 

dMVoBClu 

( 

bUHllMI 

"H 

89.23 

0.001  239 

0,001  230 

0 

28,97 

1238 

1238 

0 

28.84 

1238 

I83T 

25,64 

1226 

1223 

86,57 

1224 

1322 

+  2      J 

85,53 

1224 

1222 

+  2     ] 

T-9 

23,30 

1209 

1212 

-3      % 

10-12 

21,75 

IBOl 

1204 

-s    1 

13-15 

19,15 

1196 

1  192 

+4 

Die  berechneten  Werthe  von  w,  sind  nach  der  Formel: 
«.■,  =  0,001174  (1  4- «((—15)).         «  =  0,003  893 
ermittelt,  die  aus  den  beobachteten  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  abgeleitet  ist. 

Die  Länge  dieses  Bletstabea,  /,  war  142,0mm,  sein  ab- 
solutes Gewicht  41,67  g,  seine  Dichtigkeit  bei  15"  C.  11,294. 
Ist  a  die  Seite  seines  quadratischen  Querschnittes,  so  et^bt 
sich  hieraus  a' =  26,00  und,  nach  der  schon  citirten  theo- 
retischen Untersuchung*),  die  electrische  Leitungsfähigkeit  bei 
15"  C,  )(j5,  diejenige  des  Quecksilbers  bei  0"  gleich  I  gesetzt: 

=  '-°-™°-4,530. 

Li  der  folgenden  Tal>elle  sind  die  auf  dieselbe  Weise 
bestimmten  LeitungsfUhigkeiten ,  x,5,  für  die  anderen  unter- 
suchten Stäbe  enthalten.  Hinzugefügt  ist  Olr  jeden  Stab  die 
von  uns  ermittelte  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  von  15°  C, 
ju,,,  und  eine  Angabe  Über  die  Lage,  die  seine  Axe,  bevor 
er  ausgeschnitten  war,  in  dem  Metallwürfel  gehabt  hatte; 
dabei  ist  ein  Coordinatensystem  benutzt,  dessen  Äxen  mit 
drei  WUrfelkanten  zusammenfallen,  und  zwar  hatte  bei  den 
Versuchen,  die  über  die  Wärmeleitung  des  Würfels  angest«llt 
waren,  die  j:-Axe  die  vertical  aufwärts  gekehrte  Richtung, 
und  die  x-Axe  ging  von  der  SeitenÜäche,  die  bespritzt  wurde, 
nach  der  gegenüberliegenden.  In  einigen  Fällen  konnten  1 
nur  Grenzen  für  die  betreffenden  Coordinaten  anltlhren.J 


1)  Q.  Kircbhoff,  Bert.  B«t.  1880.  p.  601^  ges.  Äbh.  p.  80. 
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MetaUe 

fiUl> 

Lage 

des  Stabes  im  Hetallwfirfcl 

*.. 

fu 

Eisen  I 

x=m 

yxwiBchen3ii.  20     t=0-HO 

6,744 

7,800 

wie  1                        • 

6,735 

7,810 

ai=0-140              j  =  78                 1=73 

6,708 

7,764 

a!=0-HO              V  =  13                 1  =  60 

6,643 

7,778 

»  =  63 

y  =  78             «=>0-H0 

6,603 

7,769 

EiteaU 

«=137 

y  =  0-HO     iiw.120o.137 

4,121 

7,815 

wie  1 

4,151 

7,816 

a:  =  P5 

y  =  65             >t  =  0-UO 

4,062 

7,618 

«^65 

y  =  72             »  =  0-140 

4,037 

— 

Eüenlll 

1=137 

y=0-140    «iw.ia0u.l37 

6,871 

7,836 

wie  1 

7,119 

7.882 

z=6& 

y=7a            t=0-140 

6,B77 

7,821 

x=ib 

y  =  65             »  =  0-H0 

6,561 

7,821 

Blei 

a;=I37 

j(  =  0-HO     »cw.120u.187 
wie  t 
wie  1 

4,538 
4,530 

4,527 

11,810 
11,294 

x=$b 

y=65            «  =  0-U0 

4,566 

11,324 

x=e& 

y=72            x  =  0-UO 

4,569_ 

11.315 

Zinn 

1=137 

yt^O-HO    «zw.120u.137 
wie  1 
wie  1 

7,936 
6,032 

7,696 

7,309 
7,308 

1  =  65 

y  =  65             1  =  0-140 

8,837 

7,306 

1  =  65 

y  =  72             1  =  0-140 

8,808 

7,306 

Zink 

«  =  137 

y  ewiscben  3  n.  20     s ^ 0- 140 
wie  1 

14,6* 
14,50 

7,187 

7,185 

wie  1 

14,28 

1  =  68 

y  =  e5           1=   0-140 

14,80 

7,155 

x  =  6S 

y=72           1  =  32-140 

14,85 

7,161 

Knpfer 

i  =  137 

!( zwischen  3  n.  20     i,=0-HO 
wie  1 

21,67 
22,23 

8,891 

9,886 

wie  1 

21,42 

3!=  90 

y=50            »  =  0-U0 

24,04 

8,882 

1  =  69 

y  =  e7               »  =  0-140 

24,06 

8,888 

ai=69 

y  =  73            t=0-140 

24,01 

8,886 

Wie  aus  dieser  TabeUe  ersichtlich  ist,  weichen  die  Werthe 
der  LeituDgafWgkeit  fUr  die  verschiedenen  Stäbe  desselben 
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lteiM%  §ehr  erheblich  tob  emander  adb.  wUirend  die 
kfiten  nur  anbedeateiide  Untenchiede  darbieten.  Der  Ibiigel 
an  Homogenität,  der  hienn  sich  zeigt,  trat  anfEdloider  nod 
bei  Yersnchen  herror,  bei  wekhen  wir  die  electrische  Lettmigs- 
iähiiB^eit  rerschiedener  Theile  dersdben  Stäbe  gemessen  haben. 
Es  Würde  bei  diesen  der  zn  nntersnchende  Stab  stOckwene 
Teric&rzty  nach  jeder  Yerkürzung  sein  Widerstand  gemessei 
und  aus  dem  Widerstände,  der  Lange  nnd  dem  ans  dem  Ge- 
wichte ermittelten  Querschnitt  ror  nnd  nach  jeder  Yerkflnmg 
die  Leitnngsfahigkeit  des  abgetrennten  Stfickes  beredmet 
80  ergab  sich: 

f&r  den  Knpferstab  Nr.  6 

für 4^»0— 10,1     10,1—20,2    20,2—30,1    30,1—40,1    40,1—50,1  50,1— €0^ 

*u^  20,98  21,86  22,75  28,88  25,83  -     M,M 

für  x  =  $0,2—10,2    70,2—140,2 
x,5  =     26,18  24,25 

f&r  den  Zinnstab  Nr.  5 

f«r*«0— 10,8    10,8—20,5    20,5—30,5    30,6—50,5   50,5—70,4    70,4—14(^4 
»15  »   9,501  8,876  8,943  9,036  8,574  8,760 

für  den  Zinnstab  Nr.  4 

für  *  =  130,3—140,4       109,8—130,3       69,4—109,8       0—69,4 
xjs  =        9,139  8,908  8,806  8,798 

für  den  Eisenstab  HI  Nr.  3 

für  X  ^  0—20,3       20,3—50,1       50,1—70,9       70,9—140,2 
x^s  =     6,841  6,829  6,236  6,510 

für  den  Zinkstab  Nr.  4 

19,9—39,9      39,9—59,9      59,9—70,1       70,1-140,8 
14,54  14,74  14,72  15,02 

für  den  Bleistab  Nr.  4 

19,7—39,4      39,4—59,2      59,2—69,1       69,1—140,6 
4,677  4,517  4,461  4,539 

Kino  Controlo  für  diese  Zahlen  erhält  man,  indem  man 
durcli  Mittolnehmen  aus  ihnen  die  mittleren  Leitungsfähig- 
koiton  der  einzelnen  Stäbe  berechnet  und  diese  vergleicht  mit 
don  dirt>ct  gefundenen  Werthen  derselben.     Die  Mittel   sind: 

ä4«08         8.847         8,840         6,586         14,81         4,565 


fttr  *  ^ 

0—19,9 

«ift  =^ 

14,43 

für  X-  '-' 

0-19,7 

«15- 

4«648 
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und   die   direct  gemessenen   Leitungsfähigkeiten,   der   obigen 
Tabelle  zufolge: 

24,01         8,808         8,837         6,577         14,80         4,568 

Wie  man  sieht,  steigen  bei  dem  Eupferstabe  die  Diflfe- 
renzen  der  Leitungsfähigkeit  bis  zu  25  Proc.  ihres  Werthes. 
Wegen  Mangels  an  Homogenität  der  benutzten  Würfel  er- 
lauben daher  unsere  Versuche  nicht  mit  der  Sicherheit,  die 
zu  erreichen  wir  gehofft  hatten,  die  Frage  zu  entscheiden, 
ob  das  Verhältniss  der  Leitungsfähigkeiten  fUr  Wärme  und 
Electricität  bei  den  untersuchten  Metallen  ein  constantes  ist, 
da  die  Mittel werthe  der  beiden  Leitungsfähigkeiten,  welche 
unsere  Methoden  ergeben,  von  verschiedener  Art  sind.  Will 
man  aus  den  Versuchen  mit  der  grösstmöglichen  Wahrschein- 
lichkeit die  Frage  beantworten,  so  muss  man  ohne  Zweifel  die 
für  die  Wärmeleitungsfähigkeit  gefundenen  Werthe  mit  den- 
jenigen Werthen  der  electrischen  Leitungsfähigkeit  combiniren, 
welche  für  Stäbe  gelten,  die  aus  den  Würfeln  nach  der  Mitte 
in  der  Richtung  der  x-Axe  ausgeschnitten  sind.  Die  folgende 
Zusammenstellung  enthält  für  diese  Stäbe  die  Mittel  der 
electrischen  Leitungsfähigkeiten  x^y  die  Dichtigkeiten  fi^^,  die 
specifischen  Wärmen  nach  Bede^)  s^^,  die  Temperaturleitungs- 
fähigkeiten Ojg,  die  Wärmeleitungsfähigkeiten  k^^  und  die  Ver- 
hältnisse der  Leitungsfähigkeiten  für  Wärme  und  Electricität, 
alles  für  15«  C. 


Metalle 

«15 

Mu 

«16 

«15 

»15 

kl, 

«15 

Eisen  1  Stab  5   .  .  .  . 

6,803 

7,789 

0,1074 

16,94 

14,18 

2,08 

Eisen  11  Stab  3  u.  4  . 

4,060 

7,818 

0,1074 

11,48 

9,64 

2,37 

Eisen  Ul  Stab  3  u.  4  . 

6,569 

7,821 

0,1074 

16,37 

13,75 

2,09 

Blei.   Stab  4  u.  5   ... 

4,569 

11,320 

0,0292 

23,99 

7,93 

1,74 

Zinn.    Stab  4  u.  5  .  .  . 

8,823 

7,306 

0,0513 

38,60 

14,46 

1,64 

Zink.    Stab  4  u.  5  .  .  . 

14,83 

7,158 

0,0878 

40,49 

25,45 

1,72 

Kupfer.    Stab  5  u.  6    . 

24,04 

8,887 

0,0917 

50,95 

41,52 

1,73 

Die  Zahlen  der  letzten  Columne  scheinen  zu  zeigen,  dass 
das  Verhältniss  der  beiden  Leitungsfähigkeiten  für  Wärme  und 
Electricität  im   allgemeinen   bei   den   verschiedenen  Metallen 


1)  B^de,  Fortschritte  der  Physik,  p.  379.  1855. 


G.  Kirchhoff  a.  G,  HanBemann. 


denselben  WertL    besitzt,    beim  Eisen    aber    ein    andcRV'i 
Vielleicht  hängt  diese  Atttjoabmestellung  des  Eisens  mit  s 
magnetischen  EigeDschuften  zusammeD. ') 


Zu  diesem  Schlüsse  waren  wir  gekommen,  als  eine  AiMt^ 
Ton  Hm,  H.  F.  Weber  in  Zürich  erachien,  die  auf  denseUn 
Gegenstand  sich  bezieht  und  zu  einem  weseatlicb  andora 
Resultate  gelangt.  Hr.  Weber  findet  nämlich,  dass  da 
Verhältniss  zwischen  den  Leitungsfähigkeiten  für  Wärme  nod 
Electricität  bei  den  Metallen  nicht  constant  ist,  sondern  ei« 
hneare  Function  des  Productes  aus  epecifischer  Wärme  vai 
Dichtigkeit  oder  der  „specifischen  Wärme  der  Volumeneinliat", 
wie  er  dieses  Product  nennt.  Bei  Zugrundele^ng  gewister, 
von  den  unserigen  theilweise  verschiedener  Einheiten  erbftUff: 

^  =  0,0877  .  10*+  0,1360. 10* «„, 

wo  kij  die  Leitungsfähigtceit  (Ur  Wärme,  x^  diejenige  f&r  Ott- 
tricität  und  c^  die  specifische  Wärme  der  Yolumeneinheit  fe 
0"  C.  bezeichnet,  und  diese  Gleichung  stellt  mit  Qberrascbe» 
der  Genauigkeit  seine  an  10  verschiedenen  Metallen  auf- 
geführten Messungen  dar,  bei  denen  c^  von  0,827  bis  0,2^ 
varürt. 

Um  wo  möglich  den  Grund  der  auffallenden  Abweichnnpa 
unserer  Versnchsresultate  von  dem  Weber'schen  Gesetze  a 
linden,  haben  wir  zwei  der  von  uns  benutzten  Metalle,  nämliet 
Zink  und  Blei,  einer  weiteren  Untersuchung  unterworfen.  Wir 
wählten  diese  Metalle,  weil  bei  ihnen  der  Maugel  an  Homo- 
genität sich  weniger  gross,  als  bei  den  übrigen  (abgesehen 
vom  Eisen)  gezeigt  hatte,  und  zugleich  die  specifische  WSiw 
der  Volumeneinheit  bei  ihnen  recht  verschiedene  Werthe  besitit 

1)  Einige  Versuche,  die  wir  über  ilae  magnetische  Verhalten  der 
drei  EiHenBorten  angestellt  haben,  zeigten,  dtus  die  CoSrcitivIuuft  bei  ät» 
Horten  I  und  III,  fQr  die  das  VerhSItniss  i/x  das  gleiche  war,  denselbea 
Werth  beaaas,  bei  der  Sorte  11  aber,  für  welche  kju  edieblich  (jiflwtf 
eich  ergeben  hattv,  viel  bedeutender  war. 

2)  H.  F.  Weber,  Monatsber.  der  Acad.  der  Wissensch.  zn  BeHio, 
Hai  1880. 
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Wir  veranlassten  zunächst  eine  chemische  Analyse  der- 
selben,  die  in  dem  Laboratorium  der  landwirthschaftlichen 
Academie  zu  Berlin  unter  Leitung  des  Hm.  Landolt  aus- 
geführt ist.  An  fremden  Bestandtheilen  ei^aben  sich  dabei 
im  Zink: 


Arsen 0,0288  Proc. 

Cadmium      .     .    .    0,0099      „ 
Eisen 0,0061      „ 


Zinn 0,9406  Proc. 

Blei 0,7212     „ 

Kupfer     ....  0,0785     „ 

Antimon  ....  0,0818     „ 

und  quantitativ  nicht  bestimmbare  Spuren  von  Mangan  und 
Schwefel;  im  Blei: 


Antimon  ....    0,1899  Proc. 
Kupfer     ....    0,0515     „ 
Zink 0,0222     „ 


Eisen 0,0082  Proc. 

Wismuth      .     .     .    0,0027     „ 
Cadmium      .    .    .    0,0028     „ 


und  quantitativ  nicht  bestimmbare  Spuren  von  Silber,  Mangan 
und  Arsen. 

Hr.  Weber  hat  sein  Gesetz  nur  f&r  metallische  Körper 
aufgestellt;  wir  hatten  es  f&r  möglich  gehalten,  dass  in  unseren 
Würfeln  von  Zink  und  Blei  so  viel  von  nicht-metallischen 
Körpern  sich  befände,  dass  infolge  hiervon  das  Weber'sche 
Gesetz  bei  ihnen  nicht  zuträfe;  diese  Vermuthung  ist  als  durch 
die  Analyse  widerlegt  anzusehen. 

Wir  haben  femer  die  specifische  Wärme  unserer  beiden 
Metalle  mit  Hülfe  des  Bunsen'schen  Eiscalorimeters  bestimmt, 
um  die  Gültigkeit  der  Bfede'schen  Angaben  für  dieselben  zu 
controliren.  Um  die  specifische  Wärme  bei  15®  C.  berechnen 
zu  können,  erwärmten  wir  den  zu  untersuchenden  Körper, 
bevor  er  in  das  Calorimeter  gebracht  wurde,  bei  einigen  Ver- 
suchen auf  die  Temperatur  der  Dämpfe  siedenden  Wassers, 
bei  anderen  auf  eine  niedrigere,  scharf  messbare  Temperatur. 
Wir  haben  hierbei  eine  Methode  benutzt,  ein  Wasserbad 
längere  Zeit  auf  einer  constanten  Temperatur  zu  erhalten,  die 
sich  als  recht  zweckmässig  erwiesen  hat,  und  die  deshalb 
beschrieben  werden  möge. 

Das  warme  Wasser  befand  sich  in  einem  oben  mit  einer 
Abflussröhre  versehenen  cylindrischen  G^fäss  von  Zinkblech 
von  etwa  25  cm  Höhe  und  20  cm  Weite,  das  doppelte  Wän- 
dungen besass,  deren  Zwischenraum  mit  gebrannter  Infusorien- 
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erde  ausgefüllt  war.  In  ihm  war  eine  rotireude  Rfihnron 
tuiig  angebracht,  die  durch  einen  Wassermotor  in  Bew^ 
erhalten  wurde  und  bewirkte,  dass  eintretende  Tempen 
Verschiedenheiten  sehr  schnell  sich  ausgleichen  mossten.  Fe 
tauchten  in  das  Wasser,  vor  der  Berührung  mit  ihm  di 
ein  Messingröhrchen  geschützt,  die  Ldthstellen  gerader  < 
ungerader  Ordnungszahl  einer  Thermosäule,  die  aus  Ei 
und  Neusilberdrähten  bestand,  und  deren  übrige  Löthstc 
durch  Schnee  auf  0®  C.  erhalten  vnirden.  Die  Ldthstc 
einer  zweiten  Thermosäule,  die  aus  eben  solchen  Drähten 
stand,  aber  weniger  Elemente  enthielt,  tauchten  in  ähnU< 
Weise  einerseits  in  einen  von  den  Dämpfen  siedenden  Was 
umspülten  Raum,  andererseits  in  Schnee.  Diese  beiden  Ther 
Säulen  waren  mit  einem  sehr  empfindlichen,  aperiodisc 
Galvanometer  so  zu  einem  Kreise  verbunden,  dass  sie  einai 
entgegenwirkten.  Durch  einen  Eautschukschlanch,  der 
Hülfe  einer  Klemmvorrichtung  leicht  geschlossen  und  geöf 
werden  konnte,  communicirte  das  Zinkgefäss  mit  einem  hfl 
stehenden  Kessel,  welcher  siedendes  Wasser  enthielt.  Du 
Handhabung  dieser  Klemmvorrichtung  suchte  der  Beobacl 
am  Galvanometer  die  Nadel  in  derjenigen  Stellang  zn  erhall 
die  sie  bei  geöffnetem  Kreise  hatte,  und  das  gelang  lei 
soweit,  dass  die  Ablenkung  nie  mehr  als  einige  wenige  Seal 
theile  betrug;  eine  solche  Ablenkung  entsprach,  wenn  i 
Barometerstand  derselbe  blieb,  einer  Temperatnränderung  i 
Wassers  von  weniger  als  0,01®  C.  Gemessen  wurde  die  Te 
peratur  des  Wassers  an^  einem  Luftthermometer,  dessen  Gefi 
in  demselben  sich  befand.  Um  eine  Temperatur  von  et 
50®  C.  zu  erhalten,  wurde  einerseits  eine  Thermosäule  v 
zwei  Elementen,  andererseits  ein  einzelnes  Element  benut 
um  dem  Wasser  eine  Temperatur  von  etwa  67®  C.  zu  gelM 
mussten  Theimosäulen  von  drei  und  zwei  Elementen  an{ 
wandt  werden.^) 


1)  Eine  solche  Anordnung  würde  sehr  zweckmässig  sein  zur  Prüfu 
der  von  Hm.  Avenarius  aufgestellten  Beziehung  zwischen  der  elect 
motorischen  Kraft  einer  Thermokette  und  den  Temperaturen  ihrer  Ld 
stelleiL 
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So  fanden  wir  ftlr  Zink: 

s,  =  0,091  71  (1  -f-  0,000  27.1) 
und  iür  Blei: 

a,  =  0.030  14  (1  +0.000  54  (), 
wenn   die   mittlere  Bpecüisflie  Wanne  des  Wassers  zwischen 
0  and  100"  C.   als  Einheit  angenommen   wird.     Daraus   folgt 
die  speciüsclie  Wärme  bei  15"  C,  *j,t 

für  Zink  =  0,0921,  filr  Blei  =  0,0304, 
wätu-end  sie  nach  Bede: 

=  0,0878      und       =  0,0292 
sein  sollte.     Obwohl  jene  Zahlen  von  diesen  nicht  unerheblich 
abweichen,   so  ergebe»  doch  die  einen  wie  die  andereu  das 
VerbaltnisB  i,j/jf|j  als  nahe  gleich  filr  die  beiden  Metalle. 

Wir  stellen  in  der  folgenden  Tafel  die  von  Hrn.  Weber 
für  Zink  und  Blei  gemachten  Angaben  mit  den  entspret'hen- 
den  von  uns  gefundenen  Werthen  zusammen,  die  auf  die  von 
Hm.  Weher  benutzten  Einheiten  reducirt  sind,  indem  die 
LeitungstUhigkeit  des  Quecksilbers  =  1,047.10-^,  wie  er  sie 
gefiinden  hatte,  gesetzt  ist. 


*./«. 


Zink 


Weber      I  K.  und  H. 


0,662 
0,905S 
n.43.I0  -' 
0,1758.10' 


0,651 
0,2662 
16,41.10    ' 
0,1622.10* 


Blei 


Weber 


K.  und  H. 


0,S40  0,342 

0,0719  0,US53 

5.351.10-"  6,082.10-' 

0.13*6.  10*  0,1678.10* 


Den  Grund  der  Unterschiede,  die  hier  sich  zeigen,  haben 
wir  in  unserer  Arbeit  nicht  finden  können.  Ob  die  Versuche 
und  Rechnungen,  durch  welche  Hr.  Weber  zu  seinen  Resul- 
taten gelangt  ist,  einwurfsfrei  sind,  kiinnen  wir  nicht  beur- 
theilen,  da  der  Auszug  aus  seiner  Arbeit,  der  allein  veri^ffent- 
licht  ist,  die  Handhaben  hierzu  nicht  darbietet.  Nicht 
gerechtfertigt  aber  finden  wir  die  Art,  wie  Hr.  Weber  die 
Zahlen,  die   Hr.  F.  Neumann')  bei  seinen  Versuchen  über 


I)  NeutDann,  Ann.  de  <:hiin.  et  de  phys.  (8J  M.  p.  185.  IS« 


16  Ot.  Kirohboff  u.  G.  HaDsemmnn. 

die  Wärmeleitung  in  Metallen  erhalten  hat,  als  Bestätig 
seiner  eigenen  hinstellt.  Aus  jenen  Zahlen  berechnet  er 
Oonstanten  a  und  b  seiner  Formel: 

—  :=  a  +  b.c. 

X 

Die  absoluten  Werthe  derselben  lassen  einen  Vergl 
mit  den  aus  seinen  eigenen  Versuchen  abgeleiteten  nicht 
da  Hr.  Neumann  ftir  die  electrischen  Leitnngsf&hig^e 
eine  nicht  genau  bestimmbare  Einheit  benutzt  hat;  das  ^ 
hältniss  beider,  das  von  dieser  Einheit  unabhängig  ist,  fii 
er  nach  Neumann  =  1,545,  während  seine  eigenen  Versi 
es  =  1,550  ergeben  hatten.  Die  fast  völlige  Gleichheit  di 
Zahlen  scheint  in  schlagender  Weise  den  Aussprach 
Hm.  Weber  zu  rechtfertigen,  dass  die  Ergebnisse 
Hm.  Neumann  in  guter  üebereinstimmung  mit  den  sein 
sind,  und  eine  wichtige  Bestätigung  der  letzteren  zu  gewäh 
Erwägt  man  aber,  auf  welchem  Wege  die  Zahl  1,545  bered 
ist,  und  mit  wie  geringer  Genauigkeit  die  Neumann'sc 
Resultate  durch  die  Weber'sche  Formel  dargestellt  wer 
so  zeigt  sich  jene  Gleichheit  als  ein  Zu&ll,  dem  eine  Be( 
tung  nicht  beizulegen  ist.  Die  Neumann'schen  Versuche 
ziehen  sich  auf  die  Metalle: 

Kupfer,  Messing,  Neusilber,  Eisen  und  Zink 
und  ergeben  flir  das  Verhältniss  k/x  die  Werthe^): 

17,5  19,8  19,9  18,9  17,1. 

Als  entsprechende  Werthe  von  c  benutzt  Hr.  Weber: 

0,83  0,80  0,80  0,84  0,67. 

Für  die  vier  ersten  Metalle  setzt  er  nun  kjx  und  c  g\i 
den  Mittel werthen  19,05  und  0,82  und  berechnet  aus  die 
und  den  ftir  Zink  angegebenen  Zahlen  a  und  b.  Er  fin 
so  a  =  8,4,  fc  =  13,0,  woraus  er  schliesst  b/a  =  1,545. 
rechnet  man  aber  rückwärts  mit  diesen  Werthen  von  a  üb 
das  Verhältniss  k/x  flir  die  flinf  Metalle,  so  ergibt  sich: 

19,2  18,8  18,8  19,3  17,1. 

1)  Dieses  ist  die  Angabe  von  Hrn.  Weber;  statt  der  Zahl  17,5  s 
in  der  Abhandlung  des  Hm.  Neumann  17,6,  und  die  Division  der  < 
angeführten  Leitungsfähigkeiten  gibt  17,8. 
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Bei  der  Grosso  der  Differenzen  zwischen  diesen  ZuLlen  und 
den  von  Hrn.  Neumann  gefundenen  ist  auf  die  Ueberein- 
Btimmung  der  Verhältnisse  1,545  und  1,550  ein  Gewicht  nicht 
zu  legen.  Aus  den  eigenen  Versuchen  hat  Hr.  Weber  die 
Werthe  von  a  und  b  nach  der  Methode  der  Ideinsten  Quadrate 
berechnet;  behandelt  man  die  Neumann'schen  Versuche  ebenso, 
80  ergibt  sich  aus  ihnen  b/a  =  0,84  statt  =  1.550. 


3.   Bemerkungen  zn  dem  Aufsätze  des  Herrn  Voigt 

„Theorie  des  leuchtenden  Punktes": 

Ton  tJ.  Klrchboff. 

lAbdnii'k  u.  d.  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik", 
Bd.  90.  p.  34.1 

In  meiner  „Mechanik"  (Vorlesung  2'A,  §  4}  habe  ich  die 
Bewegung  einer  compressibeln  Flüssigkeit  bebandelt,  die  durch 
unendlich  kleine  Bewegungen  einer  in  dieser  befindlichen, 
Htarren  Kugel  hei-vorgenifen  wird.  Dieser  Aufgabe  sehr  ähn- 
hch  ist  die  Aufgabe,  die  Herr  Voigt  in  seiner  „Theorie  des 
leuchtenden  Punktes"  üb  erschrie  benen  Abhandlung  gelöst  hat; 
die  Methode,  die  ich  dort  benutzt  habe,  ist  auch  hier  anwend- 
bar und  führt  viel  schneller  zum  Ziele,  als  der  Weg,  den 
Herr  Voigt  eingeschlagen  hat, 

Herr  Voigt  denkt  sich  ein  festes,  isotropes,  elastisches 
Mittel,  das  nach  allen  Dichtungen  sieb  in  die  Unendlichkeit 
erstreckt  und  eine  starre  Eugel  umgibt,  an  deren  Oberliäche 
es  derart  haftet,  dass  keine  relativen  Verschiebungen  liier 
stattfinden;  er  untersucht  dann  die  Bewegung  des  Mittels 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kugel  gegebene,  unendlich 
kleine  Schwingungen  macht;  er  führt  die  Rechnung  fi)r  die 
beiden  Fälle  durch,  dass  die  Kugel  entweder  um  einen  ihrer 
Durchmesser  sich  dreht  oder,  ohne  sich  zu  drehen,  in  gerader 
Linie  hin  und  hergeht;  auf  diese  beiden  Fälle  lässt  jeder 
andere  sich  reducir^n. 

Es  seien  w,  v,  tu  die  Componenten  der  Verrückung  zur 
Zeit  (  eines  materiellen  Punktes  des   elastischen  Mittels,   der 
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beim  Gleicfagewicfaigziistaiide  die  Coorc 


-  ^  ,9W dV 


gezeigt 


wo  r  eine  Lösung  der  Gleichung 

ist,  und  LT,  V,  W  Lösungen  der  Gleichung 
sind,  wenn 


longitiidiiuLler 


die  Kt^rtpflanxungsgeschwindigkeit  transTersaler  WeUen  ist 

Man  kommt  auf  den  ersten  der  beiden  ron  Hemi  Toirt 

)>ehaudelteu  Fälle,  wenn  man  diese  Gleidumg^m  in  die  folgcs- 

d<Mi  ^i^eciali^irt: 

fW'  fir  . 

r 

Alf»- 


Knj!i»lfl}K^  l^€^?fm,  sw^  ihre  rfiiiCTVf  l4ii?f  l%ei.  ^wiüi?fliic  öee 
y<\      Ist  mit   ir  «^i*n    «»hfeitT^^hf»!  T^^ti^    t^mr  >acm  SncnC  "vtr- 
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um  die  x-Axe  so  sich  dreht,  dass  f{t)  ihr  Drehungswinkel  zur 
Zeit  t  ist,  so  muss  fllr  r  =  Ä 

oder,  da 

dF  ,  BF 

ist, 

seiu.     Hieraus  folgt,  wenn  über  die  Constante  der  Integration 
auf  gewisse  Weise  verfügt  wird, 

F{R—ht)  =  —bIPe    ^J  dte^f{(). 

0 

Setzt  man  hier  /  H ^  an  Stelle  von  t  und  dividirt  durch  r, 

80  ergibt  sich 

>^=  —-7-«        *    J       *  dte^f{t). 

0 


Nimmt  man  an,   dass  /'(^)  verschwindet,  wenn  ^  <  0  ist,   so 

BW 
dt 


dW 
verschwinden  für  /  =  0  und  r  ":>  R  hiemach  W  und  -^7 ,  also 


auch  **>  ^>  äT>  ^«     Der  für   ^  aufgestellte  Ausdruck  setzt 

also  voraus,  dass  alle  Theilchen  des  elastischen  Mittels  zur 
Zeit  ^  =  0  in  ihren  Gleichgewichtslagen  ruhen.  Aus  diesem 
Ausdruck  folgt  unmittelbar  (abgesehen  von  der  Verschiedenheit 

der  Bezeichnung)  für  den  Drehungswinkel  ~  -g—  der  von  Hm. 

Voigt  in  seiner  Gleichung  (9.)  angegebene  Werth. 

Etwas  verwickelter  ist  die  Rechnung  für  den  zweiten  der 
von  Hm.  Voigt  behandelten  Fälle.    Für  ihn  hat  man  zu  setzen 

und  die  Functionen  F  und  O  passend  zu  bestimmen.  Bei 
dieser  Annahme  ist 


^0 


G.  KhMMdL 


**  "■  dxB%  "^  dxBx  "■  r»  \dr*        r  dr 


a*8 
an 


r  dr/' 


U?  Ä   - 


_   a«0         ^5   _yxiB^Q       1  ^   ,    ^ l_a5\ 

"aya»  "^  dyd»  "■  r»  U*^       V  dr  "^  dr*         r  Br)' 

dy«  "■  H  \ar»        r  ar  "^  an         r  Br] 


B^Q__B^ 


1  ap     B^8      \  es 

"^  r  dr        dr*        r  dr 


Soll  nun  für  r  ==  Ä 

14  =  0,     t?=»0,     M^  =  /'(0 

sein,  so  wird  dem  genügt,  wenn  fiLr  diesen  Werth  von  r 


a«o     1  ao  .  ^-5     J_^-  o 


ar» 


d.h. 


r   ar 

£ao 

r   ar 


+ 


dt*         r  dr 

dr*    '    r  dr       '  ^^'  ' 


r»      ~  r«  ar  "^  r  ar«  "^  f^  "^        r*  dr  "^   r   d^  "~  " 


r»  ^  "^  r«  ar 


r»  "^  ^   f*dr 


1  a«ö 


räH=AO 

ist.    EiTwägt  man,  dass  aus  diesen  Gleichungen  folgt 

1  d*F       2  d^G 


r  dr*        V  a<* 


=  3A0, 


und  f&hrt  man  statt  der  Differentialquotienten  nach  r  diejenige 
nach  <  ein,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Functionen 
F{R — a()  imd  G{R — b{)  die  beiden  DifferentialgleichangeD 


^aVF        2d*G 
a^'dt* 


-,-/äf  =  3ÄA0, 


3F  +  '-^'-^  +  ?:'4^  +  30  +  '-^'-^  +  ^'4i^O. 


dt    '    a«  dt* 


b     dt 


b*  di* 


Die  erste  von  diesen  gibt,  wenn  man  über  die  Constanten  der 
Integration  passend  verfügt, 

F{R  —  at  =  2^*  Ö(Ä— fcO  +  3a}RCdtCdtf{t), 

0  0 

und  die  zweite  wird  in  Folge  hiervon 
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wo 

9{t)  =  AO  +^/''^'A0  +  ^fdtfdtnt). 

0  0  0 

Sie  wird  erfüllt  durch 

0  0 

wo  X^  und  ^2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

bedeuten.     Hiermit   sind   0{R — bt)  und  F{R — ai)  bestimmt; 

setzt  man   in   ihren  Ausdrücken   t  ■\ =-  -  und  i  H an 

Stelle  von  i,  so  findet  man  ö(r — hi)  und  F{r — a<),  mithin 
auch  Q  und  S.  Nimmt  man  an,  dass  f{f)  ftir  alle  negativen 
Werthe  von  t  verschwindet,   so   verschwinden   f&r  <  <  0  und 

r>Ä  die  Grössen   0?   5,  -^,   -^,   also  auch  w,  t;,  w?,  -^^ 

J,  ^;  die  aufgestellten  Formeln  gelten' daher  flir  den  PaD^ 

dass  das  elastische  Mittel  bis  zum  Augenblicke  ^  =  0  sich  in 
Buhe  befindet. 

Hr.  Voigt  hat  seine  Betrachtungen  auf  den  Fall  beschränkt, 
dass  das  Mittel  incompressibel,  also  a  unendlich  gross  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  beiden  Differential- 
gleichungen, die  zur  Bestimmung  von  F{R — at)  und  0{R — ht) 
dienen, 

daraus  findet  man 


0  0 


Q  =  i'-pj'dij'dtm  +  ^.fdtm  +  i^Ao} 
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und  hieraus  folgen  dieselben  Werthe  der  VerrOckungen, 
Hr.  Voigt  in  den  Gleichungen  (26.)  seiner  Abhandlung 
gegeben  hat. 

Berlin,  im  April  1880. 


3.  Zur  Theorie  der  Liehtstrmlileii; 
Ton  0.  Eirehhoff. 

Sitzber.  d.  k.  Acad.  d.  Wiwensch.  zu  Berlin  vom  22.  Juni  1882.  p. 

Wied.  Ann.  Bd.  18.  p.  663.  1883. 

Die  Schlüsse,  durch  welche  man,  hauptsächlich  gesti 
auf  Betrachtungen  von  Huygens  und  Fresnel^  die  Bildi 
der  Lichtstrahlen,  ihre  Reflexion  und  Brechung,  sowie 
Beugungserscheinungen  zu  erklären  pflegt,  entbehren  in  me 
facher  Beziehung  der  Strenge.  Eine  vollkommen  befriedige] 
Theorie  dieser  Gegenstände  aus  den  Hypothesen  der  ün< 
lationstheorie  zu  entwickeln,  scheint  auch  heute  noch  ni« 
möglich  zu  sein;  doch  lässt  sich  jenen  Schlüssen  eine  gros» 
Schärfe  geben.  Ich  erlaube  mir,  der  Academie  Auseinand 
Setzungen  vorzulegen,  welche  hierauf  abzielen,  und  dei 
wesentlichen  Inhalt  ich  in  meinen  Universitätsvorlesungen  s 
einer  Reihe  von  Jahren  vorgetragen  habe.  Das  gleiche  Z 
in  Bezug  auf  die  Beuguiigserscheinungen  ist  inzwisch 
in  einigen  veröffentlichten  Abhandlungen  von  den  Herr 
Fröhlich^)  und  Voigt»)  verfolgt. 

§  1.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  das  Licht 
Transversalschwingungen  des  Aethers  besteht,  und  der  Aetfa 
in  Bezug  auf  diese  in  dem  Mittel,  in  dem  die  Lichtbewegui 
betrachtet  wird,  sich  wie  ein  fester  elastischer,  isotroper  ui 
homogener  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  ander 
Kräfte  wirken,  als  die  durch  die  relativen  Yerrückungen  he 
vorgerufenen.     Sind  w,  v,  w  die  Componenten  nach  den  Coo 


1)  Fröhlich,  Wied.  Ann.  8.  p.  876.  1S78;  6.  p.  414.  1879  und  1 
p.  592.  1881. 

2)  Voigt,  Wied.  Ann.  S.  p.  532.  1878. 
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dinatenaxen  der  Verrückung  eines  Aethertheilchens ,  dessen 
Gleichgewichtslage  die  Coordinaten  x,  y,  z  hat,  zur  Zeit  t,  so 
genügt  dann  jede  dieser  Grössen  der  partiellen  Differential- 
gleichung : 

(i)  ai«  =  «*^9'' 

WO  J  die  Summe  der  zweiten  Differentialquotienten  nach  x, 
y,  z,  und  a  die  Fortpflanzungsgesdiwindigkeit  des  Lichtes  be- 
deutet. Doch  dürfen  nicht  beliebige  Lösungen  dieser  Gleichung 
u,  V,  w  gleichgesetzt  werden,  da  auch: 

du       dv       dw       yv 
ox       dy       dx 

sein  muss.  Sind  U,  V,  W  beliebige  Lösungen  derselben,  so 
entspricht  aber: 

einer  möglichen  Lichtbewegung,  und  umgekehrt  gibt  es  für 
jede  Lichtbewegung  Functionen  U,  V,  W,  die  diesen  Gleichungen 
genügen.^)  Es  soll  im  Folgenden  unter  (p  eine  der  Grössen 
U,  Vj  W  oder  Uj  v,  w  verstanden  werden.  T  sei  die  Schwin- 
gungsdauer des  als  homogen  vorausgesetzten  Lichtes,  dann  ist 
jede  dieser  sechs  Grössen  eine  lineare,  homogene  Function  von: 

cos^2;r      und       sin^22T. 

Als   Maass   für    die   Litensität    des   Lichtes    im   Punkte 

{^x,  y,  z)  soll  das  arithmetische  Mittel  der  Werthe  genommen 

werden,  welche: 

w*  +  V*  +  w^ 

während  der  Zeit  T  erhält,  d.  h.  wenn  man: 

u  =  ucos  ^  2n  +  u'sin  ^  2n,      v  =  bcos  »»  2n  +  ö'sin  ^  2;r, 

M?  =  ip cos  w  2iT  +  m' sin  -,  2n 

setzt,  |(u*  +  u'*  +  t)*  +  t)'*  +  ID*  +  tt)'*). 

Ist  der   ganze   unendliche  Raum  von   dem   betrachteten 
Medium  erfüllt,   befindet   sich   in  demselben  ein   leuchtender 


1)  Clebsch  in  Borchard's  Joom.  61.  p.  195.  1862. 


1' 
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Punkt  an  dem  Orte  des  Punktes  1 ,  dessen  Coordinaten  x 
y^,  Xj  sind,  und  zeichnet  man  durch  r^  den  Abstand  dt 
Punkte  (jr,  y.  z)  und  (x^,  ^j,  äj)  von  einander,  durch  l  i 
Wellenlänge  des  Lichtes,  d.  h.  das  Product  aT^  so  ist  di 
einfachste  Annahme,  die  man  Qber  tp  machen  kann,  und  d 
erlaubt  ist,  wenn  man  unter  9  eine  der  drei  Grössen  ü,  F,  1 
versteht : 

(3)  y  =  i  cos  (5  _  i,)  2n. 

Aus  diesem  Ausdruck  von  tp  kann  man  einen  allgenK 
neren,  der  auf  denselben  Fall  sich  bezieht,  ableiten,  bde 
man  zu  ihm  einen  constanten  Factor,  zu  /  eine  additive  Co 
staute  hinzufügt,  nach  a^,  y^  oder  x^  einmal  oder  wiederlK 
difFerentiirt  und  die  Summe  so  gebildeter  Ausdrücke  nimn 
Das  Resultat  dieser  Operation  vereinfacht  sich  wesentbc 
wenn  man  die  Annahme  einführt,  die  für  die  Optik  Yon  fniid 
mentaler  Bedeutung  ist,  dass  die  Wellenlänge  Ä  als  onendli 
klein  betrachtet  werden  darf.  Man  erhält  dadnrch,  indc 
man  nur  die  Glieder  höchster  Ordnung  berücksichtigt: 

(4)  ^  =  ?cos(5-;-)2.  +  ^sin(5-^)2., 

wo  D  und  D  von  dr/dx^,  dr^jdy^,  dr^/dx^j  oder,  was  da 
selbe  ist,  von  dr^fdx,  dr^jöy,  dr^/dx,  d.  h.  von  der  Rio! 
tung  der  Linie  r^  abhängen,  im  übrigen  aber  constant  sin 
Ausdrücke  von  derselben  Form  gelten  dann  nach  (2)  aui 
tüv  Uy  V,  w\  bezeichnet  man  die  Werthe  von  D  und  //  fi 
den  Fall,  dass  (p  =  Uj  =  v  oder  =w  gesetzt  wird,  durch  . 
Ä,  B,  B  oder  C,  C,  lässt  also  diese  sechs  Zeichen  6röss< 
bedeuten,  die  von  der  Richtung  der  Linie  r^  abhängen,  1 
übrigen  aber  constant  sind,  so  wird  die  Intensität  des  Licht 
im  Punkte  (x,  t/,  ;t): 

\  Dadurch   ist   ausgesprochen,   dass   diese   Litensität   de 

Quadrate  der  Entfernung  vom  leuchtenden  Punkte  umgekeh 
proportional  ist,  dabei  aber  mit  der  Richtung  der  Linie  r^  ; 
einer  Weise  variirt,  die  durch  die  Bewegung  im  leuchtende 
Punkte  bedingt  ist. 


Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen.  25 

i  Ein  leuchtender  Punkt,  wie  der  gedachte,   soll   bei  den 

I:  folgenden   Betrachtungen   als   Lichtquelle  vorausgesetzt,   und 
li  es  soll  untersucht  werden,  wie  das  von  ihm  ausgehende  Licht 
L   durch  einen  fremdartigen  Körper,  der  in  seine  Nähe  gebracht 
I  ist,   modificirt  wird.     Ein  wesentliches  Hülfsmittel  bei  dieser 
I  Untersuchung  wird   ein  Satz  darbieten,    den   die  Anwendung 
des  Green' sehen  SatzQß  auf  Functionen,  die  der  für  cp  aufge- 
stellten Differentialgleichung   genügen,   ergibt,   und   der   eine 
Präcisirung    und    eine    Verallgemeinerung    des    sogenannten 
Huygens'schen  Principes  bildet.     Hr.  Helmholtz  hat  den- 
selben   schon    in    seiner    „Theorie   der   Luftschwingungen   in 
Röhren  mit  offenen  Enden"  ^)  abgeleitet  und  seine  Wichtigkeit 
gezeigt;  es  soll  dieser  Satz  auf  einem  anderen  Wege  und  in 
einer  anderen  Form  in  dem  folgenden  Paragraphen  entwickelt 
werden. 

§  2.  Sind  U  uud  SS  zwei  Functionen  von  x,  y,  z,  die 
mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z  innerhalb 
eines  vollständig  begrenzten  Raumes  (der  auch  aus  mehreren 
getrennten  Theilen  bestehen  kann)  eindeutig  und  stetig  sind, 
ist  dr  ein  Element  dieses  Raumes,  ds  ein  Element  seiner 
Oberfläche  (die  gleichfalls  aus  getrennten  Theilen  zusammen- 
gesetzt sein  kann)  und  N  die  nach  dem  Lineren  des  Raumes 
gerichtete  Normale  von  ds,  so  ist  nach  dem  Green 'sehen  Satze: 

>(u||  -  SB  U)  =  /rfr(Sß  JU  -  U  JS8). 

Hier  setze  man  Vi  =  (p  und  nehme  in  Bezug  auf  93  zu- 
nächst an,  dass  es  auch  der  Gleichung  (1)  genügt.  Man  er- 
hält dann: 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  dt  und  integrire 
zwischen  zwei  Werthen  der  Zeit,  von  denen  der  eine  negativ, 
der  andere  positiv  ist,  und  die  —  f  und  /"  genannt  werden 
mögen.  Bei  einer  gebräuchlichen  Bezeichnungsweise  ergibt 
sich  dadurch: 

1)  Helmholtz,  Borchardt's  Joum.  57.  p.  1.  1859. 
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Nun  sei:  g^^J^(ro  +  aO 

WO  r^  die  Entfernung  des  Punktes  (x,  ^,  ^)  von  einem  beliebig 
gewäMten  Punkte,  dem  Punkte  o,  bedeutet  und  F  eine  Func- 
tion ist,  die  für  jeden  endlichen,  positiven  oder  negativen, 
Werth  ihres  Argumentes  verschwindet,  nie  negativ  ist  und 
der  Bedingung  genügt,  dass: 

(6)  fF{S)d^^\, 

wenn  die  Integration  von  einem  endlichen  negativen  bis  zu 
einem  endlichen  positiven  Werthe  von  ^  ausgedehnt  wird. 

Es  sei  jetzt  ein  vollständig  begrenzter  Raum  gegeben, 
der  von  homogenem  Aether  erfüllt  und  frei  von  leuchtenden 
Punkten  ist;  s  sei  seine  Oberfläche  und  ds  ein  Element  der- 
selben. Der  Punkt  o  werde  im  Inneren  des  Baumes  ange- 
nommen und  die  Gleichung  (5)  auf  den  Baum  angewandt, 
der  von  jenem  übrig  bleibt,  wenn  eine  unendlich  kleine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  der  Punkt  o  ist,  ausgeschlossen  wird.  d& 
sei  ein  Element  der  Oberfläche  dieser  Kugel.  Es  sei  (  so 
gross  gewählt,  dass: 

r^  -  a( 

für  den  grössten  Werth,  den  r^  in  der  Fläche  «,  also  über- 
haupt in  dem  gedachten  Baume,  erhält,  negativ  und  endlich 
ist;  unter  dieser  Bedingung  kommen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (5)  nur  Werthe  von  SJ  und  öaS/ö<  vor,  für  welche 
r^-\-ai  endlich,  positiv  oder  negativ  ist,  und  welche  daher 
verschwinden.     Die  Gleichung  (5)  gibt  daher: 

(7)  _>p,(,.||- 3j  15)  +^Pä(^||- s  15)  =0. 

Das  zweite  von  diesen  beiden  Integralen  lässt  sich  aus- 
führen. Bezeichnet  man  durch  R  den  Radius  der  unendlich 
kleinen  Kugel,  auf  die  es  sich  bezieht,  und  vernachlässigt  bei 
der  Berechnung  des  mit  dS  multiplicirten  Ausdrucks,  was  mit 
i?  multiplicirt  unendlich  Kleines  gibt,  so  kann  man  setzen: 
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||=-i.^H,      »  =  o, 

also: 

WO  (Pq  den  Werth  von  qp  für  den  Punkt  o  bedeutet  Da 
femer  F(at)  nur  für  unendlich  kleine  Werthe  von  t  von  Null 
verschieden  und  der  Gleichung  (6)  zufolge: 

r 
fdtF{at)  =  i 

ist,  so  wird  das  zweite  Glied  der  Gleichung  (7): 

wo  (Pq{o)  den  Werth  von  qp^  für  <  =  0  bezeichnet.  Auch  bei 
ihrem  ersten  Gliede  lässt  sich  die  Integration  nach  t  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (6)  ausführen.     Zunächst  hat  man: 

wo  in  dfpjdN  nach  Ausführung  der  Differentiation: 

a 
zu  setzen  ist.     Macht  man: 

SO  wird  dieser  Ausdruck  also: 


lÄ-'i 


Femer  ist: 


^FiTo-^at)       «  1 
und  daher: 

wo   (pi—r^la)   den  Werth   von   qp   für   t==  —r^ja  bedeutet. 
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Formt  man  das  letzte  Integral  durch  partielle  Integration  um 
und  erwägt,  dass  die  Function  F  ftbr  jeden  endlichen  Werth 
ihres  Argumentes  verschwindet,  so  findet  man  denselben  Aus- 
druck: 

d- 

dN^\      a)       ar^dNdt 

wo  in  dtpjdi  ebenfalls  t  ^  ~  ^o/^  ^^  setzen  ist.  Substitairt 
man  diese  Resultate  in  die  Gleichung  (7)  und  verlegt  zugleich 
den  Anfangspunkt  der  Zeit  so,  dass  der  bisherige  Anfangs- 
punkt der  Zeitpunkt  t  wird,  so  erhält  man: 

Die  beiden  ersten  Glieder  des  hier  mit  da  multiplicirten 
Ausdruckes  lassen  sich  in  das  eine: 

BN       ro 

zusammenziehen,  wo  die  Differentiation  so  auszuführen  ist, 
dass  nur  r^  als  variabel  angesehen  wird,  den  Grössen,  von 
denen  (p{t)  abhängt,  aber  die  Werthe  gelassen  werden,  die 
ihnen  in  dem  Elemente  ds  zukommen.     Man  hat  hiemach: 

(10)  4n(pQ{t)=fd8n,  wo: 


(11)  ß-A 

^     '  BN         r^  Tq 

und  wo  die  Function  f  durch  (8)  definirt  ist. 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Bewegung  des  Aethers  in 
dem  von  der  Fläche  s  umschlossenen  Baume  angesehen  werden 
kann  als  hervorgebracht  von  einer  Schicht  von  leuchtenden 
Punkten  in  der  Fläche  s,  da  ein  jedes  von  den  beiden  Gliedern, 
aus  denen  ii  zusammengesetzt  ist,  sich  bezeichnen  lässt  als 
einem  leuchtenden  Punkte  entsprechend,  der  am  Orte  von  d$ 
sich  befindet. 

Die  folgende  Betrachtung  beweist,  dass  unter  einer  ge- 
wissen Bedingung,  die  später  immer  als  erfüllt  angenommen 
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len  aoU,  die  Gleicihung  (10)  auch  gilt,  wenn  die  leuchten* 
:D  Punkte    innerhalb    des    von    der  Fläche  s  umschlossenen 
lumes  liegen,    und    der  Punkt  o  ausserhalb   desselben    sich 
ifindet;  nur  muss  die  Normale  N  dann  nach  aussen  gekehrt 
Man  wende  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (10)  auf  den 
an.   der  nach  innen   durch   die  Fache  «,  nach  aussen 
inrch  eine  unendlich  grosse  Kugeldäche   begrenzt  ist,   deren 
lement  dS  genannt  werden  möge.     Man  erhält  dadurch: 
An<f„{t)  =fd.'i£i  +fdSii. 
Nun   nehme   man   an,  dass  bis   zu   einem  gewissen,  end- 
lichen  Werthe   der  Zeit   tiberall    Ruhe    herrsche,    sodass   für 
unendlich  grosse,   negative  Werthe   von  l   überall,   also  auch 
an  der  unendlich   grossen  Kugel,   ip(t)  und  f[l]  verschwinden, 
"Wählt  man  den  Punkt  o  im  Endlichen  und  fasst  nur  endliche 
Werthe  der  Zeit  ins  Auge,  so  Terschwindet  dann   ß  für  jedes 
'Klement  dS,   weil  hier  i  —  r^ja    negativ   unendlich   ist;    man 
erhält  also   die  G-leichung  (10).     Die  Beschränkung,   dass  der 
Punkt  o  im  Endlichen  Hegen  und  die  Zeit  endlieh  sein   soll, 
ist  dabei  nur  eine  scheinbare ;  welches  die  Lage  des  Punktes  o 
und  der  Werth  von  t  sein   möge,   man   kann  den  Radius  der 
Kugel  so  gross  wählen,  dass  die  angestellte  Betrachtung  ihre 
Gültigkeit  behält. 

Wendet  man  die  Gleichung  (10)  auf  zwei  geschlossene 
Flächen  an,  die  einen  Theil  gemeinsam  haben  und  beide  den 
Punkt  o,  aber  nicht  die  leuchtenden  Punkte  ^  oder  auch  die 
leuchtenden  Punkte,  aber  nicht  den  Punkt  o  —  umschliessen, 
and  zieht  die  Resultate,  die  man  dadurch  erhält,  voneinander 
ab,  so  sieht  man,  dass  das  Integi'al  /dsQ,  ausgedehnt  Über 
eine  geschlossene  Fläche,  welche  weder  die  leuchtenden  Punkte 
noch  den  Punkt  o  umgibt,  verschwindet.  Es  verschwindet 
auch  für  eine  geschlossene  Fläche,  welche  den  Punkt  o  und 
die  leuchtenden  Punkte  umgibt,  wie  man  erkennt,  wenn  man 
die  Gleichung  (10)  für  zwei  geschlossene  Flächen  bildet,  die 
einen  gemeinsamen  Theil  haben,  und  von  denen  die  eine  den 
Punkt  ö  und  nicht  die  leuchtenden  Punkte,  die  andere  die 
leuchtenden  Punkte  und  nicht  den  Punkt  o  umgibt. 

Die  Anwendung,  die  von  der  Gleichung  (10)  bei  dem 
Torliegenden,  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  bezeichneten 
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Problem  zu  machen  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Man  denke  sich 
in  dem  homogenen  Aether,  der  den  unendlichen  Baum  erf&llt, 
einen  leuchtenden  Punkt  1 ;  auf  die  Bewegung,  die  er  herror- 
bringt,  beziehe  sich  die  Funktion  ^*.  Wird  ein  fremdartiger 
Körper  in  den  Raum  gebracht,  so  wird  die  Bewegung  ge- 
ändert; es  werde  dadurch  <p  aus  (p*\  es  handelt  sich  darum, 
(p  zu  ermitteln  für  irgend  einen  Punkt  o,  der  ausserhalb  des 
Körpers  liegt.  Es  sei  ds  ein  Element  der  Oberfläche  des 
Körpers,  dS  ein  Element  einer  unendlich  kleinen  Kugelfläche, 
die  um  den  leuchtenden  Punkt  beschrieben  ist;  der  Gleichung (10) 
zufolge  ist  dann: 

4;r9?o  =  fdSii  +  fdsii. 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  hat  einen  leicht  angeb- 
baren Werth.  Die  Aenderung  der  Bewegung  an  dem  Ele- 
mente dS,  die  durch  die  Einfuhrung  des  Körpers  hervorgerufen 
wird,  ist  (bei  Ausschluss  eines  gewissen,  speciellen  Falles) 
nicht  unendlich  gross,  und  da  die  Kugelfläche,  der  dS  ange- 
hört, unendlich  klein  ist,  so  ist  ihr  Einfluss  auf  den  Werth 
des  Integrals  unendlich  klein.  Es  kann  in  diesem  also  tp*  f&r 
(p  gesetzt  werden,  wodurch  dasselbe  nach  der  Gleichung  (10) 
=  ^ncpQ*  wird,  wenn  (p^*  den  Werth  von  (p*  im  Punkte  o 
bezeichnet.     Man  hat  daher: 

(12)  4n(pQ  =  4n(pQ*  +fdsii. 

Nach  dieser  Gleichung  kann  (p^  allgemein  berechnet 
werden,  wenn  man  (p*  und  flir  die  Oberfläche  des  Körpers 
die  Werthe  von  (p  und  dtpjdN  kennt. 

§  3.  Für  die  später  anzustellenden  Betrachtungen  ist 
es  nöthig,  den  Werth  zu  kennen,  den  das  Integral  /dsSiy  aus- 
gedehnt über  eine  begrenzte  Fläche,  unter  gewissen  Be- 
dingungen hat.  Dieser  Werth  soll  jetzt  abgeleitet  werden. 
Vorausgesetzt  soll  dabei  werden,  dass  die  Wellenlänge  un- 
endlich klein  ist,  dass  (p  von  einem  leuchtenden  Punkte  1  her- 
rührt, also  den  in  (4)  angegebenen  Ausdruck  hat,  dass  f^ 
keinen  endlichen  Theil  der  Fläche  s,  über  die  das  Integral 
auszudehnen  ist,  oder  ihrer  Grenze  r^  +  r^  constant,  oder  bis 
auf  unendlich  Kleines  constant  ist,  und  endlich,  dass  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  nicht  durch  die  Grenze 
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der  Fläche  oder  unendlich  nahe  an  ihr  vorbei  geht.  EiS  wird 
bewiesen  werden^  dass  dann  das  genannte  Ingetral  verschwindet, 
falls  die  gerade  Verbindungslinie  von  1  und  0  die  Fläche  » 
nicht  schneidet  Die  Rechnung  wird  ergeben,  dass,  wenn  ein 
solcher  Schnitt  stattfindet,  das  Integral  =  ±  ^ntp^  ist,  wo 
das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Normale 
N  in  dem  Schnittpunkt  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
mit  der  von  1  nach  0  gezogenen  Geraden  bildet;  was,  wenn 
die  erste  Behauptung  bewiesen  ist,  schon  aus  der  Gleichung 
(10)  folgt. 

Man  nehme  zuerst  für  (p  den  in  (3)  gegebenen  Ausdruck 
an,  setze  also: 

y  =  ico8  (5-^)2«; 

dann  wird: 

Ä;,''('-s)--^.&-r-^--i)^' 

femer  nach  (8): 

;/('-i')--,77.&-'(--f^--*)^' 

und  daher  nach  (11): 

I       -^  rW^  \dN  -  BN)  ^'"^  [-    k fr''' 

Um  bei  diesem  Werthe  von  ii  das  genannte  Integral 
zu  finden,  gehe  man  von  dem  folgenden  Satze  aus. 

Bezeichnet  F{^  eine  Function  von  f ,  die  stetig  ist  in 
dem  Intervall,  in  dem  f  von  ^  bis  ^'  wächst,  und  S  eine 
Constante,  so  verschwindet  das  Integral: 


(14)  pJ'^Hm{k^  +  i)dC, 

wenn  k  unendlich  gross  wird. 
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Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  aus  Betrachtungen, 
die  denen  ganz  ähnlich  sind,  welche  Dirichlet  bei  seinen 
Untersuchungen  über  die  Fourier'sche  Reihe  in  Bezug  auf 
ein  ähnliches  Integral  angestellt  hat.  Man  zerlege  das  In- 
tegral in  solche  Theile,  dass  innerhalb  eines  jeden  dF/d^ 
weder  sein  Vorzeichen  wechselt,  noch  vom  Abnehmen  ins 
Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht;  von  jedem  dieser  Theile 
(deren  Anzahl  als  endlich  vorausgesetzt  wird)  beweist  man, 
dass  er  verschwindet,  wenn  k  ins  Unendliche  wächst,  indem 
man  ihn  weiter  in  Theile  zerlegt  der  Art,  dass  alle  Werthe 
von  f ,  für  welche  sin  (A;f  +  5)  =  0  ist,  als  Zwischengrenzen 
auftreten,  und  die  Ungleichheiten  benutzt,  die  für  die  abso- 
luten Werthe  dieser  Theile  sich  angeben  lassen. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  leicht  der  folgende. 

Wenn  die  Function  F{^  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihr 
erster  Di£ferentialquotient  in  dem  Intervall  von  f  =  ^  bis 
^  =  f '  stetig  ist,  so  wird  für  A;  =  oo  : 

(15)  A;/g'sin(Ä:f  +  d^f  =  -  [f  cos(*f  +  S)] . 

In  der  That  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch 
partielle  Integration: 

=  -  ^^^coH(kC  +  S)]  +  f^cos{kC+  S)SC; 

das  neue  hier  auftretende  Integral  ist  aber  von  der  Form 
des  Integrals  (14),  verschwindet  also,  wenn  k  ins  Unendliche 
wächst. 

Jetzt  denke  man  sich  eine  stetig  gekrümmte,  vollständig 
begrenzte  Fläche  s,  deren  Element  ds  sein  soll,  nenne  r^ 
und  Vq  die  Entfernungen  dieses  Elementes  von  zwei  festen 
Punkten  l  und  0,  setze: 

bezeichne  durch  0  eine  sich  stetig  ändernde  Function  des 
Ortes  von  ds,  durch  S  eine  Constante,  und  untersuche  den 
Werth,  den  das  Integral: 
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■1(16)  Ja  sin  {kC+S)  ds 

''-annimmt;  wenn  k  unendlich  gross  ¥rird. 

^         Zu  diesem  Zwecke  stelle  man  sich  die  Flächen  vor,  deren 

^  ^Gleichung: 

■■  ^  =  const. 

Dt  ist,  also  die  Rotationsellipsoide,  deren  Brennpunkte  die  Punkte 
c  1  und  0  sind,  und  die  Schnittlinien  dieser  mit  der  Fläche  8\ 
zt  dann  setze  man: 

•(17)  F{Ci^±jGds, 

wo  die  Integration  über  den  Theil  der  Fläche  s  auszudehnen 
ist,  der  zwischen  den  zwei  Schnittlinien  liegt,  von  denen  die 
eine  dem  variabeln  Werthe  C„  die  andere  einem  beliebig  ge- 
wählten, festen  Werthe  Z  entspricht,  und  wo  das  Zeichen  + 
gelten  soll,  wenn  C>  Z,  das  Zeichen  — ,  wenn  ^<  Z  ist. 
Bei  dieser  Festsetzung  ist,  wenn  d^  positiv  gewählt  wird: 

(18)  ^d^^fods, 

WO  die  Integration  über  den  Theil  der  Fläche  8  auszudehnen 
ist,  der  zwischen  den  beiden  Schnittlinien  liegt,  welche  den 
Werthen  f  und  f  +  rff  entsprechen.  Ist  ^  der  kleinste,  f 
der  grösste  Werth  von  ^  in  der  Fläche  s,  so  ist  hiemach  das 
Integral  (16): 

=  /^8in(Ä;f  +  5)rf?, 

also  =  dem  Integral  (14);  es  verschwindet  daher  für  A;  =  qo, 
falls  F(^  in  der  Fläche  s  stetig  ist,  d.  h.  falls  für  keinen 
endlichen  Theil  der  Fläche  s  ein  constanter  Werth  von  ^ 
stattfindet. 

Es  werde  jetzt  bei  gleicher  Bedeutung  der  Zeichen  der 
Ausdruck: 

(19)  kfOsm{k^  +  g)ds 
ins  Auge  gefasst.     Dieser  ist: 

c 

=.kJ^sm{kC  +  S)d^, 

Kirchhot f,  G«ftammelte  Abhandlungea.    Nachtrag.  S 
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also  gleich  dem  linken  Theile  der  Gleichung  (15).  E^  ist 
daher  f&r  A;  =  cx)  auch  gleich  dem  rechten  Theile  derselben, 
falls  das  durch  (18)  definirte  dFjd^  innerhalb  der  Fläche  s 
stetig  ist.  Dieser  Differentialquotient  ist  unstetig,  sobald  ^ 
Air  einen  endlichen  Theil  der  Grenze  von  s  coastant  ist; 
wird  dieser  Fall  ausgeschlossen,  so  kann  eine  ünstetigkeit 
nur  eintreten,  wenn  für  einen  Punkt  der  Fläche  d^  ver- 
schwindet. Es  wird  besonders  untersucht  werden,  was  dann 
stattfindet.  Sonst  hat  die  Gleichung  (15)  Gültigkeit,  und  aus 
dieser  folgt  weiter,  dass  der  Ausdruck  (19)  verschwindet 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  findet  nämlich  sowohl 
der  grösste  als  der  kleinste  Werth  von  ^  in  einem  oder  einigen 
Punkten  der  Grenze  von  s  statt,  und  fbr  einen  jeden  solchen 
Punkt  ist  das  Integral  fGds,  das  man  berechnen  muss,  um 
nach  (18)  das  entsprechende  dFjd^  zu  ermitteln,  unendlich 
klein  von  höherer  Ordnung  als  d^\  es  verschwindet  also  dieses 
dFjdl;. 

Nun  ist  der  Werth  von  (19)  für  den  Fall  zu  suchen,  dass 
(ij  für  einen  Punkt  in  der  Fläche  s  verschwindet.  Es  ge- 
schehe das  für  den  Punkt  (a;,  y,  x),  und  ^  («,  y,  ^)  =  0  sei 
die  Gleichung  dieser  Fläche;  dann  ist: 


ör,       dr^        j  dg 
dx  "^  dx            dx' 

dry       dr^        j  dg 
dy  '^'dy   ""  ^dy' 

dx  "*"  dx         ^dx' 

wo  L  einen  unbestimmten  Factor  bedeutet.     Bezeichnen  i^,, 

ßv  y\^  ^o>  ßo^  yo  ^^^  ^»  ß^  y  ^^^  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Coordinatenaxen  bilden  mit  der  Linie,  die  von  dem 
Punkte  1  nach  dem  Punkte  (rr,  y,  z)  gezogen  ist,  der  Linie, 
die  von  dem  Punkte  0  nach  dem  Punkte  (x,  y,  z)  gezogen  ist, 
und  einer  Normale  N  der  Fläche  s  in  diesem  Punkte,  so 
lassen  diese  Gleichungen  sich  schreiben: 

(20)      a,+a,  =  Ma,     ß,+ß,==Mß,     y^+U^My, 

wo  M  einen  neuen  Factor  bedeutet.  Es  ergibt  sich  aus  ihnen 
einmal,  dass  die  Linien  r^  und  r^  und  N  in  einer  Ebene 
liegen;  dann  folgt  auch: 

M{aa^  +  ßß^  +  yy^)  =  M{au^  +  ßß^  +  yy^) , 
und  diese  Gleichung  sagt  aus,   dass  entweder  if=:0,    d.h. 
«0  =  —  «u  /^o  =  —  ßv  ^0  =  —  /i  ist,  also  der  Punkt  (x,  y,  %) 
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zwischen  den  Punkten  1  und  0,  anf  ihrer  geraden  Vertiin- 
dungslinie  liegt,  oder  die  Richtungen  («j,  ß^,  y^  und  (a^,  ß^,  y^ 
mit  der  Richtung  von  N  gleiche  Winkel  bilden.  Im  zweiten 
Falle  müssen  die  Linien  r,  und  r^  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Normale  N  liegen,  wenn  sie  nicht  mit  dieser  oder  ihrer 
Verlängerung  zusammenfallen;  denn  durch  Kg  =  ß, ,  ß^  =  ß^, 
Yo  ~  y\  *'ß'"'l6"  "liß  Gleichungen  (20)  nicht  erfüllt,  es  sei  denn, 
dass  r,  und  r^  mit  A'  oder  der  Verlängemng  von  N  zusam- 
menfallen. 

Es  warde  jetzt  die  Bedeutung  der  Zeichen  x,  y,  ^  ge- 
ändert und  durch  (x,  y,  x)  ein  variabler  Punkt  der  Fläche  s 
in  Bezug  auf  ein  Cüordinatensyatem  bezeichnet,  dessen  An- 
fangs|>unkt  der  frühere  Punkt  {x,  y,  i)  und  dessen  r-Axe  die 
Normale  N  ist.  Es  sollen  femer  die  Dimensionen  der  Fläche 
«  als  unendlich  klein  (aber  als  unendlich  gross  gegen  1/jt) 
angenommen  werden;  es  ist  ausreichend,  unter  dieser  Annahme 
das  Integral  (19)  zu  berechnen,  da  sein  Werth  durch  Hinzu- 
fUgung  neuer  Theile  zur  Fläche  *  nach  dem,  was  bewiesen 
ist,  nicht  geändert  wird.  Die  Gleichung  der  Fläche  s  ist  dann: 
(21)  j  =  o„a:*  +  2ai,xy  +  ffl„.v', 

wo  a,p  a,^.  dg,  Constanten  sind,  und  zugleich  ist; 
ds  =  dxdy. 

Um  die  Scimittlinieu  der  Fläche  s  mit  den  Fläciien 
f  =con9t.  zu  finden,  muss  nun  der  Ausdnick  von  t,  gebildet 
imd  nach  Potenzen  von  x  and  y  entwickelt  werden.  Es  seien 
i^oi  Hol   -u  '''^  Coordinaten  des  Punktes  0  und: 


dann  i 
oder: 


e« 


=  fi^  +  9, 


--  y(*  -  ;^)»  +  (y  -  v„)»  +  (*  -  x„)« 


^^  Vpo'  — '^"o  — 2y.v„  — 2tSu  +  3;'  +  y»+  ;*. 

Bezeichnet   man   x  und  ;/   als   unendlich    klein    von   der 
ersten  Ordnung  und  entwickelt  r„  bei  Benutzung  von  (21)  bis 
auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  inclusive,  so  ergibt  sich: 
_        uy+yyo a,,i*+2o,,^  +  o„y»  _  x'  +  y' (ja,  +  WaJ' 
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oder,   da  die  in  (20)  Toikonuneiideii  GrösKn  «^.  ß^.  j^  da 
Gleichnngen: 

geafigen. 

%  =  e.  +  ««ar  +  /?,y  +  (0,1  JT*  +  2a„xjr  +  «„f*)/, 

+  2^  (^(l-«,«)  -  2x,«,  A  +  jr»(l  -Ä«)) . 
Setzt  maD  entsprechend: 

so  findet  man  ebenso: 

r,  =  p,  +  a,x  +  /?,y  +  (a„x»  +  2a„x3f  +  a^f^Yx 

+  ^  (x«  (1- «,«)  -  2xya,  A  +  y>  (1  -  A«)) . 

Bei  dem  gewählten  Coordinatensystem  ist  aber  <r  =  0 
und  /?  =  0,  and  daher  nach  (20): 

«,  +  a,  =  0 ,     /?,  +  /?o  =  0  • 
Man  hat  daher: 

f  =il,  +  ^,x»  +  2.<„xy  +  i<„y*.  wo: 

^  =  Pi  +  Po 

Ai = «11  (/i  +  /o)  +  -i^-  +  ^^^ 

(22)  ^    .  /      .      \      <>i  A      <>o  A» 

'  A,=  «i,0'i+y«)-if-^ 

Die  Schnittcurven  der  Flächen  u  =  const.  mit  der  BlSche 
s  sind  hiemach  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte, 
deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  ist.     Ihre  Gleichung,  bezogen  auf  die  Hauptaxe,  sei: 

d.  h.    es   seien   /ttj    und   ju,    die    (stets   reellen)   Wurzeln   der 
quadratischen  Gleichung: 

(23)  ^^^-^)i^A,^-^)-A,^^  =  0. 

Haben  /Et^  und  ju^  gleiches  Vorzeichen,  so  sind  die  E^l- 
schnitte  Ellipsen;    A^  ist  das  Minimum  von  ^,   wenn  pt^  und 
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if,  fi^  positiv  sind,  das  Maximum,  wenn  diese  beiden  Grössen 
das  negative  Vorzeichen  haben.  Im  ersten  Falle  ist  die 
Fläche  der  Ellipse,  die  einem  Werthe  von  f  entspricht: 

=  -(l-^_o),     im  zweiten:     =^^), 

WO  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  wie  überhaupt  die 
Wurzel  aus  einer  positiven  Grösse  hier  positiv  verstanden 
werden  soll.  Nach  der  Gleichung  (17)  ist  daher,  wenn  die 
dort  mit  Z  bezeichnete  Grösse  =  A^  gewählt  wird,  für  Werthe 
von  ^,  bei  denen  die  entsprechenden  BUlipsen  ganz  innerhalb 
der  Fläche  a  liegen,  in  beiden  Fällen: 

WO  O  sich  auf  den  Punkt  (a;  =  0,  y  =  0)  bezieht,  also: 

^*  Vth/H 

Fällt  kein  Theil  der  Grenze  von  s  mit  einer  der  Ellipsen 
zusammen,  so  ist  dFfd^  in  dieser  Fläche  stetig  und  ftbr  den 
zweiten  Grenz werth,  den  f  hier  erlangt,  =  0.  Danach  ist 
der  Ausdruck  (19)  für  ä:  =  oo ,  wenn  fij  und  fi^  positiv  sind: 


n 


(24)  =(?-^^cos(Ä4,  +  ^, 
und,  wenn  /Et^  und  ju,  negativ  sind: 

(25)  =  -  Ö  — ?^-  cos  (kÄ^  +  8). 

Weniger  einfach  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  /i^ 
und  ju,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Kegelschnitte 
also  Hyperbeln  sind;  in  welchem  Falle  dFjd^  bei  f=-4^, 
unstetig  ist.  Man  wähle  hier  die  Hauptaxen  als  Coordinaten- 
axen  und  gebe  der  Fläche  8  eine  bestimmte  Gestalt,  nämlich 
die  eines  Rechtecks,  dessen  Seiten  den  Hauptaxen  parallel 
sind  und  die  Gleichungen: 

haben.     Die   E^cken    sollen    auf   den   Asymptoten   liegen,   es 
soll  also: 
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sein,  wo  f^  positiv,  fji^  negativ,  c  positiv  ist.  Die  reelle  Haupt- 
aze  der  einem  WerÄe  von  ^  entsprechenden  Hyperbel  fallt 
dann  in  die  x-kxe,  wenn  ^ — A^  positiv,  in  die  ^-Axe,  wenn 
^—Äq  negativ  ist.  Setzt  man  wieder  die  bei  der  Gleichung 
(17)  definirte  Grösse  Z=  ^,  so  hat  man  daher  für  ^>  A^: 

a 

wo  G  wiederum  auf  den  Punkt  (x  =  0 ,  ^  =  0)  sich  bezieht. 
Daraus  folgt: 

dF  _  ^ 2_    ^  dx 

dt"      )/=^J  V^,x»-t  +  i«o'    • 

oder,  da :  fy^  =  ^»g  {x  +  yi^=l) , 

1 


Ebenso  findet  man  für  ^  <  A^: 

Erwägt  man,  dass  der  kleinste  Werth  von  ^  in  den 
Punkten  {x  =  0,  y=  ±b)  stattfindet,  und  —A^ — c*  ist,  wäh- 
rend der  grösste  in  den  Punkten  (x  =  ±  a ,  ^  =  0)  vorkommt 
und  =  ^  +  c*  ist,  so  ergibt  sich  der  Ausdruck  (19): 


=  ö 


^-f'f       A,-^ 


k[flog'-  +  ^'^J-^Bm(kC  +  S)d; 


+  /lo^l±^^8in(fci;  +  a)df} 
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Setzt  man  in  dem  ersten  dieser  beiden  Integrale: 

in  dem  zweiten:  f  —  Ä^  =  |, 

80  wird  derselbe  Ausdruck: 


=  O 


2    ,.  fi^c  +  yc"*-^ 


V-Ihfh   Q 


/log'-+^^(sin(Ä;|+K  +  ^-8in(^^ 


oder: 

=  O       * *  sin  (*^  +  S)f  log  "  +  l^g  -i  cos  *|rf| . 

Nnn  ist  aber: 


*/log-^t^3cosA|d| 


0 

Das  erste  von  diesen  drei  Gliedern  ist  für  jeden  Werth 
von  k  gleich  Null,  da  der  in  den  Klammem  stehende  Aus- 
druck sowohl  für  I  =  c*,  als  für  |  =  0  verschwindet;  das 
zweite  ist  von  der  Form  des  Ausdrucks  (14)  und  verschwin- 
det daher  für  A;  =  oo  ,  da  log  (o  +  j/c*  —  |)  auch  bei  |  =  c* 
stetig  ist,  obwohl  sein  Differentialquotient  unendlich  wird; 
das  dritte  endlich  ist  für  ^  =  oo : 

OD 

0 

Der  gesuchte  Werth  des  Ausdrucks  (19)  ist  daher,  wenn 
jL^  und  fjL^  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sind: 

(26)  ^0  —  ~.%\Si{kÄ^  +  8). 

Bei   der   weiteren   Discussion   der  Ausdrücke   (24),   (25) 


und   (26)  ist  m  benatzcn,   dam,    da  ^    ond  ^  die  Wm 

der  Gleichung  (23)  sind: 

(27)  l^th  =  ^»^~^M' 

ist.  wo  J„.  J„,  ^  die  in  (22)  ang^ebenen  Werthe  U 
Wie  ans  den  Gleicbnogen  (20)  Keschlosaen  ist,  be» 
sich  die  noD  darchgef&hrten  Betrachtimgen  anf  zwei  ¥i 
der  erste  von  diesen  ist  der,  dasB  die  FlAche  a  Ton  der 
raden  VerbiDdungslinie  der  Funkte  1  und  0  geBchnitten  i 
der  zweite  der,  dass  es  in  der  Fläche  m  einen  Pankt  gibt, 
die  Eigenschaftr  hat,  dass  die  Ton  ihm  nach  den  Pmikti 
nnd  0  gezogenen  Linien  gleiche  Winkel  mit  der  Noraiile 
Fläche  a  bilden  ond  mit  dieser  in  einer  Kbene  liccen. 
erste  von  diesen  Fjüleo  soll  hier  noch  weiter  nntersaeht 
den.     In  ihm  ist: 

«,+«,  =  0.      /i,  +  ^0  =  0.       r,  +  n  =  0. 
die  Gleichnagen  (22)  geben  daher: 

^■■-*(i^-i)" -'■''■    ^---Hw  +  iH 

und  nach  (27)  ist; 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (23),  ju,  und  ft^,  sind: 

also  beide  positiv;   daher  ist  der  Ausdruck  (19)   dem  i 
druck  (24)  gleichzusetzen;  er  ist  also: 

(28)  =  ±  G  2  «  ^'>^  ^^  cos  {t(p,  +  pj  +  3) , 

wo  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  ni 
dem  ^1  positiv  oder  negativ  ist. 

Bei  diesen,  über  den  Ausdruck  (19)  angestellten  Betn 
tungen  ist  S  als  eine  Constante  angenommen;  sie  gelten  t 
auch,  wenn  S,  wie  G,  sich  stetig  mit  dem  Orte  von  dt  änd 
dann  muss  in  den  Ausdrucken  (24),  (25),  (26)  und  (2S 
sowie  0,  auf  den  Punkt  (a-  =  0.  y  =  0)  bezogen  werden.    ] 


X 

I 

\  2n 


Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen.  41 

Vi  sieht  das  ein,   wenn  man  erwägt ,   dass  das  Integral  (19)  bei 
variablem  S  durch  die  Formel: 

sin  {kC,  -\-  S)  =  cos  Jsin  k^  -h  sin  <? cos  Äf , 

,j  in  die  Summe  zweier  Integrale  von  gleicher  Form  zerlegt 
g.  werden  kann,  in  denen  S  die  Constanten  Werthe  0  und  \n  hat. 
g  Mit  Hülfe   der  gewonnenen  Resultate  ist  es  nun  leicht, 

c  die  im  Eingange  dieses  Paragraphen  in  Betreff  des  Integrals 
^  fds  ii  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen. 

Es  habe  zunächst  ii  den  in  (13),  also  (p  den  in  (3)  an- 
gegebenen Werth;  man  setze: 

^  =  Ä  und  —  :=  2  ;r  =  ^; 

)  man  sieht  dann,  dass  der  Theil  des  genannten  Integrals,  der 
von  dem  ersten  Gliede  von  ß  herrührt,  verschwindet,  und 
dass  auch  der  Theil  desselben,  den  das  zweite  Glied  von  Si 
ergibt,  gleich  Null  ist,  wenn  es  nicht  in  der  Fläche  8  einen 
Punkt  der  Art  gibt,  dass  die  von  ihm  nach  den  Punkten  1 
und  0  gezogenen  Linien  gleiche  Winkel  mit  der  Normale  der 
Fläche  bilden  und  mit  dieser  in  einer  Ebene  liegen,  und 
wenn  die  Fläche  nicht  von  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
1  und  0  geschnitten  wird.  Ist  die  erste  von  diesen  beiden 
Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  verschwindet  das  betreffende 
Integral  aber  auch;  um  seinen  Werth  zu  finden,  hat  man 
nämlich  in  dem  Ausdruck  (24),  (25)  oder  (26)  für  O  den  Werth 
zu  setzen,  den: 

in  dem  bezeichneten  Punkte  annimmt,  und  dieser  Werth  ist 
gleich  Null,  da  örj/öJVund  dr^löN  die  Cosinus  der  Winkel 
sind,  die  einander  gleich  sein  sollen.  Es  verschwindet  daher 
fds  £i  nur  dann  nicht,  wenn  die  Fläche  s  von  der  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  1  und  0  geschnitten  wird.  Der  Aus- 
druck (28)  gibt  in  diesem  Falle  seinen  Werth,  wenn  man  in 
ihn  für  6^  den  Werth  setzt,  den  (29)  in  dem  Schnittpunkte 
hat.  Lässt  man  die  Richtung  von  N,  die  in  (13)  vorkommt, 
mit  der  Richtung  der  ^«Axe  zusammenfallen,  auf  die  y^  in 
(28)  sich  bezieht,  so  wird: 


Il 
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di\  __  dr^ 

und  daher  der  Werth  von  (29): 

=  9 

also:  /d«  fl  =  ±  ^-*^-cos  (^^  -  |)2« 

oder:  =  ±  *^^o  > 

wo  die  positiven  oder  negativen  Zeichen  gelten ,  je  nachd 
y^  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Normak 
mit  der  von  1  nach  0  gezogenen  Ldnie  einen  spitzen  « 
einen  stumpfen  Winkel  bildet. 

Hiermit  ist  die  in  Rede  stehende  Behauptung  ftr  ( 
Fall  bewiesen,  dass  (p  den  durch  die  G-Ieichung  (3)  an 
gebenen  Werth  hat;  sie  bleibt  richtig,  wenn  man  von  die 
Gleichung  in  der  dort  angegebenen  Weise  zu  der  allgemeine 
Gleichung  (4)  übergeht. 

§  4.     Um  aus  der  Gleichung  (12)  Folgerungen  ziehen 
können,  ist  es  nöthig,  die  Werthe  von  (p  und  dtpjdN  ko. 
Oberfläche   des  Körpers,    den   die  Gleichung    voraussetzt, 
untersuchen. 

Fallen  in  einem  durchsichtigen  Mittel  auf  die  Ebene, 
der  dasselbe  an  ein  zweites  Mittel  grenzt,  ebene  liichtwell 
so  bilden  sich  reflectirte  und  gebrochene  ebene  Wellen.  D 
diese  entstehen  und  die  Richtungen  haben,  die  sie  er£Ethnui 
massig  besitzen,  kann  als  eine  Folge  davon  angesehen  ward 
dass  zwischen  den  Verrückungen  der  Aethertheile  an  < 
Grenze  in  beiden  Mitteln  und  deren  Differentialquotieni 
lineare,  homogene  Gleichungen  mit  constanten  Co^jfficienl 
bestehen.  Es  beziehe  sich  (p^  auf  das  einüallende  Licht,  ^  i 
das  reflectirte  im  Punkte  (|,  ty,  C)>  ^  ^^  erste  Mittel  : 
f  <  0,  für  das  zweite  f  >  0  und: 

ffe   =  Ä  COS  ( j^ y- 1  ^  n , 

wobei  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  bedeuten,  die  die  C 
ordinatenaxen  mit  der  Richtung  der  Wellennormale  des  ei 
fallenden  Lichtes  bilden,  in  der  dieses  fortschreitet.  Eis  i 
dann: 
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(pr  =  c^  cos  ( ^ y-^j  2n , 

wo  c  und  Y  Constanten  sind,  deren  Werthe  abhängen  von  der 
Bedeutung  des  Zeichens  ^,  dem  Einfallswinkel,  dem  Polari- 
sationszustande des  einfallenden  Lichtes  und  der  Natur  der 
;  beiden  Mittel.  Für  ^  =  0  hat  man  daher,  wenn  man  die 
Zeichen  4jPe(0  ^^^  7^r(0  ^^  gleichbedeutend  mit  «jp«  und  q>r  ge- 
braucht, 

(30)  ^,(0  =  cq>,{i  +  r) 

und: 

von  welchen  Gleichungen  die  zweite  auch  geschrieben  werden 
kann: 

wenn  i\r,  wie  früher,  die  nach  dem  Inneren  des  ersten  Mittels 
gekehrte  Normale  der  Grenze  bedeutet. 

Sind  im  einfallenden  Lichte  gleichzeitig  Wellen  von  ver- 
schiedenen Richtungen  vorhanden,  sodass  sowohl  ^p«  als  <pr 
eine  Summe  solcher  Ausdrücke  ist,  wie  sie  eben  diesen  Zeichen 
gleichgesetzt  sind,  so  bestehen  entsprechende  Gleichungen  fiir 
die  einzelnen  Glieder  dieser  Summen. 

Diese  Sätze  können  eine  Anwendung  auf  den  Fall  finden, 
auf  den  die  Gleichung  (12)  sich  bezieht,  wenn  man  die  Wellen- 
länge A  als  unendlich  klein  voraussetzt  und  die  Krümmung 
der  Oberfläche  des  gedachten  Körpers  als  nirgends  unendlich 
gross  annimmt. 

Die  Gleichung  (12)  stellt  tp^  (d.  h.  den  Werth  von  tp  für 
einen  beliebigen  Punkt  0  des  betrachteten  Baumes)  als  eine 
Summe  von  Gliedern  dar,  die  herrühren  von  dem  leuchtenden 
Punkte  1  und  von  leuchtenden  Punkten,  die  in  der  Grenz- 
fläche jenes  Raumes  liegen.  Man  nehme  den  Punkt  0  unend- 
lich nahe  an  dieser  Grenzfläche  an,  und  zwar  so  nahe,  dass 
sein  Abstand  von  ihr  auch  gegen  k  unendlich  klein  ist.  Die 
Lichtwellen,  die  ihn  treffen,  können  dann  theils  als  einfaedlende, 
theils  als  reflectirte  oder  gebrochene  bezeichnet  werden^  je 
nachdem   sie   nach  der  Grenze   hin,   oder   von   ihr  fort  sich 
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bewegen.  Die  leuchtenden  Punkte,  von  denen  die  ersten  ka 
rühren,  sind  diejenigen,  die  sich  auf  der  einen,  die  leachta 
den  Punkte,  von  denen  die  letzten  herrühren,  diejenigen,  di 
auf  der  anderen  Seite  der  unendlichen  £bene  sich  befiDda 
die  durch  den  Punkt  0,  dem  nächsten  Element  der  Qtm 
fläche  parallel  gelegt  ist.  Sind,  wie  angenommen  werden  aol 
in  dem  zweiten  Mittel  einfallende  Wellen  nicht  Torhanda 
so  existiren  in  dem  ersten  nur  einfallende  und  reflectirte;  < 
T^öge  (fe  auf  die  einfallenden,  <pr  auf  die  reflectirten  Wdla 
(p  auf  die  ganze  Bewegung  in  dem  Punkte,  der  hier  de 
Punkt  0  genannt  ist,  sich  beziehen,  sodass: 

ist.  Dabei  gelten  dann  die  Gleichungen  (30),  wenn  das  en 
fallende  Licht  nur  aus  einem  Wellensysteme  besteht  und  d 
entsprechenden,  dort  angegebenen,  wenn  mehr  einfsdlok 
Wellensysteme  zu  unterscheiden  sind. 

Ein  Fall,  der  besonders  einfach,  und  für  den  die  Yo 
Stellung  leichter  ist,  als  für  den  allgemeinen,  ist  der,  dai 
ein  schwarzer  Körper  das  zweite  Mittel  bildet,  d.  h.  e 
solcher,  der  Licht  weder  reflectirt,  noch  hindurchl&sst.  E 
Körper,  in  dem  das  Licht  dieselbe  Fortpflanznngsgeschwi 
digkeit  hat,  wie  in  der  durchsichtigen  Umgebung  und  hi 
reichend  stark  absorbirt  wird,  muss,  der  Erfahrung  zufolg 
diese  Eigenschaft  besitzen.  In  einem  solchen  Körper,  wie 
jedem  undurchsichtigen,  sind  einfallende  Wellen  an  sein^ 
Oberfläche  nicht  vorhanden,  wie  es  oben  vorausgesetzt  is 
überdies  ist  die  mit  c  bezeichnete  Grösse  bei  ihm  iinini 
gleich  Null;  die  an  der  Oberfläche  des  schwarzen  Körpers  a 
erftlUende  Bedingung  ist  daher  die,  dass: 

(31)  9?,  =  0  und  ^  =  0  ist. 

Wenn  der  bei  der  Gleichung  (12)  gedachte  Körper  ei 
schwarzer,  und  seine  Oberfläche  überall  convex  ist,  so  lasse 
sich  hiemach  die  Werthe  von  tp  und  d(pjdN  für  die  Obei 
fläche  mit  Leichtigkeit  finden.  Denkt  man  sich  eine  £ben< 
die,  einer  Tangentialebene  parallel  und  unendlich  nahe,   bc 
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dem  Körper  vorbeigeht,  so  liegt  die  ganze  Oberfläche  auf  der 
einen  Seite  dieser  Ebene,  der  Art,  dass  jedes  Element  ds 
immer  nur  einen  Beitrag  zu  «jp,.,  aber  keinen  zu  <p^  liefern 
kann.  Man  stelle  sich  den  Kegel  vor,  der  seine  Spitze  in  dem 
leuchtenden  Punkt  1  hat  und  die  Oberfläche  berührt;  die 
Berührungslinie  desselben  theilt  die  Oberfläche  in  zwei  Theile, 
Yon  denen  der  eine  dem  leuchtenden  Punkte  zugewandt,  der 
andere  von  diesem  abgewandt  ist;  für  einen  Punkt,  der  dem 
ersten  Theile  unendlich  nahe  ist,  liefert  der  leuchtende  Punkt  1 
zu  (jpe  den  Beitrag  <jp*,  für  einen  Punkt,  der  unendlich  nahe 
an  dem  zweiten  liegt,  liefert  er  diesen  Beitrag  zu  y^,  wo  <jp* 
wieder  sich  auf  die  Bewegung  bezieht,  die  stattfinden  würde, 
wenn  der  schwarze  Körper  nicht  vorhanden  wäre.  An  dem 
ersten  Theile  ist  daher: 

an  dem  zweiten  ist: 

und  hieraus  folgt  nach  (31): 

(33)  7>  =  0,      |J=0. 

Bei  einer  beliebigen  Gestalt  des  schwarzen  Körpers  ge- 
nügt man  der  Bedingung  (31),  indem  man  für  diejenigen 
Punkte  der  Oberfläche,  in  denen  diese  zum  ersten  mal  von 
Geraden,  die  vom  Punkte  1  ausgehen,  getroffen  wird,  die 
Gleichungen  (32),  für  alle  anderen  Punkte  der  Oberfläche  die 
Gleichungen  (33)  festsetzt.  Unter  dieser  Annahme  folgt  näm- 
lich aus  einem  im  §  3  bewiesenen  Satze,  dass  das  Integral 
fdsilj  ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfläche,  verschwindet, 
wenn  der  Punkt  0  unendlich  nahe  an  dem  ersten  Theile, 
und  dass  es  =  —  ^n^*  ist,  wenn  der  Punkt  0  unendlich 
nahe  an  dem  zweiten  Theile  der  Oberfläche  gewählt  wird; 
woraus  dann  mit  Hülfe  von  (12)  die  Gleichungen  (31)  für  die 
ganze  Oberfläche  sich  ergeben. 

Aus  dem  eben  angezogenen  Satze  folgt  aber  auch  weiter, 
dass,  wo  auch  der  Punkt  0  in  dem  durchsichtigen  Mittel  an- 
genommen wird,  <jp^  =  ^*  ist,  fedls  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  1  und  0  die  Oberfläche  des  Körpers  nicht  triflt,  und 
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^p  =  0 ,  falls  diese  Linie  die  Oberflftclie  zweiniMl  oder  S 
schneidet.  Da  man  unter  9>  irgend  eine  der  Venfiekni 
u,  (-,  w  verstehen  kann,  so  ist  faierdordi  ansgesprocben,  i 
in  dem  ersten  der  beiden  unterschiedenen  f^e  die  lit 
bew^nng  im  Pnnkte  0  dieselbe  ist,  wie  wenn  der  »hn 
Körper  fehlte,  im  zweiten  aber  am  Orte  von  0  DnnkeB 
stattfindet;  damit  ist  gesagt,  dass  der  schwarze  Körper  ä 
Schatten  wirft,  dass  das  Licht  des  leuchtenden  Pnnkte*  i 
geradlinig  fortpflanzt,  in  Strahlen,  die  als  nnabbftng^' 
einander  betrachtet  werden  können. 

§  5.  Der  eben  benutzte,  im  Anfange  des  §  3  uu 
sprochene  Satz  gilt  nur  unter  gewissen,  dort  angegebe 
yoraussetzungeii ;  sind  diene  nicht  erfüllt,  so  sind  anch 
hier  aus  dem  Satze  gezogenen  Folgerungen  nicht  richtig, 
treten  dann  Bengungserscheinangen  auf. 

Man  denke  sich  den  leuchtenden  Punkt  1  von  eii 
schwarzen  Schirm,  in  dem  eine  Oeffiiung  sich  befindet,  ri 
umgeben.  Die  Linie,  in  welcher  die  Oberfläche  des  Scbin 
von  einem  Kegel  berührt  wird,  der  seine  Spitze  in  i 
Punkte  1  hat,  heisse  der  Rand  der  Oefihung;  er  theilt 
ObcrHöcho  des  Schirmes  in  einen  inneren  und  einen  äusse 
Theil.  Irgend  eine  Fläche,  die  durch  den  Rand  begrenzt 
und  mit  dem  einen,  wie  mit  dem  anderen  dieser  Theile  e 
gesclilus^enc  Fläche  bildet,  die  den  lenchtenden  Punkt  i 
giebt,  sei  die  Fläche  a.  Liegt  der  Punkt  0  irgendwo  ausE 
halb  dieser  gesclitosRcneii  Flächen,  so  ist  dann  nach  < 
Gleichung  (12),  nach  der  iu  Bezug  auf  schwarze  £örper  a 
gestellten  Hypothese,  also  den  Gleichungen  (32),  (33),  ii 
nach  der  Gleichung  (10): 
(34)  4:iyo  ^/rf-fß, 

wo  bei  der  Bildung  von  ß  (f*  (ür  <f-  zu  setzen  und  die  In 
gration  über  die  Fläche  x  iiu^zudehnen  ist.  Ka  können  si 
Beugungserscheinungen  in  der  Nähe  des  Punktes  0  zeig) 
wenn  fOr  einen  endlichen  Theil  der  Fläche  s  oder  ihrer  Gren 
Tj  +  Tg  bis  auf  unendlich  Kleines  constant  ist,  oder  die  gera 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  unendlich  nahe  an  d 
Grenze  der  E'läche  a  vorbeigeht.     Bei  den  Erscheinungen,  d 
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i^Fresnel  in  der  Axe  einer  kreisförmigen  Oeffnung  oder  eines 
^; kreisförmigen  Schirmes  beobachtete,  während  6m  leuchtender 
p Punkt  auf  derselben  Axe  sich  befand,  waren  r^  und  r^,  also 
|[  auch  Tj  -f  Tq  für  alle  Punkte  der  Grenze  von  s  nahe  constant; 
^  bei  den  nach  Fresnel  benannten  Beugungserscheinungen,  bei 
,i  den  Fransen   nämlich,   die   in  der  Nähe  der  Schattengrenze 

•  eines   Schirmes   auftreten,   geht   die  Verbindungslinie   von   1 
4  und  0  nahe  bei  der  Grenze  von  s  vorbei;  bei  den  Fraun- 
^  ho  f  er 'sehen  Beugungserscheinungen  (wenn  dieselben  ohne  Be- 
nutzung von  Linsen,  also  auf  einer  unendlich  entfernten  Tafel, 
mit   Hülfe    eines    unendlich    entfernten   leuchtenden   Punktes 

*  dargestellt  werden)  ist  r^  +  r^  für  die  ganze  Oeffnung  nahe 
I   constant. 

um  auch  für  diese  Fälle  die  Intensität  des  Lichtes  im 
!    Punkte  0  zu  finden,  setze  man  zunächst,   der  Gleichung  (3) 
entsprechend : 

(35)  9p'  =  Acos(^-|)2«. 

Es  erhält  dann  Q  den  in  (13)  angegebenen  Werth.  Die 
beiden  Glieder,  aus  denen  derselbe  zusammengesetzt  ist,  sind, 
da  A  unendlich  klein  ist,  von  ungleicher  Grössenordnung,  es 
sei  denn,  dass: 

oN      dN 

unendlich  klein  ist,  welcher  Fall  hier  nicht  in  Betracht  ge- 
zogen zu  werden  braucht.     Die  Gleichung  (34)  gibt  daher: 

l    r  ds  (dr.       BrÄ    .    (r^-br^.        t\n 

'f'  =  21 J^  [iN  -  Tn)  «'°  (-V-  -  rj  2'^- 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  werde  nun  angenom- 
men, dass  die  Fläche  s  eine  ebene  ist,  dass  ihre  Dimensionen 
gegen  r^  und  r^  so  klein  sind,  dass  r^  und  r^  da,  wo  sie 
ausserhalb  des  Sinuszeichens  yorkommen,  sowie  ihre  nach  N 
genommenen  Difierentialquotienten  als  constant  betrachtet 
werden  können,  und  endlich,  dass  die  Linien  r^  unendlich 
kleine  Winkel  mit  den  Verlängerungen  der  Linien  r^  bilden. 
Man  hat  dann: 


BN  ÖA 


7> 
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und  y„  =  _l_|^Jrf,8m(!l±i:^-^)2«. 

Man  yerallgemeinere  nun  den  Ausdruck  von  tp*  auf  dem 
Wege,  auf  dem  die  Gleichung  (4)  aus  der  Gleichung  (3)  ab- 
geleitet isty  sodass  man  erhält: 

(36)         ^*  =  ^cos(5-i)2«  +  ^sin(5-^-)2,, 

WO  D  und  D'  von  der  Richtung  des  von  dem  leuchtenden 
Punkte  1  durch  den  Punkt  (x,  y^  x)  gehenden  Strahles  ab- 
hängen.    Dabei  wird  dann: 

wo  D  und  D'  dieselbe  Bedeutung  haben.  Jetzt  darf  man 
unter  cp  irgend  eine  der  Verrückungen  u^  v^  w  verstehen; 
thut  man  das  und  schreibt  A  und  Ä\  B  und  B',  C  und  C 
für  D  und  /)',  je  nachdem  (p  =  u,  v,  w  gesetzt  wird,  so  wiid 
bei  der  in  §  1  definirten  Einheit  für  die  Lichtintensit&t  die 
Intensität  des  Lichtes  in  der  beugenden  Oeffhung: 

Bezeichnet  man  diese  durch  J  und  setzt: 

c  =fd8Cos''-'~^2n,      5=Jd«sin'i^^27r, 
so  wird  die  Intensität  im  Punkte  0: 

welche  Gleichung  durch  mannigfaltige  Messungen  als  mit  der 
Erfahrung  übereinstimmend  nachgewiesen  ist.^) 

§  6.  Die  eben  abgeleitete  Gleichung  setzt  wesentlich 
voraus,  dass  die  Dimensionen  der  beugenden  Oeflfhung  sehr 
gross  gegen  die  Wellenlängen  sind,  und  ihre  Anwendung  anf 
die  Beugungsspectren,  bei  deren  Herstellung  oft  Gitter 
benutzt  sind,  deren  Spalten  nur  eine  Breite  von  wenigen 
Wellenlängen   besassen,    ist   nicht  zu   rechtfertigen.*)     Doch 

1)  Vgl.  Fröhlich,  Wied.  Ann.  6.  p.  429.  1879. 

2)  Vgl.  Fröhlich,  Wied.  Ann.  6.  p.  430.  1879  u.  Ih.  p.  592.  188t 
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haben  die  Messungen,  denen  wir  die  Kenntniss  der  Wellen- 
längen verdanken,  gezeigt,  dass  diese  Anwendung  die  Orte 
der  Lichtmaxima  mit  grosser  Genauigkeit  richtig  ergibt. 
Diese  Tbatsache  findet  von  den  hier  zu  Grunde  gelegten 
Hypothesen  aus  ihre  Erklärung  durch  die  folgenden  Be- 
trachtungen. 

Man  denke  sich  das  Gitter,  über  dessen  Beschaffenheit 
eine  specieUe  Voraussetzung  nicht  gemacht  zu  werden  braucht, 
das  z.  B.  ein  Drahtgitter  oder  ein  ßussgitter  oder  ein  Dia- 
mantgitter  sein  kann,  in  die  passende  Oefinung  eines  ebenen, 
schwarzen  Schirmes,  der  nach  allen  Seiten  sich  in  die  Un- 
endlichkeit erstreckt,  eingefügt.  Man  verstehe  unter  ds  ein 
Element  der  Ebene  des  Gitters,  oder,  um  präciser  zu  reden, 
ein  Element  einer  Ebene,  die  dem  Gitter  sehr  nahe,  auf  der 
Seite  desselben  liegt,  auf  der  der  Punkt  0  sich  befindet.  Es 
gilt  dann  die  Gleichung  (9),  und  diese  vereinfacht  sich,  wenn 
man  die  Annahme  einführt,  dass  r^  unendlich  gross  ist,  in: 


4^9>oW 


=-/^{r('-?).ii5^^}- 


Die  Ebene,  deren  Element  ds  genannt  ist,  sei  die  xy- 
Ebene  des  Coordinatensystems,  die  a;-Axe  senkrecht  auf  den 
Spalten,  der  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  rechteckig 
angenommenen  Gitters;  femer  sei  Qq  die  Länge  der  vom  An- 
fangspunkt nach  dem  Punkt  0  gezogenen  Linie,  und  es  seien 
a^y  /9q,  Yq  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  mit  den  Co- 
ordinatenaxen  bildet.     Man  hat  dann: 

^o  =  Po  — «0^  — Äy^      ä^^'^o     ^^^'     d8  =  dxdy. 
Man  hat  ferner: 

(p{t)  =  ^  cos  ^  2;r  +  ^'  sin  «  2;r 

AO  =  ^If-  =  ^cos|27r  +  J5'8in^2;r 
WO  A^  A\  J5,   B'  Function   von   x  und  y   sind.     Substituirt 

Kirchhoff,  Gesammelte  AbhandlaDgen.    Nachtrag.  4 


II 
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man  diese  Ausdrücke  in  die  f&r  (p^  au^estellte  Oleic 
erhält  man  bei  passender  Verlegung  des  Anfangspnnktes 

WO  C  und  C  umgekehrt  proportional  mit  q^^  lineaj 
tionen  von  y^  und  —  was  hier  hervorzuheben  ist  - 
homogene  Functionen  von  Ä,  A\  B,  B'  sind,  derc 
cienten  von  x  und  y  nicht  abhängen.  Nun  sei  die  Li 
ein  leuchtender  Punkt,  der  auf  der  negativen  «-Ai 
Unendlichkeit  liegt,  2h  die  Länge  der  Spalten,  2n  ihr 
und  e  der  Abstand  entsprechender  Punkte  zweier  au 
folgender,  also  2ne  die  Breite  des  Gitters.  Man  d 
JL^^iji  annehmen,   dass  A,  Ä\  B^  B*,  also   C  und   C  von 

hängen,  dass  sie  constant  bleiben,  wenn  y  von  — b 
variirt,  und  verschwinden,  wenn  y  ausserhalb  dieses  1 
liegt;  von  x  aber  so,  dass  sie  um  e  periodisch  sind, 
einen  Werth  zwischen  — ne  und  +  ne  hat,  und  ftl 
Werthe  von  x  verschwinden.     Lifolge  hiervon  wird  2 

sin  ^  2n   f*       ^  .  . 

To j^ j  ^A  G  cos  (^  +  ¥)  2jr  +  Csin  [L  + 

iij;i,  Da  X  als  unendlich  klein  gegen  h  angesehen  werd 

!i>'t  so  ist  der  vor  dem  Integralzeichen  stehende  Factor  i 

\\{.\  endlichen  Werth  von  ß^  gegen  h  unendlich  klein,  wi 

i|*H.  endlich  ist,    wenn  ß^  von  der  Ordnung  von   X\h   ist 

|ii  ;  dem  Integralzeichen   denke   man   sich    C  und   C   na< 

\  \  und  Cosinus  der  Vielfachen  von  {xle)2n  entwickelt;  ( 

\\  I'  dann,  wenn  h  eine  ganze  Zahl  oder  NuU  bedeutet, 

il^j:  ^  grale  auf: 

'iitj  •  ne  ne 


f||;|. .                             1  dxco9h—27isuiaQj2n  und:     j  dxsinh  —  2ncoB 

— ne  — ne 

die  verschwinden,  und  die  Integrale: 

ne  ne 

/  dxcosh  —  2ncosaQj2n  und:      /  e^a;  sin^  —  2;r  sin- 

— ne  — ne 

die  resp.: 
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ii U.A. kf iL  „nd- 

sin f>« 2n  (*  -  ^)         rinn« 2n  (I  +  "A 

sind.  Diese  Ausdrücke  sind  im  allgemeinen  gegen  ne  un- 
endlich klein,  wenn  X  als  unendlich  klein  gegen  ne  bezeichnet 
wird;  sie  sind  aber  endlich,  falls: 

von  der  Ordnung  X/ne  ist. 

Da  nun  unter  tp  irgend  eine  der  Verriickungen  u,  v^  w 
verstanden  werden  kann,  so  folgt  hieraus,  dass  für: 

die  Lichtintensität  unendlich  gross  ist  gegen  die  in  allen 
anderen  Punkten  des  Gesichtsfeldes  stattfindende;  und  das  ist 
es,  was  die  Beobachtungen  gezeigt  haben. 

§  7.  Nach  den  gemachten  Auseinandersetzungen  ist  es 
leicht,  auch  das  Gesetz  der  Reflexion  der  Lichtstrahlen  ab- 
zuleiten. Dem  leuchtenden  Punkte  1  sei  ein  beliebiger  Eörp^ 
gegenübergestellt,  um  den  Fall  zu  vereinfachen,  denke  man 
sich  aber  die  Oberfläche  dieses  mit  einer  schwarzen  Hülle 
bedeckt,  in  der  nur  eine  kleine  Oefihung  auf  der  dem  leuch- 
tenden Punkte  zugewandten  Seite  sich  befindet;  überdies  seien 
die  geometrischen  Verhältnisse  der  Art,  dass  das  reflectirte 
Strahlenbündel,  welches  erfahrungsmässig  sich  bildet,  die  Ober- 
fläche des  Körpers  nicht  zum  zweiten  mal  trifft.  Wiederum 
beziehe  sich  das  Zeichen  tp*  auf  die  Bewegung,  die  stattfinden 
würde,  wenn  der  fremde  Körper  nicht  vorhanden  wäre,  und 
es  sei  zunächst  tp*  durch  die  Gleichung  (35)  bestimmt.  Den 
zu  erfüllenden  Bedingungen  genügt  man  dann,  indem  man  setzt: 

für  den  freien  Theil  der  Oberfläche: 


als 

o  nach 

(30): 

„ 

l'-i 

i  +  r^ 

lo        ^Tt 

a   1 

un< 

=  —  C0( 

d  d^er 

<{j- 

-T, 

P"'  W  = 

-"ä3fK°°' 

f 

-<f' 

+  ^"^{^ 

-4^)2, 

55- 

■JW 

dNr, 

■ft-^) 

fär    die  Punkte    des    geschwärzten  Theiles    der   Obeil 
in   denen   diese    znm   erstenmal   von   einer    vom    lenchl 
Pnnkte  1  ausgehenden  Linie  getroffen  wird: 
,       die      da* 

fUr  alle  anderen  Punkte  der  geschwärzten  Oberfläche: 

Sq>  _ 
BN" 

Den  Gleichungen  (12)  und  (11)  zofolge  ist  dam 
Ueberschnss  des  Werthes  von  go^  über  den  Werth,  d 
haben  würde,  wenn  die  ganze  Oberfläche  des  fremden  Ei 
geschwärzt  wäre,  die  Summe  der  beiden  Integreüe: 


»-0,     J^-o. 


1  f  d»  l\ 


££.j.  >-«SU^^!jJli._'  + 


-•-^\i> 


(3')      -Slj"^(ä5  +  äi»j  """(—■ 3^j2'. 

WO  die  Integration  aber  den  freien  Theil  der  Oberfläcl 
der  die  Fläche  s  heissen  möge  —  auszudehnen  ist') 
erste  von  diesen  beiden  Integralen  ist,  wenn  der  Puj 
in  endlichem  Abstände  von  der  Oberfläche  sich  befindet, 
unendlich  klein  ist,  gegen  das  zweite  zu  vernachlässig« 
dass  der  genannte  Unterschied  der  beiden  Werthe  to 
durch  das  Integral  (37)  dargestellt  ist. 

Es  gilt  dieses  auch,  wenn  ip*,  statt  durch  die  Gleic 
(35),  durch  die  Qleichung  (36)  gegeben  ist;    nur  die  W 

1)  Eb  wird  ohne  Schwierigkeit  sich  nachweisen  laasen,  dasB, 
der  Punkt  0  in  oder  unendlich  nahe  an  der  Oberfl&che  lieget,  dl^ia 
druck  zu  den  Werthen  von  qg  und  dcpiSN  zurttokfillirt,  die  angenoi 
AaA.    Doch  soll  dieser  Beweis  nicht  gegeben  werden. 
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von  c  und  y  sind  dann  andere.  Das  Integral  (37)  ist  von 
der  Form  des  Integrals  (19);  aus  den  in  Bezug  auf  dieses 
angestellten  Betrachtungen  folgt,  dass  jenes  im  allgemeinen 
verschwindet.  (19)  verschwindet  nicht,  wenn  die  Fläche  s  von 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  geschnitten  wird. 
(37)  verschwindet  aber  auch  dann,  weil  dann  fiir  den  Schnitt- 
punkt: 

^4-^  —  0 

ist.  Es  ist  das  Integral  (37)  von  Null  verschieden,  wenn  es 
in  der  Fläche  s  einen  Punkt  gibt,  dessen  Verbindungslinien 
mit  den  Punkten  1  und  0  gleiche  Winkel  mit  der  Normale 
der  Fläche  s  bilden  und  mit  dieser  in  einer  Ebene  liegen. 
Dadurch  ist  ausgesprochen,  dass  reflectirte  Strahlen  existiren, 
und  welche  Richtungen  diese  haben.  Eine  Störung  durch 
Beugungserscheinungen  tritt  ein,  wenn  für  einen  endlichen 
Theü  der  Fläche  5  oder  ihrer  Grenze  r^+r^  bis  auf  unendlich 
£leines  constant  ist,  oder  der  Punkt  0  unendlich  nahe  an 
der  Grenze  des  refiectirten  Strahlenbündels  liegt. 

Aus  dem  eben  abgeleiteten  Gesetze,  welches  die  Rich- 
tungen der  refiectirten  Strahlen  bestimmt,  lassen  sich  die 
geometrischen  Eigenschaften  eines  Strahlenbündels,  das  von 
einem  leuchtenden  Punkte  ausgegangen  und  an  einer  krummen 
Fläche  reflectirt  ist,  entwickeln.  Die  im  §  3  durchgefllhrten 
Rechnungen  erlauben  aber  auch  anzugeben,  wie  auf  einem 
Strahle  eines  solchen  Bündels  die  Intensität  und  die  Phase 
von  einem  Punkte  zum  anderen  variirt. 

Der  Theil  von  y)^,  der  dem  reflectirten  Lichte  entspricht, 
d.  h.  der  Ausdruck  (37),  ist  durch  die  Ausdrücke  (24),  (25) 
oder  (26)  gegeben,  wenn  darin: 

gesetzt  wird,  wo  K  eine  von  q^  unabhängige  Grösse  bedeutet. 
Daraus  folgt,  dass  auf  einem  reflectirten  Strahle  die  Inten- 
sität mit  (>0  so  sich  ändert,  dass  sie  mit  dem  absoluten 
Werthe  von: 

umgekehrt  proportional  ist.  Nach  (27)  und  (22)  lässt  dieser 
Ausdruck  sich  schreiben: 
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wo  die  Grössen  b  tmd  e  tod  pg  anabh&ngig  sind,  und: 

'^i=i(i-0-   <\t=-K^o.    '=i.=i(i-A') 

ist.  Sind  Po=A  "°^  Cs^^i  '^^^  (etets  reellen]  Wnizdi 
quadratischen  Oleichnng,  die  man  erhalt,  indem  man  < 
Ausdruck  gleich  Null  setzt,  so  ist  also  die  Inteositit 
umgekehrt  proportional  mit  dem  absolnten  Weithe  toh: 

((■.-/■,)((>,-& 

In  den  Punkten  p^^fi  ^°^  Qa^ft  ^^  ^^^  IntennU 
endlich;  es  sind  das  die  Brennpunkte  des  Strahles. . 

In  Betreff  der  Phase  ist  zu  bemerken,  dass  diese 
die  Ausdrücke  (24),  (25),  (26)  zeigen,  sich  sprongweise  u 
ändert,  wenn  der  Punkt  0  durch  einen  der  Brennpunkt 
durchgeht. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  ganz  fthnlicl 
trachtungen,  wie  Über  die  Beflexion,  auch  Ober  die  Bre 
der  Lichtstrahlen  angestellt  werden  kfinneo. 


4.  üeber  die  eiectiischen  StrOmiuigeii  In  einem  1 
cyllnder;  ron  6.  Klrchboff; 

Sitiber.  d.  BerL  Acad.  vom  26.  April  1883,  p.  519. 

Ajn  2.  Juli  18S0  habe  ich  der  Akademie  eine  He 
zur  Bestimmung  der  elektrischen  Leitungsfähigkeit  eines  Kl 
vorgelegt,  der  die  Gestalt  eines  Stabes  von  qaadratii 
Querschnitt  hat.  Bei  dieser  Methode  sind  die  Ecken,  n 
eine  lange  Kante  begrenzen,  mit  den  Polen  einer  Eetb 
die  Ecken,  die  einer  zweiten  langen  Kante  angehören 
den  Enden  des  einen  Gewindes  eines  DifiTerentiatgalTanon 
zu  verbinden.  Jene  Punkte  wurden  1  und  4,  diese  2  i 
genannt.  Es  wurde  einerseits  gezeigt,  wie  experimentel 
Widerstand  (>  bestimmt  werden  kann,  der  =  -P,  —  Pj  ist, 
P,  und  P,  die  Werthe  bezeichnen,  die  das  Potential  ii 
Punkten  2  und  3  hat,  wenn  ein  Strom  von  der  Intensi 
dem  Stabe  in  den  Punkten  1  und  4  zu-  und  abgeleitet 
Andererseits  ergab  die  Theorie,  dass 


Electriache  Strämungea  in  einem  Kreiac}' linder. 


l- 


ist,  wenn  l  die  Länge  des  Stabes,  a  die  Seite  seines  Quer- 
Bchnitte  und  k  seine  LeituugsiaJiigkeit  bedeutet;  eine  Gleichimg, 
»UB  der  k  berechnet  werden  kann,  wenn  p,  l  und  a  gemessen  sind. 

Eine  äholiclie  Methode  ist  offenbar  anwendbar,  wenn  der 
zu  unter  auch  ende  Körper  ein  Cy  linder  von  kreisförmigem 
Querschnitt  ist.  Für  den  Versuch  und  tllr  die  Rechnung  wird 
es  dann  am  bequemsten  sein,  die  Elektroden  1  und  4  in  die 
Mittelpunkte  der  Grundflächen  und  die  Punkte  2  und  3  in  die 
Ränder  derselben  zu  legen.  Gemessen  kann  der  Widerstand  p, 
d.  h.  die  Differenz  P,  —  Pj,  hier  gerade  so  werden,  wie  in 
dem  Fall  des  quadratischen  Querschnitts;  neu  zu  berechnen 
ist  aber  der  Ansdruck,  der  q  als  Function  der  Dimensionen 
des  Cyliuders  darstellt. 

Mit  der  Theorie  der  Stromverbreitung  in  einem  durch 
zwei  senkrechte  Querschnitte  begrenzten,  kreisförmigen  Cylinder 
haben  sich  ßiemann  und  Hr.  H.  Weber  beschäftigt.  Jener^) 
stellt  für  den  Fall,  dass  die  Elektroden  die  Mittelpunkte  der 
Endflächen  sind,  das  Potential,  (p,  durch  eine  Reihe  dar,  die 
nach  den  Sinus  der  Vielfachen,  der  der  Cylinderaxe  parallelen 
Ordinate ,  z ,  des  betrachteten  Punktes  fortschreitet.  Eine 
Reihe  derselben  Art  leitet  Hr.  Weher^  für  den  Fall  ab,  dass 
die  Elektroden  zwei  Funkte  der  Mantelfläche  sind.  Diese 
Reihen  sind  zur  numerischen  Rechnung  sehr  geeignet,  wenn 
die  Länge  des  Cyliuders  klein  gegen  seinen  Radius  ist,  nicht 
aber  in  dem  entgegengesetzten  Falle,  der  hier  gerade  in  Be- 
tracht kommt.  Eine  Reihe,  die  dann  im  Allgemeinen  brauchbar 
ist,  findet  Hr.  Weber  in  einer  zweiten  Abhandlung*)  durch 
Umformung  seiner  ursprünglichen  Reihe ;  es  treten  dabei 
Exponentialfunctionen  an  die  Stelle  der  trigonometrischen 
Functionen  von  x.  Die  Annahme,  dass  die  Elektroden  die 
Mittelpunkte  der  Bndflächen  sind,  hat  Hr.  Weber  nicht  ver- 

1)  ZurThei)ried.Nobili'schenFarbenringe;PQgg.  Ann.  Bd.  96. 1855. 

2)  Uebvr  die  Beeael'ijchen  Functionen  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Theorie  der  elektrischen  Ströme;  Borchardfa  Joumat  Bd.  75,  1873. 

3)  Ueber  die  stationSren  Strömungen  der  ElektiicitSt  in  CjUndern; 
Borchardt's  Jonmal  Bd.  75. 
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folgt;  die  Werthe,  die  dann  das  Potential  in  Punkten  der 
Mantelfläche  hat,  kann  man  aber  nach  einem  gewissen  Beci- 
procitätssatze  finden,  indem  man  den  Weber'schen  Ausdruck 
auf  die  Mittelpunkte  der  Endflächen  anwendet.  Die  Lösung 
der  Aufgabe,  um  die  es  sich  hier  handelt,  gibt  indessen  die 
Reihe,  auf  die  man  so  kommt,  unmittelbar  nicht,  da  sie  zu 
langsam  convergirt,  wenn  der  Punkt,  für  den  sie  gilt,  im 
Rande  einer  Grundfläche  liegt.  Sie  muss  also  noch  einer  Um- 
formung unterworfen  werden. 

Es  seien  x,  r  und  w  die  Cylindercoordinaten  des  Punktes, 
auf  den  das  Potential  (p  sich  bezieht;  es  sei  dieses  von  tr 
unabhängig;  dann  ist: 

?!_?  4-  J  ^_?  -i.  ^?  —  0 

Wird  der  Radius  des  leitenden  Cylinders  =  1  gesetzt,    so  ist 

für  r  =  1    p-  =  0. 

dr 

Weiter  werde  angenommen,  dass  tp  entgegengesetzte  Werthe 
besitzt  für  entgegengesetzte  Werthe  von  x. 

Nennt  man  /^(A)  und  J^{k)  die  B  es  sei' sehen  Functionen 
Oter  und  erster  Ordnung  von  k,  d.  h.  setzt  man: 

'^  W  =  1  -  2»'  +  (2747  "  (2.4.6)«  +   •  •  • 

und 

'^1^^^- """TT' 
so  genügt  man  allen  diesen  Bedingungen  durch: 

ff  =  A^x  +  Ja(6^"^  -  c-^*)  Jo(A«r)» 

1 

wo  Aq,  A^y  ^3,  .  .  .  willkürliche  Constanten  und  X^,  A,,  .  .  . 
die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung: 

e/i  {l)  =  0 
bezeichnen.     Die  Constanten  A  finden  ihre  Bestimmung,  wenn 
die  Werthe  von  ^    für  eine  Grundfläche   des  Cylinders   ge- 
geben sind,  durch  die  Sätze,  dass: 
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• 

1 

• 

f\{l,r)Jo{K,r)rdr  =  0, 

0 

*     wenn 

i  m 

und 

n  verschieden  sind,  dass: 
}j^{Kr)rdr  =  0 

und 

V 

1 

0 

ist. 

4 

Es 

1 

folgt 

hieraus: 

'\  =  ^ßrdr 

1 

^f^^U^r)rdr 

i    -        " 

wo  für  X  der  der  Grundfläche  entsprechende  Werth  zu  setzen  ist. 
Nun  sei  fiir  die  beiden  Grundflächen: 

""  ^  2 
und  -.—  =  0,  ausser  da,  wo  r  unendlich  klein  ist;  hier  sei  es 

unendlich  gross  und  zwar  so,  dass 

1 

für  «  =  4         k2nf^^rdr=  1 
2  *{  dx 


ist;  das  entspricht  der  Anordnung,  die  hier  zu  untersuchen 
ist,  und  es  wird  dann 

Q  =  29>, 

wenn  *  =  ^,  r=l  in  cp  gesetzt  wird.     Hiemach  hat  man 

knÄQ  =  1 

1 
knAn  = 


und  daher: 
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Da  schon  X^  etwa  3,8  ist,  so  wird,  wenn  die  Länge  des 
Gylinders  auch  nur  ein  massiges  Vielfaches  seines  Radius  aus- 
macht, der  erste  Factor  unter  dem  Summenzeichen  =  1,  also: 

gesetzt  werden  dürfen. 

um  die  hier  vorkommende  Summe  berechnen  zu  können, 
muss  man  den  Ausdruck  imter  dem  Summenzeichen  umformen. 
Hr.  Stokes^)  hat  für  In  den  Ausdruck  angegeben: 

K  __        ,  A  9c    0,151982    0,015399    0,245835 
--«H-U,i:0-  ^^^^  "*"(4n  +  l)»"(4n  +  l)*"   * 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung: 

,    .fY    .     /,  ji\f     1  1.9.25         ,       1 

findet  man  durch  Entwickelung  nach  absteigenden  Potenzen 
von  4n  +  1 

1        _.      n«l/      ^      U  4-  0»60'^Q28         0,06160  3,20586      1 

KMK)^^        ^    |/4n  +  ll    '*"(4n  +  l)»'^(4n  +  l)*'*"(4n+l)»'T. 

Die  Genauigkeit  dieser  Gleichung  kann  man  aus  der  fol- 
genden Zusammenstellung  beurtheilen,  in  der  in  der  Columne  1 

die  aus  ihr  berechneten  Werthe  von      ^        für  n  =  1,  2  und  3 

angegeben  sind,  während  die  Columne  2  die  entsprechenden 
Werthe,  wie  sie  aus  den  Hansen'schen  Tafeln  für  die  BesseF- 
schen  Functionen  sich  ergeben,  enthält. 

n  1  2 

1  -  0,648027     -  0,647980 

2  0,474950      0,474950 

3  -  0,393644     -  0,393644 

Nun  ist  nach  der  Maclaurin'schen  Summenformel: 

0 


^{^  +  nf= ÄTl +2^-^11-      2 


'*"^»        1.2.3        •     4  ^3  1.2.3.4.5  ~6  ' 


1)  Lord  Rayleigh,  Theoiy  of  Sound,  vol.  I,  p.  273. 
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i  wenn  h  eine  negative  Grösse,  k  eine  unendlich  grosse,  ganze 
!i  Zahl  ist  und  ^,  P,,  .  .  die  .Bernoulli'schen  Zahlen  be- 
!     deuten,  also: 

^1  -    6'      »  ""  30'      «  ""42'  •  • 

ist.     Hieraus  folgt: 

-g      ^  =  21/]^-  21^+  i  J-  +  ^4=  -  -i--^ 

-T  y* + n         ^        '      2  y*     24  y*»     334  ys? 


1024  y«" 


*  1  21.11.51  71 


0  y(*  +  w)*     3  y»»     2  y»*     24  y*^    128  y*" 

143     1 

640  y*" 


^  1  _  1  J_       J._l_        3^_J 

T  y(*  +  wj« "'  7  v^    2  yi*     8  y^ 


+  . . 


1  2      1       ,    1      1       ,    13     1  221     1       , 

=  — TF=  T — -77==  -r  —•—?==  "■  rr-TT==  +  •  • 


y(»  +  «)*•    11  y»"    2  y«"    24  y^    334  y»« 

Diese  Gleichungen  erlauben  ohne  Mühe  den  Wert&  von: 


00 


mit  einer  f&r  das  Experiment  mehr  als  ausreichenden  Genauig- 
keit zu  berechnen.     Sie  ergeben  denselben: 

=  -0,38479. 

Die  Gleichung  für  den  Widerstand  q  ist  daher: 

knQ  =  /  -  0,76958. 

Hierbei  ist  der  Radius  des  Cylinders  als  Einheit  der  Länge 
angenommen;  lässt  man  diese  Einheit  unbestimmt  und  be- 
zeichnet den  Radius  durch  r,  so  wird  daher: 

_  l-r,  0,76958 
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5.  lieber  die  Diffasion  Ton  Gasen   durcli  eine  p< 

Wand;  ron  Gustar  Hansemann. 

Wicd.  Ann.  Bd.  21  p.  545— S6S,  1884. 

Die  Versuche ,  über  welche  hier  berichtet  werden 
hatten  den  Zweck,  die  Theorie  der  Diffusion  von  Grasen  ( 
poröse  Diaphragmen  zu  prüfen,  welche  von  Herrn  Ste 
entwickelt  worden  ist.  Derselbe  behandelt  die  Theorie 
Bewegung  von  Gasen  durch  poröse  Körper  als  einen  speci 
Fall  der  in  seiner  Abhandlung  entwickelten,  allgem 
Theorie  der  Bewegung  von  Gasgemengen,  indem  er  die  p 
Substanz  als  ein  Gas  betrachtet,  dessen  Theilchen  anb< 
lieh  sind^),  und  gelangt  dadurch  für  ein  einzelnes ,  dorcl 
Diaphragma  diffundirendes  Gas  zu  denselben  Oleichn] 
1  welche  früher  schon  von  Hm.  Bunsen')  aufgestellt  wu 

für  zy^ei  verschiedene,  gleichzeitig  diffundirende  Gase  daj 
zu  wesentlich  anderen  Resultaten. 

Zur  Prüfung  der  Theorie  für  ein  einzelnes  Gas,  nai 

lieh  in  Bezug  auf  die  von  derselben  geforderte  Proportion^ 

zwischen  der  Diffusionsgeschwindigkeit  und  der  Druckdiffe 

auf  den  beiden  Seiten  der  porösen  Wand,  sind  schon  vie 

i^lii  Versuche  gemacht  worden;  so  von  Hm.  G.  Hüfner*), 

Ij.Jt  Stefan*)  und  insbesondere  von  Hm.  Bunsen^.     Dabei 

sich  im  allgemeinen  die  Richtigkeit  des  Proportionali 
gesetzes  innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Druckdifferenzer 
geben;  da  indess  die  bei  diesen  Versuchen  in  Anwendung 
kommenen  Druckdifferenzen  nur  sehr  gering  waren,  so  sc 
mir  eine  Prüfung  durch  Versuche,  welche  die  Anwenc 
grösserer  Druckdifferenzen  gestatteten,  geboten.^ 


r  J' 


iti,. : 
ß 

J 


I 


i 


1)  Stefan,  Wien.  Ber.  63.  p.  111  u.  f.  1871. 

2)  Siehe  auch  Maxwell,  Phil.  Mag.  (4)  20.  p.  21.  1860. 

3)  Bunsen,  Gasometrische  Methoden  2.  Aufl.  p.  267  u.  f. 

4)  G.  Hüfner,  Wied.  Ann.  16.  p.  253  u.  f.  1882. 

5)  Stefan,  1.  c.  p.  120. 

6)  Bunsen,  1.  c.  p.  275. 

7)  Die  älteren  Versuche  von  Graham  (Pogg.  Ann.  28.  p.  353.  1 
bei  denen  die  Druckdifferenzen  bis  zu  einer  Atmosphäre  betrugen, 


1  Gasen  durch  e 


0  poröse  Wand. 


lil 


Das  Bunseu'sche  DIßutjiumeter,  welches  meistens  ent- 
weder in  seiner  uraprttnglichen,  oder  in  einer  mehr  oder  weni- 
ger modificirten  GeataJt  benutzt  worden  ist,  besteht  bekannt- 
lich aus  einer  Glaßröbre,  deren  oberer  Theil  die  poröse  Sub- 
stanz enthält,  und  deren  anderes,  offenes  Ende  durcb  Quecksilber 
oder  durch  eine  andere  Flüssigkeit  abgesperrt  wird.  Während 
der  Diffusion  verändert  sich  das  Gasvolumen  bestündig,  der 
Druck  soll  aber  constant  erhalten  werden;  um  dies  zu  er- 
reichen, wird  der  Apparat  conünuirlich  so  gehoben  oder  ge- 
senkt, dass  die  HöhendifTereuz  der  Sperrdtlssigkeit  aussen  und 
innen,  ungeändert  bleibt.  Die  Schwierigkeiten  dieser  Operation 
wachsen  in  starkem  Maasse  mit  der  Vergrösserung  der  Druck- 
differenz;  ein   Uebelstand,  welcher   der  Anwendung  grösserer 


Druckdifferenzen  entgegensteht.     Dift'undiren   gleichzei 


verscliiedene    Gase    dui'ch   das   Diaphragma,    so    gesellt    sich 


itig  zwei 


ischungs- 

den  ver- 

es  die 


hierzu  noch  die  Ungewissheit  darüber,  ob  das  Misi 
Terhältniss  der  Gase  auch  in  jedem  Momente  in  ■ 
Bchiedeuen  Theilen  der  DiSiisionsröhre  gleich  ist, 
Theorie  voraussetzt.  Diese  Umstände  wai'eu  es  hauptsächlich, 
welche  mich  veranlassten,  ein  Diffusiometer  zu  conatruiren, 
bei  welchem  das  Gasvolumen  constant  blieb,  während  die  sich 
verändernden  Drucke  gemessen  wurden,  und  in  dessen  Käume 
Rührvorrichtuiigen  zum  Mischen  der  Gase  angebracht  waren. 
Das  in  meiner  mechanischen  Werkstätte,  vom  Mechaniker 
Hrn.  Schwarz,  in  vortrefflicher  Ausführung  hergestellte  Dif- 
fusiometer ist  auf  Fig.  1  in  ein  Drittel  der  wirklichen  Grösse 
und,  ein  Theil  daiVou,  in  Jig,  2  in  natürlicher  Grösse  abge- 
bildet Die  Fig.  1  zeigt  dasselbe  theilweise,  rechts,  in  der 
Vorderansicht,  und  zum  anderen  Theile,  links,  in  einem  Hori- 
zontal querachnitte  durcb  die  Mitte.  Zwischen  den  beiden 
gleichen  und  symmetrisch  zu  einander  gelegenen  Eammem  Ä 
und  Ä\  Fig.  1,  liegt  der  Diffusionsbabn  A,  dessen  Durchlass- 
ö£hung  bis  auf  zwei  kleine,  auf  den  beiden  Seiten  gelegene 
Bäume,  o  auf  der  linken  Seite,  mit  einem  in  der  Oefinung 
erhärteten  und  gut  getrockneten  Gypsdiaphragma  g  ausgefüllt 


I 


Proportion  all  tätsgeseCz  nicht;  sie  waren  aber  in  itirer  ganzen 
Anordnung  niubt  besonders  geeignet  zur  Prüfung  desselben. 
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war.  Bei  geöffnetem  DtfFusionsbahne  steben  täwt  di«  Eub- 
mern  Ä  und  A"  in  Verbindimg  miteintmder  durch  das  poröse 
Diaphragma;  bei  dem  Drehen  des  Hahnes  um  90"  gegen  die 
in  der  Figur  dargestellte  Lage  wird  diese  Verbindung  auf- 
gehoben und  dagegen  eine  Verbindung  durch  das  Diaphragma 
hergestellt  zwiatheo  den  beiden  mit  den  Hähnen  b  und  c  ver- 
achJiesabaren  Röhrenstttcken  B  nnd  C.  Da  die  übrigen  Theile 
des  Apparates  auf  den  beiden  Seiten,  links  und  rechts,  gleich 
sind  und  symmetrisch  liegen,  so  gilt  alles,  was  hier  weiter  bei 
der  Beschreibung  von  einer  dieser  beiden  Seiten  gesagt  wird, 
in  gleicher  Weise  für  die  andere. 

Die  ans  der  Fig.  1  ersichtliche  Kühryorrichtung  besteht 
aus  einer  vom  aufgeschraubten  Deckel  der  Kammer  und  einem 
Bügel  getragenen,  leicht  drehbaren  Axe  mit  vier  mügeln  und 
einem  Magnetstabe  m.  Diesem  gegenüber,  an  der  AusBenseite 
des  Deckels,  befindet  sich  auf  einer  anderen  Axe  ein  eben- 
solcher Magnetstab  n,  welcher  durch  Drehung  des  Flügelrades 
p  rotirt  und  dadurch  die  Rührvorrichtung  im  Inneren  der 
Kammer  in  Thätigkeit  setzt,  ohne  dass  eine  Verbindung  der 
beiden  Axen,  bei  der  der  nüthige  luftdichte  Verschluss  der 
Kammer  kaum  zu  bewerkstelligen  gewe&en  wäre,  besteht.  In 
dem  Deckel  der  Kammer  ist  ein  Glaafensterchen  angebracht. 
durch  welches  das  Functioniren  der  Rührvorrichtung  contro- 
lirt  werden  kann.  Das  Flügelrad  p  wurde  durch  ein  Wasser- 
gebläse  bewegt. 

Ich  will  hier  gleich  bemerken,  dass  sich  bei  Difftisiont- 
versuchen  mit  Wasserstoff  und  Sauerstoff,  welche  angestdlt 
wurden,  um  den  Eiuflnas  des  Rührens  kennen  zu  lernen,  w« 
daher  einmal  die  Rührvorrichtung  in  Thätigkeit  war  und  daa 
andere  mal  nicht,  unter  sonst  möglichst  gleichen  ümst&ndcn 
keine  wesentlichen  Unterschiede  ergaben. 

Jede  der  beiden  Kammern  ist  mit  einem  Thermometer  ; 
versehen.  Zur  Messung  des  Druckes  in  den  Kammern  dieote 
der  in  Fig.  2  im  Verticaldurchschnitte  abgebildete  Theü  des 
Apparates.  Die  Kammer  ist  unten  verschlossen  dnrch  die 
gewollte  Stahl  blech  Scheibe  v  mit  dem  Ansätze  «-.  An  diesem 
befindet  sich,  durch  eine  Schraube  festgeklemmt,  das  ober« 
Knde  eines  sehr  feinen  Stahlbandes  l,    dessen   untersH  t^dfci 
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in  ähnlicher  Weise  verbunden  ist  mit  dem  stärkeren  und  brei- 
teren Stahlbande  u  und  dem  Spiegel  r.  Das  Stahlband  t  ist 
ein  Stück  der  Unrnhfeder,  das  andere,  w,  ein  Stück  der  Trieb- 
feder einer  Taschenuhr.  Das  federnde,  au  dem  eisernen  Trä- 
ger D  befestigte  Stahlband  w  war  so  gestellt,  dass  das  andere, 
(,  bei  den  grössten  stattfindenden  Senkungen  der  Druckplatte 
V  noch  gespannt  blieb,  sodass  u  wie  ein  in  einem  Gelenke 
beweglicher  kleiner  Hebelarm  wirkte.')  Die  bei  Druckverände- 
rungen  entstehenden  Bewegungen  von  v  wurden  durch  diese 
Einrichtung  in  »ergröasertem  Maassstabe  auf  den  Spiegel  r 
übertragen  und  dann  in  bekannter  Weise  an  einer  sich  spie- 
gelnden, in  Millimeter  getheilten,  von  dem  Spiegel  2,8  m  ent- 
fernten verticalöu  Scala  mit  einem  Fernrohre  beobachtet,  Für 
jede  Kammer  war  ein  Fernrohr  und  eine  Scala  aufgestellt, 
sodass  die  Drucke  iu  den  beiden  Eammern  von  zwei  Beobach- 
tern gleichzeitig  bestimmt  werden  konnten. 

Es  zeigtb  sich,  dass  die  Regelmäasigkeit  im  Gange  des 
beBchriebenen  Apparates  zum  Messen  der  Drucke  dui-ch  die 
kleinen  Ei'schüttemngen  bei  den  Bewegungen  der  Rührvorrich- 
tung  befördert   wurde,    ohne    wesentlichen  Nachtheil    für    die 

1)  Diu  Uebertragitng  der  Buwcgnng  der  Dnickpkttc  auf  den  Spiegel 
hat  bei  der  ConstructioD  des  Apparatea  die  gröNteo  SchwierigkeiteD 
gemacht.  Bei  allen  mir  bekanDlen  Einrichtuiigcn  dieser  Art  wirkt  an 
irgend  einer  Stelle  der  eine  Theil  des  Uebertragungsapparatte  nur  durch 
loee  Beräbrung  auf  den  nüchstfulgeuden  ein.  Die  sehr  nmfkngreichen 
Vnrversuchc ,  welche  ich  mit  aolchen  Einrichtungen  anstellte,  ergaben, 
dass  die  nach  etattgefundeuen  Bewegougen  der  Druckplatte  sich  zeigen- 
den Verrückungen  der  Gleichgewichtslage  des  Spiegels,  d.  i.  di^enige  Lage 
desoelben,  bei  welcher  die  Druckplatte  auf  ihren  beiden  Seiten  unter  dem 
gleichen  Drucke  steht,  weniger  durch  elastische  Nachwirkung  und  dauernde 
moteculare  Veränderungen,  als  durch  Verschiebungen  der  sich  nnr  lose 
berührenden  Thelle  des  Apparate«  ejitatehen.  Hierdurch  veranlasst,  wurde 
echlieBBÜch  die  oben  beechriebenc  Uebcrtragungseinrichtung  angefertigt, 
bd  welcher  zwischen  Druckplatte  und  Spiegel  keine  Discontinuität  statt- 
findet. Sie  fiinctionirt  ungleich  besser,  als  eine  der  bekannten  Einrich- 
tungen dies  bei  meinen  Venmchen  gethan  hatte.  Bei  Ablenkungen  an» 
der  G  leidige  wie  htslago  der  Druckplatte,  welche  an  der  Scaia,  durch  das 
Femrohr  gesehen,  250  mm  betrugen  und  mehrere  Stunden  dauerten,  trat 
unmittelbar  nach  Herstellung  der  Druckgleichheit  auf  den  beiden  Seilen 
der  Platte  die  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  meist  bis  auf  0,2  tnm, 
höchstens  bis  auf  0,3  mm  wieder  ein. 
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Ablesungen.  Infolge  hiervon  ist  bei  allen  Diffasionsversachen 
die  Bührvorrichtung  in  Thätigkeit  gesetzt  worden^  tarotzdem 
dies,  nach  dem  vorhin  Gesagten,  zur  Mischung  der  Gase  nicht 
durchaus  erforderlich  war. 

Das  Diffusiometer  wurde  in  seinen  Haupttheilen  aus 
Messing  angefertigt  und  auf  einer  Gypssäule  mit  eingegypsten 
Schrauben  befestigt. 

Die  Röhre  d,  Fig.  1,  und  die  entsprechende  der  anderen 
EB.mmer  standen  in  Verbindung  mit  einem  Quecksilbermano- 
meter, welches  zunächst  dazu  diente,  die  Beductionsfactoren 
zur  Umrechnung  der  an  den  Scalen  beobachteten  Drucke  in 
Quecksilberdruck  zu  bestimmen  und  sodann  den  Zweck  hatte, 
auf  indirectem  Wege  die  direct  nicht  gut  zu  messenden  Volu- 
men der  Kammern  zu  finden.  Zu  dem.  letzteren  Zwecke  war 
zwischen  dem  Diffusiometer  und  dem  Manometer  noch  ein 
grösseres  Glasgefäss,  mit  einem  Glashahn  auf  der  Seite  des 
Diffusiometers,  angebracht  und  das  Volumen  zwischen  diesem 
Glashahn  und  einem  Striche  der  auf  den  Glasröhren  des 
Manometers  befindlichen  Theilung  mit  Quecksilber  ausgemessen 
worden.  Zur  Bestimmung  des  Druckes  am  Manometer  diente 
ein  in  einer  Entfernung  von  2,5  m  aufgestelltes  Eathetometer- 
fernrohr. 

Die  Böhrenstücke  B  und  C,  sowie  die  vorderen  an  den 
Kammern  angebrachten,  mit  Hähnen  versehenen  Bohren  e'  und 
e",  Fig.  1,  standen  in  Verbindung  mit  Trocken-,  Beinigungs-  und 
Gasentwickelungsapparaten ,  mit  einer  Stiefelluftpumpe,  einer 
Quecksilberluftpumpe  und  einer  Druckpumpe,  und  das  System 
der  Böhrenverzweigungen  und  Hähne  war  so  eingerichtet,  dass 
jede  der  Kammern  Ä'  und  Ä",  sowie  das  Gypsdiaphragma, 
einzeln  mit  diesen  Apparaten  in  Communication  gesetzt  wer- 
den konnten.  Die  verschiedenen  Bohren  waren  untereinander, 
soweit  die  Thcile  des  Apparates  vollkommen  luftdicht  schliessen 
mussten,  mit  Guttapercha  verbunden. 

Mit  Hülfe  der  beschriebenen  Einrichtungen  war  es  leicht, 
die  beiden  Kammern  und  das  poröse  Diaphragma  des  Di£Pusio- 
meters  mit  Gasen  unter  verschiedenem  Drucke  zu  ftillen,  durch 
Drehen  des  Diffusionshahnes  zu  einer  bestimmten  Zeit  die 
Diffusion  zwischen  den  beiden  Kammern  anfangen  zu  lassen, 
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und  die  dann  sich  verändernden  Drucke  der  Zeit  nach  zu 
bestimmen,  während  die  Gasvolumina  constant  blieben.^) 

Was  nun  die  Theorie  der  hierbei  in  Frage  kommenden 
DifFiisionsvorgänge  betriflft,  so  hat  Hr.  Kirchhoff*),  von  den 
Differentialgleichungen  des  Hm.  Stefan  ausgehend,  das  In- 
tegral dieser  Gleichungen  aufgestellt  für  den  Fall,  dass  nur 
ein  Gas  durch  das  Diaphragma  diffundirt  und  letzteres  im 
Anfange  mit  dem  gleichen  Gase,  imter  gleichem  Drucke  ge- 
füllt war,  wie  eine  der  beiden  Kammern.  Sodann  hat  der- 
selbe, für  den  Fall  zweier  Gase,  auf  Grund  der  Theorie  des 
Hm.  Stefan,  Gleichungen  entwickelt,  aus  denen,  mit  Hülfe 
der  Diffusionscoefficienten  der  beiden  Gase  gegen  das  Gyps- 
diaphragma,  der  Diffusionscoefficient  für  die  freie  Diffusion 
der  beiden  Gase  unter  einander  bestimmt  werden  kann.  Diese 
Gleichungen  sind  zur  Prüfang  der  Theorie  durch  die  ange- 
stellten Versuche  benutzt  worden. 

Vor  den  eigentlichen  Diffasionsversuchen  mussten  die 
in  den  Gleichungen  vorkommenden  Constanten  des  Diffusio- 
meters,  sowie  die  Factoren  zur  Reduction  der  Spiegelablen- 
kungen in  Quecksilberdruck  bestimmt  werden.  Diese  Con- 
stanten sind: 

F' ,  das  Volumen  der  Kammer  -4', 

•^    >    »  »  »  »         -^  > 

beide  gemessen  durch  die  Länge  einer  Röhre,  welche  das  Vo- 
lumen von  Ä^  resp.  Ä'  besitzt,  und  deren  Querschnitt  gleich 
dem  Querschnitte  des  Diaphragmas  ist;  sodann: 

a,  der  Bruchtheil  des  Volumens  des  porösen  Körpers,  den 
die  Poren  einnehmen,  und 

J,  die  Länge  des  cylinderförmigen  Diaphragmas. 

Um  die  Volumina  der  Kammern  zu  finden,  war  vorher 
der  Eauminhalt  des  Röhrensystems  zwischen  dem  Diffusio- 
meter  und  dem  an  dem  Glasgefässe  des  QuecksUbermano- 
meters  befindlichen  Glashahn  zu  bestimmen.     Dies  geschah. 


1)  Die  Verändening  des  nngeilüir  138  com  betragenden  Volumens 
einer  Kammer  durch  die  Bewegungen  der  Druckplatte  betrug  bei  den 
Versuchen  nicht  über  0,03  ccm  und  durfte  daher  vernachlässigt  werden. 

2)  Kirchhoff,  Wied.  Ann.  21.  p.  563.  1884;  dies.  Nachtrag  p.  78. 
Kircbbo ff,  Oesammelte  Abbandlangen.    Nachtrag.  5 
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indem  zunächst  das  Böhrensystem  und  zugleich  der  duith  dei 
Glashahn  damit  communicirende,  mit  Quecksilber  aosgemei- 
sene  Baum  des  Manometers  möglichst  luftleer  gemacht,  hienif 
der  Glashahn  geschlossen  und  das  Röhrensjstem  mit  Luft 
unter  dem  Drucke  der  Atmosphäre  gefllllt  wurde.  Nachd« 
der  Barometer-  und  Manometerstand,  sowie  die  nöthigen  Ten- 
peraturen  gemessen  waren,  wurde  das  Röhrensystem  dorck 
die  hinteren  Hähne  des  Diffusiometers  von  diesem  abgeschlossea. 
alsdann  der  zum  Manometer  fuhrende  Glashahn  geöffiiet  joi 
aufs  neue  Druck  und  Temperatur  bestimmt.  Aus  diesen  Mff- 
sungen  liess  sich  in  bekannter  Weise  der  Rauminhalt  im 
Böhrensystemes  berechnen.  Drei  Bestimmungen  ergaben  dafir: 

51,209,  51,030,  51,068  com, 

also  im  Mittel:  51,102  ccm. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  konnten  die  Volumina  der 
Kammern  in  derselben  Weise  gefunden  werden.  Ich  erhieh 
bei  drei  Bestimmungen  das  Volumen  der  Kammer  A': 

135,77,  135,88,  135,52,  im  Mittel:  135,72  ccm 
und  das  der  Kammer  Ä': 

139,02,  139,04,  139,12,  im  Mittel:  139,06  ccm. 
Die  vorstehenden  Messungen  waren  gemacht  bei  Temperaturen 
zwischen  18,5  und  19,5^  C,  wogegen  bei  den  Diffiisionsver- 
suchen  die  Temperaturen  nur  13 — 14®  C.  betrugen.  Durdi 
eine  kleine  hierfür  angebrachte  Correction,  und  nach  Berück- 
sichtigung der  bei  dem  Oeffiien  des  Diffusionshahnes  zu  den 
gemessenen  Volumina  hinzutretenden  kleinen  Räume  in  der 
Oeffnung  dieses  Hahnes,  o  Fig.  1  flir  A\  werden  die  obigen 
Werthe  um  0,10  ccm  vergrössert,  und  es  folgen  alsdann  ans 
denselben  und  aus  dem  Querschnitte  des  Diaphragmas,  wel- 
cher 0,6081  qcm  beträgt,  die  Werthe  der  Constanten: 

r  =  223,35  cm,         F"  =  228,84  cm. 
Durch  directe  Messung  ergab  sich  die  Constante: 

J  =  2,485  cm, 
und  aus  dem  in  ähnlicher  Weise,  wie  das  Volumen  der  Kam- 
mern bestimmten  Volumen  der  Poren  des  Diaphragmas  und 
den  angegebenen  Dimensionen  desselben  die  Constante: 

a  =  0,46. 
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Die  letztere  kann  keinen  Ansprucli  auf  grosse  Genauigkeit 
machen.  Bei  Anwendung  Ton  Sauerstoff  ergab  sich  Rcbon  ein 
um  ungefähr  acht  Proc.ent  grösserer  Werth,  als  bei  Anwen- 
dung von  Wasserstoff,  was  auf  eine  Mitwirkung  von  Abaorp- 
ÜonserscLeiniingen  schliessen  läset.  Indess  spielt  die  Oonataote 
a  bei  der  Berechnung  der  Versuche  mit  zwei  (Jasen  gar  keine, 
und  bei  einem  einzelnen  (is.se  nur  eine  so  geringe  Rolle,  dass 
noch  grössere  als  acht  Procent  betragende  Abweichungen 
keinen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Resultate  haben. 

Die  Factoren  zur  Reduction  der  Spiegelablenkungen  in 
Quecksilberdruck  erhielt  ich,  indem  gleichzeitig  jene  Ablen- 
kungen für  die  beiden  Kammern  und  der  Druck  am  Queck- 
silbermanometer gemessen  wurden,  während  in  den  Kanmiem 
und  der  mit  denselben  communicirenden  Röhre  des  Mano- 
meters verschiedene  Drucke,  zvdschen  0  und  1000  mm  Queck- 
silberhöhe, hergestellt  waren.  Aus  diesen  Messungen  ergaben 
sich  alsdann,  durch  Berechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  die  Constanten  fi  und  *•  der  Gleichung: 

H=  fid+  vd*, 
in  welcher  H  die  auf  0"  C.  reducirte  Höhe  der  die  Druckdif- 
ferenz zwischen  dem  Gase  in  den  Kammern  tind  der  änsseren 
Atmosphäre  messen<len  Quecksilbersäule,  und  d  die   entspre- 
chende  Spiegel  ab  lenk  ujtg    bedeutet.     Die   Messungen    wurden 
bei  annähernd  der  gleichen  Temperatur  vorgenommen,  welche 
während  der  Diffusionsversuthe   bestand.     Es  ergab  sich  f&r 
die  Rammer  Ä,  bei  negativen  Werthen  von  d: 
H  -  3,0947  d  +  0,000  092  02  rf». 
mit  Abweichungen  der   berechneten  von  den  am  Quecksilber- 
fflftQometer  beobachteten  Drucken  zwischen: 

—  1,0  und   +0,6  mm, 
und  bei  positiven  Werthen  von  d: 

H=  3,1173d -0,000317  8<i», 
mit  Abweichungen  zwischen: 

-0,3  und   +0,2  nun; 
sodann  ftlr  die  Kammer  A".  bei  negativen  Werthen  Ton  d: 

H=  2,2546  d  +O.Ü000002020d», 
mit  Abweichungen  zwischen: 

—  Ü,6  und   +0,&mm, 
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und  bei  positiven  Werthen  von  d: 

H  =  2,2564  d  -  0,000  097  50  d«, 
mit  Abweichungen  zwischen: 

-0,3  und   +0,2  mm. 
Die  vorstehenden  Werthe  von  H  dient«a  dazu,   ans  den  ^egd 
ablenkungen    und   dem  Barnmeterstande    die    Drucke   ia  da 
Kammern  des  Diffusiometera  zu  berechnen. 

Es  wurden  Diffus ions versuche  angestellt  mit  den  6«Ht, 
Wasserstoff  und  Sauerstoff;  sie  fanden  statt  in  einem  Sost«ns- 
räume  meines  Laboratoriums,  in  welchem  die  Temperatur  dnni 
Reguürung  einiger  Gasflammen  leit-ht  innerbalb  ziemlich  engti 
Grenzen  coustant  erbalten  werden  konnte.  Sie  betrug  xwisclia 
13,4  und  13,8"  C. 

Der  Wasserstoff  wurde  dargestellt  aus  kkuHichem,  soge- 
nanntem chemisch  reinen  Zink  und  verdünnter  Scbwefelsian 
unter  Zusatz  einiger  Ti-opfen  Platiuchlorid  behufs  besserer  Enl- 
wickelnog  des  Gases;  der  Sauerstoff  aus  Ubermangausaurra 
Kali  und  Waaserstoffbyperoxyd,  Jedes  der  Gase  wur«le  in 
Waschflascben  gereinigt  und  vor  dem  Einströmen  in  das  Dif- 
fusiometer  in  U-förmig  gebogenen,  abwechselnd  mit  wasser- 
freier Phosphorsäure  uud  dtüinen  Schichten  Glaswolle  gefaUtei 
Röhren  getrocknet.  Vor  jedem  der  beiden  Trockenappan« 
befand  sich  ein  Dreiweghabn  von  Glas,  welcher,  je  nach  seiner 
Stellung,  das  aus  der  Entwickelungsflascbe  kommende  and  g^ 
reinigte  Gas  entweder  in  den  Trockenapparat  eintreten  oder. 
diesen  absperrend,  unter  Wasser  in  die  Luft  entweichen  lies». 
Letzteres  geschah  stets  ein  bis  zwei  Stunden  lang,  bevor  du 
Gas  zum  Diffusionsversuche  gebraucht  wurde.  Die  schlieae- 
liehe  Füllung  eines  der  Räume  des  Diffusiometers  mit  einem 
der  Gase  fand  alsdann  statt,  indem  der  betreffende  Raum  nnii 
alle  übrigen  nicht  durch  Hahne  auszuschli  es  senden  Räume  des 
Apparates  bis  zu  dem  oben  erwähnten  Dreiweghahn,  mit  den 
Luftpumpen  dreimal  möglichst  leer  gemacht  and  wieder  mit 
dem  Gase  gefilllt  wurden. 

Ein  am  Trockenapparat  angebrachtes  Rohr  mit  GlaswoDs 
gestattete,  durch  Oefloien  eines  Hahnes,  den  bei  der  FtÜlang 
einer  der  Kammern  oder  des  Gypsdiaphragmaa  mit  Gas  in 
diesen   Räumen   entstandenen  Ueberdruck    mit    der    äusserea 
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Atmosphäre  auszugleichen,  oime  Glefahr  des  EiDdiiiigena  von 
atmosphärischer  Luft  in  das  Difiasiometer. 

19.  November  1883. 
Versuch   mit  Wasserstoff,     ßypsdiaphragma  mit  Wasserstoff 
geMlt.     Temperatur  in  der  Kammer  Ä  \  unverändert 
„  „     „  „        Ä'\       IS.e'C. 


£^        SpiegeUb-         g  .       j. 


ChuiMT 
io»'24'| 


Apparat  mit  Waasentoff  gefllllt  nnter  dem  Druck  der 

-    net,s|5n,7|    -    I    -    |_|_|_|_i 

Kammer  A"  laftleet  gemaeht 

*85,5|nVI       0,0  1—886,4 " "' 

Difiüaioiuhahn  geSfbet 


484,1 '218,5 


81,4 
47,8 
—  6T,2 
92^ 
108,1 
116,e 


—298,2 

—271,2 

—245,1 

-211,4 

'190,B 

1T8,9 


121,4— 172,6  8 
I^  Kanunem  mit  der  AtmoephSre  in  Verbindung  g 

—     1466,61511,71      —      I      —     I    —   I   —   I   —   I   — 


-767,6 
-664,1 
-468,8 


27,64 
27,6S 
27,60 
27,65 
27,68 
21,77 
27,70 


I   ■ 
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Nachdem  die  Bäume  des  Biffusiometera  in  der  fllT  den 
beabsichtigten  Versuch  geeigneten  Weise  vorbereitet  waren, 
wurde  zu  einer  bestimmten  Zeit  der  Diffusionshahn  gefifEnet, 
und  dann,  ausser  den  Thermometer-  und  Barometerständen, 
die  Spiegelablenkungen,  und  zwar  diese  gleichzeitig  von  zwei 
Beobachtern,  sowie  die  Zeitpunkte  dieser  Beobachtungen  be- 
stimmt. Um  die  Beschreibung  des  Versuches  zu  vervoUstän- 
digen,  möge  das  vorstehende  Frotocoll  (p.  664)  eines  solchen 
dienen. 

Die  Barometerstände  sind  nur  zum  Theil  direct  gemessen, 
die  übrigen  interpolirt.  Die  Spiegelablenkungen  A'  und  d"  er- 
geben sich  aus  den  Spiegelablesungen  mit  Holfe  derjenigen 
fUr  die  Gleichgewichtslage  der  Druckplatten,  welche  im  An£uig 
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und  am  Ende  des  Versuches  notirt  sind.  Die  Drucke  P'  und 
P"  folgen  aus  den  durch  die  vorhin  aul^estellten  Reductions- 
formehi  sich  ergebenden  Werthen  von  H  und  den  Barometer- 
ständen. Die  Constante,  welche  zur  Controle  des  luftdichten 
Verschlusses  während  des  Versuches  dient,  folgt  aus  der  dabei 
stattfindenden  Constanz  der  Summe  aller  in  den  Bäumen  des 
Diffusiometers  enthaltenen  Gasmengen.  Sie  ist  in  dem  obigen 
Falle  far  die  Zeit  Null: 

p '  j-        p  "  j_   ^    p ' 
und  für  die  übrigen  Zeiten: 


F'  '    F'       2 

WO  V  das  Volumen  der  Poren  des  Diaphragmas  bedeutet.  Die 
kleinen  Abweichungen  untereinander,  welche  diese  Werthe 
zeigen,  überschreiten  nicht  die  Fehlergrenzen  bei  der  Beduc- 
tion  der  Spiegelablenkungen. 

Die  Werthe  von  F  und  P"  für  die  Zeit  Null,  also  F^ 
und  T^'  ergeben  sich  aus  den  unmittelbar  vorher  gemachten 
Messungen.  Für  diejenige  Kammer,  welche  das  Gas  unter 
dem  gleichen  Drucke  enthält,  wie  das  Gypsdiaphragma  und 
der  kleine  Baum  des  Diffusionshahnes,  o  Fig.  1,  findet  im 
Augenblicke  des  OeiFnens  dieses  Hahnes  keine  Druckänderung 
statt;  in  die  leergepumpte  Kammer  strömt  dagegen  sofort  das 
Gas  aus  dem  entsprechenden  kleinen  Baume  ein  und  erzeugt 
dadurch  eine  Druckerhöhung,  welche  noch  nicht  von  der  Dif- 
fusion herrührt.     Sie  beträgt  in  dem  obigen  Falle  0,8  mm. 

Die  letzte  Columne  enthält  die  aus  den  verschiedenen 
DruckdiflFerenzen  P"  —V  und  entsprechenden  Zeiten  i  sich  er- 
gebenden Werthe  des  Diffusionscoefficienten  k,  Sie  sind  be- 
rechnet mit  Hülfe  der  Gleichung: 

t  ^  log  (A"-  P^)  -  log  ^P"-  PI  -  0,000^ 

0,001  545  t  ' 

welche  aus  der  Gleichung  (19)  des  Hrn.  Kirchhoff  folgt 
wenn  man  darin  nur  das  erste  Glied  der  Summe  berücksich- 
tigt.^)    Es  wird  dadurch: 

1)  Das  iweite  Glied  ist  schon  kleiner  wie  1/10*®  des  ersten. 
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p"  __  2  (P  ' P  "^ - /         P L  r  \  g 


worin:  iV=  1  +  j^^  +  ^^-^,, 


r2_ 


ik 


a"  = 

a  ' 


ß'=^-wr^\       /9"  =  -— J 


und  A  =  0,10063,  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

(A-^Y-)tgA  =  /?'  +  /?" 

ist.  Mit  Benutzung  der  schon  angeführten  Werthe  der  Con- 
stanten V\  V"j  A  und  a  ergibt  sich  hieraus  die  obige  zur 
Berechnung  von  k  benutzte  Gleichung,  in  der  die  Logarithmen 
Briggische  sind. 

Die  für  DruckdiflFerenzen  zwischen  564  und  15  mm  ge- 
fundenen Werthe  von  k  bei  dem  mitgetheilten  Versuche  sind 
so  wenig  von  einander  verschieden,  dass  dadurch  das  Gesetz 
der  Proportionalität  von  Diffusionsgeschwindigkeit  und  Druck- 
differenz bestätigt  wird.  Das  Gleiche  zeigte  sich  bei  einem 
zweiten  Versuche  mit  Wasserstoff.  Derselbe  wurde  so  aus- 
geführt, wie  der  erste,  nur  war  statt  der  Kammer  Ä  die 
andere  Ä'  mit  Wasserstoff  gefüllt.  Ich  erhielt  aus  dem- 
selben bei  Temperaturen  der  Kammern  zwischen  13,8  und 
13,7  <>C,  für  die 

Zeiten:  3  5  8  14  21  29         40  Min. 

and  Druck- 
differenzen:      561,1       460,0      341,7       187,8       98,4       42,3       18,9  mm 
*=       27,86       27,88       27,87       27,96      27,99     27,96     28,06 

im  Mittel  k  ^  27,94, 

also  aus  beiden  Versuchen  zusammen  im  Mittel: 

Ä;  =  27,78, 

welcher  Werth  bei  der  Berechnimg  der  späteren  Versuche  mit 
Wasserstoff  und  Sauerstoff  als  Diffasionsco^fficient  des  ersteren 
gegen  das  Gypsdiaphragma  benutzt  wurde. 

In  der  Gleichung  (19)  des  Hm.  Kirchhoff  ist  die  an- 
fängliche Gasvertheilung  im  Gypsdiaphragma  berücksichtigt. 
Um  ein  Urtheil  zu  gewinnen  über  den  Eünfluss  dieses  Um- 
standes  auf  die  Resultate,   habe   ich  aus  dem  zweiten  Ver- 
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suche  mit  Wasserstoff  die  Werthe  von  k  ebenfalls  nach  der 
Gleichung  (8)  des  Hm.  Eirchhoff  berechnet,  bei  weldier 
keine  Rücksicht  auf  das  Diaphragma  genommen  ist.  Die 
Gleichung  heisst: 


p'-p"  =  (p;-p;')e 


k 
t 


VJ 


1   _   1        J[_ 

wo  *  y    —   y     I     y»' 

Es  ergeben  sich  damit  die  Werthe: 

k  =  27,92    27,90    27,88    27,94     27,97     27,94    28,05 
gegen  k  =  27,86    27,88    27,87    27,96    87,99    27,96    28,06 
für  die  Zeiten:    8  5  8  14         21         29  40  Minten, 

also  nur  sehr  geringe  Unterschiede. 

Aus  zwei  Versuchen  mit  Sauerstoff,  der  erste  bei  Tem- 
peraturen zwischen  13,4  und  13,6®  C,  der  zweite  bei  der 
Temperatur  von  13,7®  G.  und  ganz  analog  denjenigen  mit 
Wasserstoff  angestellt,  folgte  für  die: 

Zeiten:       8  8  16         28         44         64        89       119  Min. 

und  Druck- 
differenzen:   690,1     592,8    468,5    820,9     196,8     106,4    49,6     19,6  mm 
k=     8,696     8,600    8,622    8,618     8,622    8,618    8,610   8,686 

im  Mittel  k  =  8,628. 
und  ftir  die: 

Zeiten:        3  8  16         28         44         64        89       119  Min. 

und  Druck- 
differenzen:   691,7     594,7     466,3     323,8     198,8     107,6     50,2     19,7  mm 
ib=     8,523     8,504    8,528     8,531     8,561     9,572   8,574  8,622 

im  Mittel  k  =  8,551, 

daher  aus  beiden  Versuchen: 

im  Mittel  k  =  8,590 

als  Diffusionscoefficient  für  Sauerstoff.    Auch  diese  Versuche 
bestätigen  das  Proportionalitätsgesetz. 

Nachdem  so  die  Diffusionscoefficienten  der  beiden  Gase 
gegen  das  Gypsdiaphragma  gefunden  waren,  konnte  zu  Ver- 
suchen geschritten  werden,  bei  denen  beide  Gase  gleichzeitig 
von  den  beiden  Seiten  des  Diaphragmas  her  durch  dasselbe 
diffundirten.  Sie  fanden  in  ganz  ähnlicher  Weise  statt,  wie 
die  mit  den  einzelnen  Gasen,  nur  dass  dabei  beide  Kammern 
mit  Gas  unter  dem  Drucke  der  Atmosphäre  gefüllt  wurden. 
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Bei  dem  ersten  dieser  Versuche  war  die  Kammer  Ä  mit 
[  WaBserstoff,  Ä'  mit  Sauerstoff  und   das  Gypsdiaphragma  mit 
I  Wasserstoff  gefilllt.     Die  Temperatur  blieb  constaat  in  beiden 
Kammern  13,7**  C.     Es  ergab  sich  fUr  die; 

Zeiten:       0  12  3  4  5  7  9  Mia. 

I   der  Druck  f:  H9,9     74*,0     739.4     785,0     780,7    727,0    720,5    714,emiii 

„      F":  749,9     755,3     760,3     765,0     768,9    772,5    779,2    784.6    „ 


Zeiten:     12         16         22         33 
der  Druck  P:  707,5     700,7     894,7     690,6 
„      P-.  791,4     798,2     804,3     808,5 


46  59         74   Uin. 

092,5    697,1     703,2  mm 

807,0    802.6    796,8    ., 


Zeiten:     104        119        209        269        329        389  Min. 
der  Druck  P  :  715,0     727,6     738,1     744,1     740,3     748,5  min 
„       P':  785,3     772,8     763,0     757,5     754,1     752,6    ,. 

Bei  einem  zweiten  Versuche  war  die  Kammer  Ä  mit 
Sauerstoff,  X'  mit  Wasserstoff  nnd  das  Oypsdiaphragma  mit 
Sauerstoff  gefüllt.  Die  Temperaturen  schwankten  zwischen 
13.6*  und  13,8'»  C.     Ich  fand  für  die: 

Zeiten:      Ol  2  3  4  5  7  Minuten 

4eD  Druck  P  :  755,4     760,7     766,4     769,7     773,7     777,8     784,5  mm 
„     i*';  755,4    750,0    745,6    741,2    737,0    788,2    726,9    ., 


Zeiten:      9  12  16 

den  Druck  P  :  790,7  798,2  806,0 

„         „      P':  721,0  714,3  707,6 

Zeiten:    35  36         40 

5,6  815,6  816,3 


30  34  Minuten 

815,0  615,6  mm 

697.7  697,3    „ 

90  120  Minuten 

äl3,7     809.3     796,8  786,4  mm 


„         „      P":  691,8  897,3  697,7  699,1     704,0     715.6     725,9 

Ztüten:    180  240  300  370  Minuten 

den  Drack  P  :  772,6  764,7  760,4  758,7  mm 

„         „      P':  739,0  747,1  751,0  753,4    ., 

Zur  Berechnung  des  Biffusionscogföcienten  k  für  die  freie 
Diffusion  der  beiden  Gase  aus  diesen  Versuchen  diente  die 
Gleichung  (21)  des  Hm.  Kircbhoff: 


{P,'r.-P,-r0ir,-f»,)+4pB«, 
in  welcher,  für  17^=11^  =  11: 
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^.    = 


F,   = 


fk,-k,)p,   [t,  dt   **■  i*/' 


•^1  = 


r.  = 


ist.     Hierin  bedeutet: 

77  den  in  beiden  Kammern  gleichen  Dmck  zar  Zeit 

p^  =r  760  mm  den  Normallaftdrack: 

k^y  k^  die  Diffasionscoefficienten  der  Gase  in  den  1 
mem  Ä  und  A"  gegen  das  Gypsdiaphragma; 

V\  V",  V  und  A  die  schon  bei  den  Versuchen  mit 
einzelnen  Gasen  benutzten  Constanten; 

IJ  die  Differenz  der  Drucke  in  den  Kammern,  d.  i.  F 

für  irgend  eine  Zeit  t^  und 

i 
W  das  bestimmte  Integral  fUdt. 

u 

U  ergibt  sich  fiir  die  Beobachtungszeiten  unmittelbaj 
den  entsprechenden  Drucken,  für  dazwischen  liegende  Z 
durch  Interpolation,  dUjdt  mit  Hülfe  von  Interpolationsfor 
und  W  durch  mechanische  Quadratur. 

Für  die  Zeit  Null,  wo  ^^=0  und  W=0  sind,  folgt 
der  transcendenten  Gleichung  zur  Berechnung  von  k  die  < 
chung  (28)  des  Hm.  Kirchhoff: 

Pok  dt  p^k  +  IIk^^ 

sowie  flir  die  Zeit  des  Maximums  von  fT,  die  in  beiden 
Huchon  35  Minuten  war,  und  bei  welcher  dUjdt  =  0  ist 
Gleichung  (30): 
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J  Vermittelst  der  wie  vorhin  erwähnt  zu  berechnenden  und 

'  der  schon  früher  bestimmten  Werthe,  ergab  sich  aus  den  an- 
l  gefiihrten  Gleichungen  fiir: 

^  die  Zeiten  ^  =  0    3    9    16   35    59   104  Min. 

f  ans  d.  ersten  Vers,  kp^  =  3434;  3378;  3153;  3006;  2816;  2725;  2615 

„  ,,  zweiten  ,,  kp^  =  3193;  3200;  3238;  3000;  2807;  2744;  2652 

im  Mittel  kp^  =  3314;  3289;  3196;  3003;  2812;  2734;  2634. 

Die  grösseren  Abweichungen  bei  den  fllr  die  ersten  Zeiten 
aus  den  beiden  Versuchen  gefundenen  Werthe  von  kp^  rühren 
wahrscheinlich  von  dem  Umstände  her,  dass  bei  der  Entwicke- 
lung  der  Gleichung  für  k  keine  Bücksicht  auf  den  Anfangs- 
zustand des  Gypsdiaphragmas  genommen  wurde.  Das  Dia- 
phragma und  die  kleinen  Bäume  im  DifiFusionshahn  sind  ein- 
mal ganz  mit  Wasserstoff  und  das  andere  mal  ganz  mit 
Sauerstoff  gefüllt  worden,  um  so  durch  Anwendung  der  beiden 
extremen  Fälle  die  beiden  entgegengesetzten  Grenzen  des 
Fehlers  jener  Vernachlässigung  zu  erhalten. 

In  dem  obigen  Besultate  zeigt  sich  nun  zunächst,  dass 
kp^  keine  constante  Grösse  ist.  Die  Werthe  für  dieselbe  in 
den  verschiedenen  Stadien  des  Diffusionsversuches  weichen  viel 
mehr  von  einander  ab,  als  dies  bei  Versuchen  über  die  freie 
Diffusion  von  Gasen  schon  gefunden  wurde,  i)  Sodann  ist  selbst 
der  grösste  der  obigen  Werthe  von  kp^  noch  immer  unver- 
gleichlich kleiner  als  derjenige,  welchen  Hr.  Loschmidt^  für 
die  Gase,  Wasserstoff  und  Sauerstoff,  bei  nahe  der  gleichen 
Temperatur,  13®  C,  durch  directe  Versuche  erhalten  hat.  Bei 
dem  von  ihm  für  p^  =  744,6  mm  gefundenen  Werthe:        . 

k  =  0,2966 

liegen  Meter  und  Stunde  als  Einheiten  zu  Grunde.  Wird 
derselbe  auf  die  hier  gewählten  Einheiten,  Gentimeter  und 
Minute,  reducirt,  also  mit  100^/60  multiplicirt,  so  folgt: 

k  =  49,43  und  kp^  =  36786 , 

mithin  noch  mehr  wie  zehnmal  so  gross  als  der  grösste  der 
oben  angeführten  Werthe. 


1)  K.  Waitz,  Wied.  Ann.  17.  p.  201.  1882,  und  A.  v.  Obermayer, 
Wien.  Ber.  85.  p.  748.  1882.  87.  p.  188.  1888. 

2)  Loschmidt,  Wien.  Ber.  61.  p.  376.  1870. 
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Die  Theorie  des  Hrn.  Stefan  für  die  Diffusion 
zweier  Gase  durch  eine  poröse  Wand  ist  hiernach 
durch  meine  Versuche  nicht  bestätigt  worden.  Sie 
involvirt  die  Voraussetzung ,  dass  die  freie  Diffusion  zweier 
Gase  in  den  sehr  kleinen  Eäumen  des  porösen  Körpers  gerade 
so  vor  sich  gehe,  wie  in  grossen  Säumen.  Es  scheint  dies, 
nach  den  erhaltenen  Resultaten,  nicht  der  Fall  zu  sein. 

Die  beiden  Diffusionsversuche  mit  Wasserstoff  und  Sauer- 
stoff wurden  fortgesetzt,  der  erste  bis  zur  Zeit  t  =  389  Minuten, 
der  zweite  bis  zur  Zeit  t  =  870  Minuten.  Durch  mechanische 
Quadratur  erhält  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

389 

^389  ^  f  Udt=^  16480  fOr  den  ersten 

0 
870 

und  W^o  =  f  Udt=^  16390  für  den  zweiten  Versuch. 

0 

Nach  Hm.  Eirchhoff  ist  das  zwischen  der  Zeit  t  und  der 
Zeit  00  fehlende,  durch  Beobachtung  nicht  zu  ermittelnde 
Stück  der  Fläche  W  für  grosse  Werthe  von  t  annähernd: 


und  hierin: 


PT    —  IT  -  ?f- 


Mit  Hülfe  von  kp^  =  2500,  welchem  Werthe  sich  kp^  mit 
wachsender  Zeit  nähert,  folgt  aus  diesen  Gleichungen  jenes 
relativ  nur  kleine  Stück  der  Fläche  für  die  Versuche: 

I  n 

TT  -  TTi    =      440  570 


00 


und  dann  W^^füdt  =  16920  16960, 
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während  diese  Werthe  nach  der  Theorie,  der  Gleichung  (31) 
des  Hm.  Eirchhoff  gemäss: 

^00  =  (r  -  i)  ^^^  =  ^0^89  und  17063 
Sind. 

Die  Annahme  von  kp^  =  2500  in  der  Gleichung  für  l/Aj 
ist  eine  mehr  oder  weniger  willkürliche;  bei  einem  anderen, 
wesentlich  davon  verschiedenen  Werthe,  z.  B.  kp^  =s  2814 
werden  die  Zahlen  für  PT^  um  40,  resp.  50  Einheiten  ver- 
kleinert. Eine  weitere  Unsicherheit  liegt  in  der  Annahme 
von  Uf.  Es  sind  bei  der  obigen  Berechnung  die  grössten 
beobachteten,  d.  h.  die  letzten  Zeiten  zu  Grunde  gelegt  worden. 
Werden  statt  dessen  die  vorletzten  genommen,  so  ergibt  sich 
für  den  ersten  Versuch  ein  um  40  Einheiten  grösseres  und 
für   den   zweiten   ein   um    74   Einheiten  kleineres   TK  .     Da 

00 

diese  Differenzen  indes  relativ  klein  sind,  so  wird  immerhin 
eine  gute  üebereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  imd 
und  theoretisch  gefundenen  Werthen  der  Fläche  W^  bestehen 
bleiben.  Hierbei  handelt  es  sich  freilich  nur  um  einen  spe- 
ciellen  Fall  der  Theorie,  bei  dem  gerade  das  charakteristische 
derselben,  der  Einfluss  von  k,  dem  Coefficienten  der  freien 
Diffusion,  verschwindet.  Auch  die  ältere  Theorie,  welche 
Hr.  Bunsen  benutzte,  führt  zu  der  Gleichung: 


"'.»(i-i)"''^- 


Bei  dieser  Theorie  ist  aber  gar  keine  Bücksicht  genommen 
auf  die  Widerstände,  welche  die  beiden  Gase  im  Inneren  des 
porösen  Körpers  bei  ihrer  Durchdringung  einander  entgegen- 
setzen, während  die  hier  mitgetheilten  Versuche  ergeben  haben, 
dass  diese  Widerstände  noch  sehr  viel  grösser  sein  müssen, 
als  sie  die  Theorie  des  Hm.  Stefan  voraussetzt. 
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6.  Zur  Theorie  der  Diffusion  ron  &asen  dureh  eine 
porOse  Wand;  ron  G.  Elrchhoff« 

Wied.  Ann.  Bd.  21,  p.  563—575,  1884. 

Hr.  Stefan  hat  in  seiner  Abhandlung  ,,über  das  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung ,  insbesondere  die  Diffusion  von 
Gasgemengen'' ^)  ftir  die  Diffusion  zweier  Gase  durch  eine 
poröse  Wand  die  folgenden  Gleichungen  aufgestellt: 

Sie  beziehen  sich  auf  eine  Bewegung  der  beiden  Gase  nach 
der  Richtung  der  aj-Axe  im  Inneren  der  Wand  oder  des 
,,Diaphragmas''.  p^  ist  der  Druck,  den  die  zur  Zeit  t,  an  dem 
durch  den  Werth  von  x  bestimmten  Orte  in  der  Volumen- 
einheit befindliche  Menge  des  ersten. Gases  ausüben  würde, 
wenn  sie  allein  in  diesem  Volumen  vorhanden  wäre.  Ist  Pj 
der  Partialdruck  des  ersten  Gases  ausserhalb  des  Diaphrag- 
mas, so  ist  für  die  Oberfläche  dieses  Pi=ccP^;  es  bezeichnet 
nämlich  a  den  Bruchtheil  des  Volumens  des  porösen  Körpers, 
den  die  Poren  einnehmen,  und  es  ist  vorausgesetzt,  dass  eine 
Gondensation  des  Gases  in  diesen  nicht  stattfindet,  v^  ist  das 
bei  dem  beliebig  zu  wählenden  Normaldruck  p^  und  der  Tem- 
peratur des  Versuches  gemessene  Volumen  der  Menge  des 
ersten  Gases,  welche  durch  eine  auf  der  Richtung  von  x  senk- 
rechte Flächeneinheit,  zur  Zeit  t,  an  dem  durch  x  bestimmten 
Orte,  in  der  Zeiteinheit,  nach  der  Seite,  nach  der  x  wächst, 
hindurchtritt.  Die  analoge  Bedeutung  haben  p^  und  v^  f&r 
das  zweite  Gas.  k^  und  k^  sind  die  Diffasionscoefficienten  des 
ersten  und  des  zweiten  Gases  gegen  das  Diaphragma,  k  ist 
der  Diffiisionscoefficient  der  beiden  Gase  gegeneinander  beim 
Normaldruck  k^. 


1)  Stefan,  Wien.  Ber.  M.  p.  63.  1871. 
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Zn  diesen  partiellen  Differentialgleichungen  kommen  zu- 
nächst gewisse  Bedingungen  hinzu,  die  sich  auf  die  Oberfläche 
des  Diaphragmas  beziehen.  Es  seien  dieses  die  Ebenen  x  =  0 
und  x=  A  Auf  jeder  Seite  befinde  sich  ein  abgeschlossener 
Saum,  eine  Kammer,  in  der  die  beiden  Gase  gleichmässig 
durcheinander  gemischt  sind.  Die  Kammer,  die  an  die  Fläche 
a;  =  0  stösst,  habe  das  Volumen  F",  die  andere  das  Volumen 
F^';  ein  jedes  von  diesen  soll  gemessen  sein  durch  die  Länge 
einer  Bohre,  die  dasselbe  Volumen  besitzt,  und  deren  Quer- 
schnitt gleich  dem  Querschnitt  des  Diaphragmas  ist.  Be- 
zeichnen dann  P/,  P,',  Pj",  P,"  die  Partialdrucke  der  beiden 
Oase  in  den  beiden  Kammern  zur  Zeit  t,  so  muss: 


(3) 


1  dCrP,-)  j,, 

fr              A                           1  dCF^'Pi'O  „ 

fiirx  =  J:              ^i=p,        dt       '  -Pi=«A 

1  diT'Pi')  ^ 


tf 


ir 


sein. 

Noch  setze  man: 

sodass  F  den  Gesammtdruck  in  der  ersten,  F'  den  in  der 
zweiten  E[ammer  bedeutet.  Bei  den  Diffusionsyersuchen,  welche 
Bunsen  in  seinen  „Gasometrischen  Methoden^'  beschrieben 
hat^  waren  P'  und  P"  constant;  hier  ist  der  Fall  ins  Auge 
zu  fassen,  dass  F'  und  V  constant  sind. 

Endlich  sind  diejenigen  Gleichungen  zu  erfbllen,  die 
ausdrücken,  dass  die  Anfangsyertheilung  der  Gase  eine  ge- 
gebene sei. 

2.  Man  kommt  auf  den  einfacheren  Fall  der  Diffusion 
eines  Gases  durch  ein  Diaphragma,  wenn  man  p^  =  Q  und 
9,  =  0  setzt.     Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben  dann: 

(4)  ^  +  !!^^       0,       1^  +  ^  =  0, 

^  '  ax    '     kl    ^  ^       p^  dt        Bx  ' 

und  die  Gleichungen  (3): 
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f&rx  =  0:     ^1=  ---    \^  '\    Pi  =  a-Pi 

Für  den  Fall,  dass  P/  und  P/',  d.  h.  die  Drucke  in  den 
beiden  E[ammem  constant  erhalten  werden,  kann  man  diesen 
Gleichungen  bei  der  Annahme  genügen,  dass  p^  und  v^  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  der  Vorgang  in  dem  Diaphragma 
also  ein  stationärer  ist;  es  muss  dann  t^^  auch  von  x  unab- 
hängig, also: 

(6)  p^  =  const.  ^-T^^i^ 

sein.  Sogleich  nach  dem  Beginne  der  Diffusion  kann  der 
stationäre  Zustand  nur  eintreten,  wenn  die  Anfangsyertheilung 
des  G-ases  dieser  Gleichung  gemäss  ist;  ist  das  nicht  der 
Fall,  so  wird  aber  der  Einfluss  der  Anfangs vertheüung  bei 
den  Verhältnissen,  die  bei  den  Versuchen  yerwirklicht  zu  sein 
pflegen,  sehr  schnell  abnehmen,  und  der  Zustand  der  Strömung 
Yon  diesem  stationären  bald  nur  unmerklich  verschieden  sein. 
Sind  nicht  die  Drucke  P^',  P^",  sondern  die  Volumina 
F',  F"  constant,  so  ist^  genau  genommen,  ein  stationärer 
Zustand  (ausser  dem  der  Ruhe)  nicht  möglich;  näherungs- 
weise wird  man  aber  in  jedem  Augenblicke  die  Strömung 
im  Diaphragma  als  derjenigen  stationären  Strömung  gleich 
annehmen  dürfen,  die  stattfinden  würde,  wenn  die  Drucke 
Pj',  P^"  hinreichend  lange  die  Werthe,  die  sie  augenblicklich 
besitzen,  gehabt  hätten.  Auch  ftLr  den  Fall,  dass  F'  und  V 
constant  sind,  darf  man  dann  aus  den  Gleichungen  (4)  die 
Gleichung  (6)  folgern,  mit  deren  Hülfe  die  Gleichungen  (5)  dann 
ergeben: 

di       '"        VA  ^1  "  M  ^ 
wo: 

(7)  J-  +  J-^L 
gesetzt  ist,  also:  • 

(8)  Pi'-Pi"=J5e    ^''   , 
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WO  B  eine  Constante  bedeutet,   und  zwar  den  Anfiangswerth 

von  P^'—Pi". 

Der  Fehler  dieser  Gleichung  lässt  sich  theoretisch  be- 
urtheilen,  da  für  den  Fall,  dass  F'  und  F"  constant  sind, 
sich  die  genaue  Lösung  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  finden 
lässt,  bei  welcher  für  /  =  0  der  Druck  p^  einer  beliebig  ge- 
gebenen Function  von  x  gleich  wird. 

Setzt  man: 

(9)  a»  =  ^,     i'  =  f,     b"=^, 

so  gibt  die  Elimination  von  v^  aus  den  beiden  Gleichungen  (4): 

und  die  Gleichungen  (5)  geben  die  Grenzbedingungen: 

(11)  far.  =  0  ^  =  a>6'^,für.  =  J  ^=-aH"^, 
die  sich  auch  schreiben  lassen: 

dx*  dx '  ox*  ox 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  leicht  auf  diejenigen  zu- 
rückfuhren, die  ein  bekanntes  Problem  der  Wärmeleitung 
aussprechen.     Macht  man  nämlich: 

(12)  §1  =  *, 

so  werden  sie  -är  =  öj  ä-.-  > 

dt  ox*  ' 

für  a;  =  0    1^  =  6' ö-,     für  x  =  J     |^=-5"i^, 

ox  ^  ox  ^ 

und  das  sind  die  Gleichungen,  denen  die  Temperatur  &  in 
einem  Körper  genügen  muss,  der  durch  die  Ebenen  x  =  0 
und  x  =  jd  begrenzt  ist  und  in  diesen  Ebenen,  denen  eine 
verschiedene  äussere  Leitungsfähigkeit  zukommt,  seine  Wärme 
an  eine  Umgebung  von  der  Temperatur  Null  abgibt.  Die 
Gleichungen  werden  erfüllt  durch: 

(13)  0=2A,X^e      ^ 
wo  die  Summe  so  zu  bilden  ist,  dass  für  n  alle  ganzen  Zahlen 

Kirchhoffi  Gesammelte  Abhandlungen.    Nachtrag.  6 


t 


> 
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von  1  bis  OD  gesetzt  werden;  An  eine  willkürliche  Constante 
bezeichnet; 

ist,  X^,  i^,  ...  die  ihrer  Grösse  nach  geordneten,  positiven 
Wurzeln  der  Gleichung 

(15)  (i_0:)tgX  =  /9'  +  /9" 

bedeuten,  und 

(16)  /9'=6'J,        /9"=rj 
gesetzt  ist. 

Die  Constanten  -4„  bestimmen  sich,  wenn  &  flir  <  =  0 
als  Function  von  x  gegeben  ist.  Es  sei  diese  Function  &q, 
so  muss  die  Gleichung: 

erfüllt  werden.     Es  ist  aber: 

undflirx  =  0     ^  =  4z«,     fliraj  =  J     ^  =  _^Z,. 

Aus  der  Differentialgleichung  ftLr  X^  folgt  bei  Benutzung  des 
Werthes,  den  diese  Function  für  aj  =  0  hat: 

daraus  weiter: 

für  X  =  J    (-X,)*  =  ^,  ^  ^,.,  ,    während 

* 

fürx  =  0     (Z.)»  =  TTiw 


^/i^Z...  =  -[:^^^]+/^^.x. 


ist.     Aus  derselben  Differentialgleichung  folgt  femer: 

J  JA 

}^ 
A 

0  0        0 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass,  wenn  n  und  m  zwei  verschie- 
dene ganze,  positive  Zahlen  sind: 

A 

f  XnX^dx=^0^ 
und  dass:  n 
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'4^^-^'"-m)'''-HTÄr^T^] 


A 

0 


ist,  da  aber: 

.    0  0 

ist,  so  ergibt  sich: 

0 

Daraus  findet  man  für  Ä»  die  Gleichung: 

j 

(17)      A,A[l  +  ^;^^  +  j^^^)=^2X,'J&,X,dx. 

0 

Damit  ist  der  ftir  i?*  in  (13)  angestellte  Ausdruck  yoUstandig 
bestimmt. 

um  nun  mit  Hülfe  von  (12)  p^  zu  berechnen,  wenn  dieses 
für  /  =  0  eine  gegebene  Function  von  x  ist,  hat  man  zu  be- 
nutzen, dass  nach  (14): 

rj?.dx  =  ^-— L=fA,sin^-/9'cos^l. 
Daraus  folgt: 


(18)p,=^  +  2t^:j^.(^sm^-/?'co8^^).-    -     , 

WO  Ä  eine  von  x  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Es  muss 
dieselbe  auch  von  /  unabhängig  sein,  da  p^  der  partiellen 
Differentialgleichung  (10)  genügen  soll  und  dieser  durch  jedes 
Glied  der  in  dem  Ausdruck  von  p^  vorkommenden  Summe 
genügt  wird.     Für  t  =  0  möge  p^  =  n^  sein;  es  ist  dann: 

zu  setzen,  und  mit  diesem  Werthe  von  &q  sind  nach  (17)  die 
Coefficienten  A^  zu  berechnen.  Die  Grösse  Ä  findet  man 
durch  die  folgende  üeberlegung.  Die  Gleichungen  (10)  und  (11) 
geben,  wenn  man  die  erste  mit  dx  multiplicirt,  zwischen  den 

6* 
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Grenzen  0  und  A  integrirt  und  mit  p^,  p^'  die  Werthe  von 
p^  für  diese  Grenzen  bezeichnet: 

0 

eine  Gleichung,  die  ausspricht,  dass  die  Yorhandene  Gasmasse 
mit  der  Zeit  sich  nicht  ändert.  Führt  man  auch  hier  die 
durch  (16)  definirten  Zeichen  /?'  und  ß"  ein,  so  hat  man  also: 

A 

0 

Setzt  man  die  Werthe  einander  gleich,  welche  dieser  Aus- 
druck ftLr  /  =  0  und  t  =  oo  annimmt,  und  beachtet  dabei, 
dass  nach  (18)  fUr  /  =  cx): 

wird,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A\ 

A 

0 

Von  besonderem  Interesse  für  den  Versuch  ist  der  Fall, 
der  sehr  nahe  verwirklicht  werden  kann,  dass  n^  für  alle 
endlichen  Werthe  von  x  zwischen  0  und  A  den  einen 
Werth  %^\  für  X  =  0  den  anderen  %^  hat;  für  jeden  end- 
lichen Werth  von  x  ist  dann  i^^^  =  0 ,  für  unendlich  kleine 
Werthe  von  x  wird  &^  unendlich,  aber  so,  dass,  wenn  €  eine 
beliebig  kleine,  positive,  endliche  Grösse  bedeutet: 

« 

f&^dx  =  <  —  n^ 

0 

ist.     Die  Gleichung  (17)  gibt  dann: 

Der  hieraus  folgende  Werth  von  X  soll  in  die  Gleichung  (18) 
substituirt  und  in  dieser  x  einmal  =  0,  dann  =  A  gesetzt 
werden.  Für  den  letzteren  ist  das  Quadrat  von  -X,  bereits 
berechnet,  aber  das  Vorzeichen  dieser  Grösse  ist  unbestimiat 
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geblieben.  Mit  Hülfe  you  (15)  folgt  aus  (14),  dass  für 
rr  =  J : 

X^  also  Yon  demselben  Vorzeichen,  wie  sin  A«  ist.  Aus  der 
Gleichung  (15)  ersieht  man  aber,  wenn  man  sie  durch  tg  X 
diridirt  hat,  dass  ihre  Wurzeln  Aj,  A^,  A3,  .  .  .  resp.  in  den 
Intervallen  0  bis  n,  n  bis  2n,  2n  bis  Sn,  ,  .  liegen,  das 
Vorzeichen  von  sin  Ä,  also  das  von  ( — 1)»+^  ist,  woraus  dann 
folgt,  dass  f&r  x  =  A: 

und  daher: 

j^^  d  h   ^' ^^ ^" "" ^^ ^^° ^^  =  ( nn       ß'' 

Bei  Benutzung  hiervon  erhält  man  aus  (18),  wenn  man  noch 
durch  cc  dividirt,  statt  der  Drucke  p^\  p(' ^  die  sich  auf  das 
Innere  des  Diaphragmas  beziehen,  die  Drucke  P^',  F^'  ein- 
führt, die  in  den  angrenzenden  Kammern  stattfinden,  und  der 
EtLrze  wegen: 

setzt:  '^  A,-+r  ^  ^•+r»    "^  ^,^. 

p/— -  =  2(p;-p;o^--L=  ,  ^^     e  "^ 


P/— -=2(P;— P;0^(— 1)»      / ^i^^ e      ^'"''. 

Hieraus  folgt: 

\    p'      P''  =  2(P'     P''^^  ß  (         ß'  ^(^\\n ß"         \p^        ^* 

Es  wird  dieser  Ausdruck  identisch  mit  dem  in  (8)  ange- 
gebenen, wenn  man  ß'  und  ß"  als  unendlich  klein  annimmt 
und  nur  Endliches  berücksichtigt;  dann  wird  nämlich: 

^'=ß'+ ß", 

und   es    reducirt   sich   die   hier   auftretende   Summe   auf  ihr 
erstes  Glied. 


86  O.  Kirchhoff. 

3.  Wenn  bei  einem  gegebenen  Apparate  der  hier  ge- 
dachten Art  /?'  und  /?"  so  klein,  also  die  Volumina  der  beiden 
Kammern  gegen  das  Volumen  des  Diaphragmas  so  gross  sind, 
dass  bei  der  Diffusion  eines  Gases  die  Gleichung  (19)  sich 
nicht  bemerkbar  von  der  Gleichung  (8)  unterscheidet,  die  aus 
der  Annahme  hergeleitet  ist,  dass  in  jedem  Zeitelement  die 
Strömung  im  Diaphragma  als  eine  stationäre  angesehen  werden 
kann,  so  wird  man  berechtigt  sein,  dieselbe  Annahme  andi 
für  die  Diffusion  zweier  Gase  zu  machen.  Infolge  derselben 
darf  man  dann  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  v^  und  v^  als 
unabhängig  von  x  betrachten,  wodurch  die  Gleichungen  (1) 
leicht  integrabel  werden.  Indem  man  sie  einmal  direct  addirt^ 
dann,  nachdem  sie  mit  — v^  und  v^  multiplicirt  waren,  findet 
man  durch  Integration: 

und:        p^v,  - p,v,  +  ^1^  {1- -  Ij  =  e   *      const. 

Hier  setze  man  einmal  x  =  0 ,  dann  x  =  J ,  eliminire  die 
beiden  mit  const.  bezeichneten  Grössen  und  föhre  statt  der 
Werthe  von  p^  und  p^  die  in  den  beiden  Kammern  statt- 
findenden Drucke  ein.     Dadurch  erhält  man: 

(20)  P'-P"  =  ;,o(|  +  j)^' 

(21)  log )f^—hl='-^A. 

(Pt  ri'Pi   V   K  +  ^i)   +  kpoV,r,  [j--  j^j 

Diese  zwei  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen (3)  bestimmen  die  sechs  Zeitfunctionen  Pj',  P^",  P/, 
-Ps'S  ^1?  ^2>  wenn  die  Anfangs  werthe  von  P^',  P^",  P^',  P," 
gegeben  sind.  Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt,  wenn  man  fj 
und  Vj  eliminirt  und  dann  integrirt: 

(22)  r(Pi'-  /7i)  +  F"P/'=  0,     F'P,'+  F"(P/'-/7,)  =0. 

wo   /7j  und  n^    zwei  Constanten   und   zwar   die  Drucke  be- 
zeichnen, die  die  beiden  Gase  ausüben,  wenn  das  erste  Gas 
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ganz  in  der  ersten  Kammer,  das  zweite  ganz  in  der  zweiten 
sich  befindet.     Aus  denselben  Gleichungen  folgt  femer: 

F"  dP'       V"  dP" 
""^ +''*="  7;^  =  ^"^' 

also,   wenn   man   wieder  das  durch  (7)  definirte  Volumen  V 
einführt  und: 

(23)  r—  P"  =  Z7  setzt, 

(24)  v,  +  v,=  --~-^. 
Man  setze  femer: 

(25)  F'(^'  +  5:)  =  -lTr, 
woraus  nach  (22)  folgt: 


Es   wird    dann    eine    einfache   Beziehung   zwischen   den 
Functionen  TT  und  ?7sich  ergeben.    In  der  That  ist  nach  (20): 

(26)  h  te  +  ä  =  i  U, 

tind  daher  ergibt  die  Differentiation  von  (25)  bei  Rücksicht 
auf  (3): 

dt       "' 

Man  kann  hiemach  Pj',  Pj",  P,',  Pj",  v^,  »,  durch  W  und 
seine  beiden  ersten  Differentialquotienten  nach  t  ausdrücken. 
Behält  man  das  Zeichen  U  bei,  so  findet  man  aus  (22),  (23) 
und  (25): 

und  hieraus  mit  Hülfe  von  (3),  oder  aus  (24)  und  (26): 
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U        ^r*  Po\k,  dt  ^  A) 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (21),  so  erhält 
man  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  W.  Die 
beiden  Constanten  der  Integration  bestimmen  sich  ans  den 
Anfangswerthen  von  W  und  ü",  die  selbst  mit  Hülfe  von  (23) 
und  (25)  aus  den  Anfangswerthen  von  P^',  Pj",  P,',  P,"  zu 
berechnen  sind,  welche  auch  dazu  dienen  müssen ,  um  die  in 
der  Differentialgleichung  vorkommenden  Constanten  ZT^  und  /^ 
durch  die  Gleichungen  (22)  zu  ermitteln. 

Wenn  die  gefundene  Differentialgleichung  auch  nicht  inte- 
grirt  werden  kann,  so  lässt  sie  sich  doch  benutzen^  um  die  in 
ihr  vorkommende  Constante  k  aus  Beobachtungen  zu  bestim- 
men und  die  Theorie,  aus  der  sie  hergeleitet  ist,  zu  prüfen. 
Für  beliebige  Werthe  von  t  kann  man  durch  die  Beobachtung 
U  finden  und  dann  durch  mechanische  Quadratur  W  und  durch 
eine  Interpolationsformel  düjdi  ermitteln.  Setzt  man  irgend 
welche  zusammengehörige  Werthe  dieser  drei  Functionen  in 
die  Differentialgleichung  ein,  so  kann  man  aus  ihr  k  berech- 
nen, vorausgesetzt,  dass  die  anderen  in  ihr  vorkommenden 
Constanten  bekannt  sind. 

4.  In  Betreff  der  Anfangswerthe  von  P/,  P/',  P^',  P," 
soll  nun  angenommen  werden,  dass  für  /  =  0: 

P/=/7,     P;'=0,     P,'=0,     P,"=/7 

ist;  nach  (22)  ist  dann: 

/7,  =  /7,  =  /7, 

und  nach  (23)  und  (25)  für  ^  =  0: 

17=0     und     IF=0. 

Bei  Rücksicht  auf  (26)  gibt  hiernach  die  Gleichung  (21) 
für  /  =  0: 
(28)  -l^FJ^=logM±^. 

In  einem  gewissen  Augenblick  wird  der  absolute  Werth 
von  U  ein  Maximum;  man  erhält  eine  Relation  zwischen  den 
Werthen,  die  U  und  W  in  diesem  Augenblick  haben,  wenn 
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man  in  der  Oleichnng  (21)  dUjdt^O  setzt.  Bequemer ,  als 
aus  dieser  Gleichung  (die  eine  identische  wird,  wenn  man  un- 
mittelbar die  genannte  Substitution  macht),  findet  man  jene 
Relation  aber  durch  Betrachtungen,  die  an  die  Gleichungen 
(1)  zu  knüpfen  sind.  Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem 
sie  mit  den  Factoren: 

PiJ-_Pt  .  ^        Pi-^Pt  ,  ^ 

multiplicirt  sind,  so  erhält  man: 

Pi  +  Ptd(pi±P%)  1  ^«  M   ^A   ,     1  dPt\ 

~~k        ei     "^  ^^0  ['k^'di  "^  X"d^/ 

Ist  nun  t'j  4- 1;^  rs  0,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  das  Maximum 
oder  Minimum  von  U  stattfindet,  so  ist  diese  Gleichung  inte- 
grabel  und  gibt,  wenn  man  sie  zwischen  den  Grenzen  x  =  0 
imd  X  =  J  integrirt  und  statt  der  Drucke  im  Diaphragma  die 
Drucke  in  den  Kammern  einführt: 

Nach  (27)  ist  aber: 

P"+P'=  277+ ^^17,    i>"-7>'=-ü-, 

und  daher: 

(»»)lk(^+'?ir?)^+".  +  a  +  i)^-(2,-l.)'^-»- 

Die  Summe  v^  +  v^  verschwindet  auch  für  /  =  cx) ,  weil 
dann  jeder  der  beiden  Summanden  verschwindet.  Auch  für 
diesen  Fall  gelten  also  die  an  die  Gleichung  (29)  geknüpften 
Schlüsse,  besteht  also  die  Gleichung  (30).  Hier  ist  aber 
Cr=0;    bezeichnet  man   durch    TT     den  Werth   von   W  für 

'  CO 

<  =  CXD ,  80  ist  also: 


(31)  "^»  =  (i-^)^^^- 
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Diese  Gleichung  folgt  übrigens  aus  den  Gleichungen  (27)  allein, 
wenn  man  benutzt,  dass  fftr  t  =^  oo: 

P/  =  P/'    und  Pj'  =  Pj" 

ist,  ohne  dass  man  die  Gleichung  (21)  oder  eine  ihr  äqui- 
valente zu  Hülfe  zieht. 

Soll  die  Gleichung  (31)  an  den  Beobachtungen  geprüft 
werden,  so  ist  es  wünschenswerth,  einen  Ausdruck  der  Function 
W  flir  grosse  Werthe  der  Zeit  zu  haben,  um  aus  dem  Werth 
von  W  für  ein  grosses  t  seinen  Werth  flir  <  =  oo  berechnen 
zu  können.  Man  erreicht  diesen  Zweck  leicht  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (29).  Für  ein  grosses  t  sind  v^  und  v^  nur  klein, 
und  nach  (1)  also  auch  die  Aenderungen  nur  klein,  die  p^  und 
p^  innerhalb  des  Diaphragmas  erleiden.  Auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (29)  darf  man  daher  p^  und  p^  als  con- 
stant  betrachten  und  resp.  den  Werthen  gleichsetzen,  die 
aP/  oder  aP^"  und  ccP^'  oder  aP,"  flir  /  =  cx)  annehmen, 
d.  h.  man  darf  nach  (27)  setzen: 

V  V 

Integrirt  man  dann  wieder  die  Gleichung  (29)  zwischen  den 
Grenzen  a;  =  0  und  x  =  J,  setzt  für  v^  +  v^  seinen  Werth  aus 
(24),  vernachlässigt  das  mit  dem  Factor  IJ^  behaftete  Glied 
und  führt  die  durch  (31)  definirte  Grösse  W^  ein,  so  erhält 
man  für  W  die  lineare  Differentialgleichung: 

a=rj(l  +  l  +  ^), 


b  =  F2j2UV  +  T^4 


Das  allgemeine  Integral  derselben  ist: 
wo  ij  und  Aj  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 
sind,  d.  h.  l/i^  und  l/A,  die  Ausdrücke  haben: 


z^k  +  1 

2    1*,^ 
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welche  Ausdrücke  stets  reell  uud  positiv  sind,  da  es  Atj,  k^, 
V,  V"  sind.     Ist  die  Zeit  gross  genug,  so  wird  hiemach: 

wo  A^  die  kleinere  der  beiden  Wurzeln  ist,  also: 
mithin:  W^  =  W  +  ^. 


7.  Ueber  die  Formänderang,  die  ein  fester  elastischer 

EOrper  erflUirt,  wenn  er  magnetisch  oder  dlSlectrlsch 

polarlslrt  wird;  Ton  0.  Elrchhoff. 

Sitzber.  der  k.  Acad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  vom  28.  Febr.  1884,  p.  137. 

Wied.  Ann.  Bd.  24  p.  52,  1885. 

Am  17.  Februar  1881  hat  Hr.  v.  Helmholtz  der  Aca- 
demie  eine  Mittheilimg  über  die  Kräfte  gemacht,  welche  auf 
die  Theile  von  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirten  Kör- 
pern wirken,  und  Ausdrücke  für  diese  Kräfte  mit  Hülfe  des 
Princips  von  der  Erhaltung  der  Energie  aus  der  Annahme 
abgeleitet,  dass  Poisson's  Theorie  des  inducirten  Magnetis- 
mus für  starre  Körper  im  Lufträume  richtig  ist  und  sich 
übertragen  lässt  auf  dielectrisch  polarisirbare  Nichtleiter.  Die 
Resultate,  zu  denen  er  gelangt,  stimmen  im  übrigen  mit  den 
schon  früher  von  Sir  W.  Thomson  und  Cl.  Maxwell  ent- 
wickelten überein;  nur  enthalten  sie  neben  der  Inductions- 
constanten  noch  eine  zweite  von  der  Natur  des  Mittels  ab- 
hängige Grösse,  die  bestimmt  ist  durch  die  Aenderung,  die 
jene  bei  einer  Aenderung  der  Dichtigkeit  erfährt.  Es  hat 
Hr.  V.  Helmholtz  bei  seinen  Betrachtungen  vorzugsweise 
Flüssigkeiten  im  Auge  gehabt.  Bei  festen  Körpern  ist  zu 
vermuthen,   dass  jene  Kräfte   mitbedingt   sein  werden  durch 
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eine  dritte  Cunstante,  die  eingeführt  werden  muss,  wenn  man 
die  Aenderung  ausdrücken  will,  die  die  Indnction  durch  Dila- 
tationen erfährt,  welche  in  verschiedenen  Richtungen  verschie- 
den sind.  Es  soll  im  Folgenden  diese  Vermnthung  geprüft 
und  dann  die  allgemeine  Theorie  auf  einen  einfachen  Fall 
angewandt  werden.') 

1.  Es  möge  mit  einer  Betrachtung  begonnen  werden, 
die  ähnlich  einer  ist,  durch  welche  die  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Poiason'achen  Theorie  des  inducirten  Ma^e- 
tismus  begründet  zu  werden  pflegen,  und  die  zeigen  soll,  wie 
der  magnetische  Zustand  zu  bestimmen  ist,  den  unter  dem 
Einfluss  gegebener  magnetisirender  Eräfte  eine  Eisenmasse 
annimmt,  deren  Theilchen  behebig  gegebene,  unendlich  kleine 
Verschiebungen  aus  Lagen  erfahren  haben,  bei  denen  die 
Masse  in  ihrem  natürlichen  Znstande  sich  befand. 

Man  denke  sich  eine  Kugel  aus  Eisen,  welche  in  drei 
aufeinander  senkrechten  Richtungen  die  überall  gleichen,  als 
unendlich  klein  zu  betrachtenden  Dilatationen  Aj,  jl^,  i^ 
erlitten  hat.  Wirkt  auf  diese  Kugel  eine  constante  magne- 
tische Kraft,  deren  Intensität  J,  ist,  in  der  Richtung  von  \, 
so  wird  die  magnetische  Axo  derselben  auch  die  Richtung 
von  Ij  haben,  und  ist  /t^  ihr  magnetisches  Moment,  bezogen 
auf  die  ,Volumeneinheit,  so  wird  man: 

fh  =  lj>-p'{K  +  ^  +  h)  -p"K)-fi 

setzen  dürfen,  wo  p,  p',  p"  Constanten  sind,  d.  h.  nur  von 
der  Natur  des  Eisens  und,  wie  hier  noch  als  möglich  ange- 
nommen werden  muss,  von  der  Grösse  der  Kugel  abhängen 
können.  Wirken  gleichzeitig  auf  die  Kugel  in  den  Richtungen 
von  i,,  ij,  Ag  constante  magnetische  Kräfte,  deren  Intensitäten 
/,,  J^,  Jg  sind,  und  bedeuten  nun  /ij,  fi^,  ^  die  auf  die  Vo- 
lumeneinheit bezogenen  magnetischen  Momente  der  Kugel  für 


1)  Bei  der  CoirccCur  dieser  Mitlheilun^  erhallt  ich  d«e  FcLniarlLeft 
von  Wiedemunn'a  Auaaleu,  in  dem  sich  eine  Arbeit  von  Hrn.  Lor- 
berg „über  Electrostriction"  befindet;  Bd.  21.  p.  300.  Ea  budeht  fa'iJi 
diese  auf  denselben  Gegenstand,  der  hier  abgehandelt  ist.  und  führt  dnroh 
Betraxshtaitgen  von  anderer  Form  an  gleichen  Reanltaten. 
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dieselben  Bichtungen,  so  gilt  auch  jetzt  noch  diese  Qleichung, 
und  es  ist: 

f^2  =  (P  -p'iK  +  K  +  K)  -p"h)J% 

und:  lhi=-(p-'P\K  +  ^  +  K)  '-P'h)^3  • 

Nun  sei  die  gedachte  Kugel  ein  unendlich  kleiner  Theil 
einer  endlichen  Eisenmasse,  deren  Punkte  beliebig  relative 
Verschiebungen  erlitten  haben,  und  die  durch  gegebene  äussere 
£räfte  magnetisirt  ist,  welche  von  einem  permanenten  Magnet 
herrühren  mögen.  Sie  befindet  sich  dann  unter  den  eben 
vorausgesetzten  Verhältnissen,  ^j  ^^  ^  sind  ihre  Haupt- 
dilatationen; es  seien  «^,  «3,  ^3  die  Goordinaten  eines  Punktes 
in  ihr  in  den  Richtungen  der  Hauptdilatationen,  V  das  Potential 
der  äusseren  magnetischen  Kräfte,  Q  das  Potential  der  ganzen, 
magnetisch  gewordenen  Eisenmasse  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  und: 

y  =  F+  0. 
Es  ist  dann: 

j   4n  dq>         j  ^n  dq>         j  4n  dq> 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  von  fe^, 
1^3  7  /^3)  so  erhält  man  Gleichungen,  aus  denen  zunächst  zu 
schliessen  ist,  dass  ^,  p\  p"  von  dem  Radius  der  Kugel  unab- 
hängig sind,  da  alle  anderen,  in  ihr  vorkommenden  Grössen 
von  diesem  Badius  nicht  abhängen.     Setzt  man: 


P       _i.  P  _  ij  P 


ft 


und   vernachlässigt  Grössen  von  der  Ordnung  der  Quadrate 
von  ^,  Ag,  A3,  so  erhält  man  aus  ihnen  weiter: 

/*,=  -(*-  *'(Ai  +  ^  +  A3)  -  *"A,)|J, 

M,  =  -  (ft  -  A:'(A^  +  A,  +  A3)  -  r  A3)  Ij. 

Man  bezeichne  nun  die  Goordinaten  des  Punktes  («^,  s^^  8^ 
in  Bezug  auf  ein  beliebiges,  rechtwinkliges  Goordinatensystem 
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durch  X,  y,  z,  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Axen  der 
^19  ^2»  ^3  ^^^  ^^^  Axen  der  x,  y,  z  bilden,  durch: 

«!>   hy  ^v        S>  ^2>  ^2»        S?  ^3>  ^> 

und  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  magnetischen  Mo- 
mente für  die  Axen  der  x,  y,  z  durch  cc,  ß,  y\  man  hat  dann: 

imd  die  Gleichungen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  statt 
des  Index  1  der  Index  2  oder  3  gesetzt  wird.  £s  seien 
femer  u,  v,  w  die  unendlich  kleinen  Verrückungen,  die  der 
materielle  Punkt,  welcher  am  Orte  (a;,  y,  z)  sich  befindet, 
erlitten  hat,  während  die  Dilatationen  A^,  ^,  A,  erzeugt  wur- 
den; dann  gelten  die  Gleichungen: 

und  diejenigen,  die  aus  ihnen  entstehen,  wenn  aj,  y,  z  und 
Uj  Vy  w  und  aj  by  0  cyklisch  vertauscht  werden.  MultipUcirt 
man  die  Gleichungen  fiir  f^,  fi^,  jUg  mit  ^1,0^^0^  oder  mit 

^1?  ^2>  ^3  ^^^^  ^^^  ^u  ^2>  ^3  ^^^  addirt  sie  jedesmid,  so  erhält 
man  infolge  hiervon: 

d(p  dg)  d<p 

P  -    ""  ^21  ö^  -  »22  ä^  -  «23  äi:  ' 

d<jE)  d(p  d(p 

^  ~  ■"  "31  ä^  -  «32  g]^  -  »33  ä^ ' 


x' 


^^  \dx       oy        ax  j 


■H.-'-wi-M+a-'- 


5y' 

dtr 
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_        _       r  (dv       dw\ 
«33  -«82-  -  2  [dx  "^  dy)' 

r  IdtD   .    du\ 
«31  =«18=  -Y(^ä5+Ö^j' 

r  (du   ,    dr\ 
«12  =  «21=  -Y(dl^  +  äS"j- 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sind  nun  die  Bedingungen 
abzuleiten,  denen  gemäss  das  Gesammtpotential  (p  zu  be- 
stimmen ist.     Man  hat: 


/'     /     d—         6—         d-\ 


J  ^''  ^^  dx    *   ^  dy 

WO  dr  ein  Element  des  vom  Eisen  eingenommenen  Baumes 
bezeichnet,  dessen  Coordinaten  x,  y,  %  sind,  und  r  die  Ent- 
fernung dieses  von  dem  Punkte,  auf  den  Q  sich  bezieht. 
Durch  partieUe  Integration  kann  man  den  Ausdruck  von  Q 
in  die  Summe  zweier  Potentiale  verwandeln,  von  denen  das 
eine  herrührt  von  Hassen,  die  den  Baum  des  Eisens  erfüllen, 
das  andere  von  Massen,  die  seine  Oberfläche  bedecken.  Des 
letzteren  wegen  erleiden  die  ersten  Differentialquotienten  von 
0,  also  auch  die  von  y,  an  der  Oberfläche  des  Eisens  Sprünge. 
Um  die  Darstellimg  zu  vereinfachen,  soU  ein  Kunstgriff  be- 
nutzt werden,  dessen  sich  auch  Hr.  v.  Helmholtz  bedient 
hat  Es  soll  die  Vorstellung  zu  Grunde  gelegt  werden,  dass 
das  Eisen  allmählich  in  die  Luft  übergeht,  die  Grössen 
Oj^,  0^2,  .  .  also  stetig  von  den  Werthen,  die  im  Innern  des 
Eisens  ihnen  zukommen,  bis  Null  abnehmen,  welchen  Werth 
sie  in  der  Luft  haben.  Erst  später  soll  dann  die  Annahme 
eingeführt  werden,  dass  dieser  Uebergang  sich  in  einer  un- 
endlich dünnen  Schicht  voUzieht.  Von  der  Oberfläche  des 
Eisens  kann  dann  hier  im  eigentlichen  Sinne  nicht  gesprochen 
werden;  mit  diesem  Namen  soll  aber  eine  Fläche  belegt  werden, 
die  das  Eisen  einschliesst,  für  die  schon  überall  jene  Coeffl- 
eienten  «n,  ai2>  •  •  =^  sind,  imd  die,  wenn  der  uebergang 
als  ein  plötzlicher  angenommen  werden  wird,  in  die  wirkliche 
Oberfläche  des  Eisens  fallen  soll.  Für  die  „Oberfläche<<  des 
Eisens  ist  dann  «  =  /?  =  y  =  0,  und  es  wird  daher: 
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«--/?(!! +11+1^) 


Macht  man  in  Betreff  der  Begrenzung  des  Magnets,  dessen 
Potential  V  genannt  worden  ist,  die  entsprechende  Annahme, 
so  ist  Q  und  F,  also  auch  ^  mit  seinen  ersten  Differential- 
quotienten im  ganzen  Baume  stetig  und,  erstrecken  sich  weder 
Eisen  noch  Magnet  in  die  Unendlichkeit,  so  ist  überdies  in 
der  Unendlichkeit  ^  =  0.  Es  ist  ^  aus  diesen  Bedingungen 
und  einer  partiellen  Differentialgleichung,  der  im  ganzen  Baume 
genügt  werden  muss,  zu  bestimmen.  Diese  findet  man,  wenn 
man  erwägt,  dass  aus  dem  letzten  f&r  Q  angegebenen  Aus- 
druck folgt: 

und  dass  andererseits: 

ist.     Substituirt  man  in  die  hieraus  sich  ergebende  Gleichung 
f\Xr  cc,  ß,  y  die  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man: 

,     d    (        d(p    .         d(p    .         dq>\       AV 

Für  jeden  der  drei  Theile,  in  welche  der  ganze  Baum 
zerlegt  werden  kann,  nämlich  für  das  Eisen,  den  Magnet  und 
den  Luftraum,  nimmt  diese  Gleichung  eine  einfachere  Gestalt 
infolge  davon  an,  dass  nur  im  Eisen  die  Grössen  o^j,  Ojj  . . . 
von  Null  verschieden  sind  und  nur  im  Magnet  JF  nicht  =  Null 
ist.  Für  das  Eisen  ist  daher  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
=  Null,  für  den  Magnet  ist  die  Gleichung: 

A(f  =  AV 
und  für  den  Luftraum:      idqp  =  0. 

Die  allgemeine  für  fp  gefundene  Differentialgleichung 
lässt  sich  ersetzen  durch  eine  Gleichung,  die  ausspricht,  dass 
die   Variation    eines   gewissen   Litegrals   verschwindet.     Man 
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verstehe  unter  S(p  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  der 
Function  qp,  der,  wie  diese,  mit  seinen  DifFerentialquotienten 
überall  stetig  ist  und  in  der  Unendlichkeit  verschwindet;  man 
multiplicire  die  Differentialgleichung  f&r  tp  mit  Stp  und  mit 
dem  Raumelement  dr  und  integrire  über  einen  Baum,  der 
durch  eine  Fläche  begrenzt  ist,  die  ganz  in  der  Unendlichkeit 
liegt.  Die  Gleichung,  die  man  dann  erhält,  lässt  sich  durch 
partielle  Integrationen  in  die  Form  bringen: 


wo: 


4nJ        an     ^ ' 


2«-»,.(U)%«..(ifr+^.(i-r)* 

ist,  SW  den  Zuwachs  bedeutet,  den  W  dadurch  erfährt,  dass  (p 
und  Sq)  wächst,  ds  ein  Element  der  unendlich  grossen  Grenz- 
fläche und  n  die  nach  Innen  gekehrte  Normale  von  ds  ist.^) 
Daraus,  dass  ^  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten 
überall  stetig  ist,  in  der  Unendlichkeit  verschwindet,  und  jdtp 
nur  in  einem  Räume,  der  sich  nicht  in  die  Unendlichkeit 
erstreckt,  von  Null  verschieden  ist,  folgt  aber: 

und  dann  weiter,  dass,  wenn  die  Abstände  der  Elemente  der 
gewählten  Grenzfläche  von  einem  im  Endlichen  liegenden 
Punkte  von  der  Ordnung  der  unendlich  grossen  Länge  R  sind, 
in  ihr  die  Werthe  von  tp  mindestens  von  der  Ordnung  von 
1/i?  und  die  Werthe  von  dcpjdn  mindestens  von  der  Ordnung 

1)  BeilSnfig  möge  bemerkt  werden,  dass 

ox      ^  ay      '  ax 
BÜBO  auch  bei  der  eben  gebrauchten  Bezeichnung: 

dtp  d<p  dcp     ,  . 

Kirch  hoff,  Gesaminelte  Abhandlongeo.    Kachtrag.  7 
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von  IjR*  unendlich  klein  sind.  Hieraus  ergibt  sich  endlich, 
dass  das  zu  SW  hinzugefügte  Integral  verschwindet,  wenn,  wie 
es  sein  soll,  Sq)  in  der  Unendlichkeit  verschwindet,  dass  also: 

0  =  *Trist. 

Der  für  W  aufgestellte  Ausdruck  soll  noch  einer  Trans- 
formation unterworfen  werden.  Indem  man  erwägt,  dass  qp 
und  seine  ersten  Differentialquotienten  überall  stetig  und  in 
der  Unendlichkeit  von  den  eben  angegebenen  Grössenordnungen 
unendlich  klein  sind,  findet  man  durch  partielle  Integrationen 

wo  die  Integrale  über  einen  Baum  auszudehnen  sind,  dessen 
Grenze  ganz  in  der  Unendlichkeit  liegt.  Durch  Substitution 
hiervon  ergibt  sich,  wenn  man  noch  durch  (fr,,  dr^,  dxi  Ele- 
mente des  Eisens,  des  Magnets  und  des  Luftraumes  bezeichnet: 

2.  15?  soll  nun  durch  Betrachtungen,  die  im  wesentlichen 
denen  ganz  gleich  sind,  durch  die  Hr.  v.  Helmholtzzu  seinen 
Resultaten  gelangt  ist,  gezeigt  werden,  in  welcher  Beziehung 
die  Grösse  W  zur  Energie  der  aus  dem  Eisen  und  dem  Magnet 
gebildeten  Systeme  steht,  und  wie  aus  ihrem  Ausdrucke  auf 
die  Kräfte  geschlossen  werden  kann,  die  auf  die  Elemente  des 
Eisens  infolge  seiner  Magnetisirung  wirken.  Zu  diesem  Zwecke 
soll  zunächst  der  Zuwachs  SW  berechnet  werden,  den  W  er- 
hält, wenn  der  Magnet  eine  unendlich  kleine  Aenderung  seiner 
Lage  erfährt,  alle  Punkte  des  Eisens  aber  unverrückt  bleiben. 
Um  den  Werth  zu  berechnen,  den  W  nach  der  Verrückung 
des  Magnets  besitzt,  ist  es  nicht  nöthig,  den  wahren  Werth 
zu  benutzen,  den  dann  y  in  jedem  Punkte  des  Raumes  hat; 
es  ist  gestattet,  einen  anzuwenden,  der  von  diesem  um  etwas 
unendlich  Kleines  abweicht,  wenn  er  nur,  wie  dieser,  mit 
seinen  ersten  Differentialquotienten  überall  stetig  ist  und  in 
der  Unendlichkeit  verschwindet,  da,  wie  im  vorigen  Paragraph 
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bewiesen,  unter  dieser  Bedingung  alle  Annahmen  über  (p  zu 
demselben  Werthe  von  W  fiihren.  Es  darf  daher  angenommen 
werden,  dass  nach  der  Verschiebung  des  Hagnets  in  jedem 
materiellen  Punkte  des  Eisens,  des  Magnets  und  der  Luft  A(p 
den  ursprünglichen  Werth  behalten  hat,  wodurch  dann  das 
neue  (p  überall  vollständig  bestimmt  ist.  Die  Vergrösserung, 
die  sich  dabei  für  das  auf  irgend  einen  materiellen  Punkt 
bezogene  (p  ergibt,  sei  S(p\  die  entsprechende  Vergrösserung 
von  O  sei  60.  Varürt  man  den  f&r  2Ö  aufgestellten  Aus- 
druck und  führt  dann  die  Grössen  or,  /?,  y  ^in^  so  findet  man: 

dx       *^  ay        '    dx 

und  daher,  weil  in  der  Oberfläche  des  Eisens  a,  ß  und 
/  =  0  sind: 

oder  wegen  der  Dififerentialgleichung,  der  (p  im  Eisen  ^genügt: 

Erwägt  man  noch,  dass  ftir  alle  Punkte  des  Magnets 
J(p  =  JV  und  für  alle  Punkte  des  Luftraums  A(p  =  0  ist, 
so  ergibt  sich: 

^  SW=  —j  dT,S(pA(p  +  — J  dr^S(p  Aq). 

Diese  beiden  Integrale  sind  einander  gleich;  es  ist  nämlich 
allgemein: 

WO  die  Integration  über  das  Eisen  und  den  Magnet  auszu- 
dehnen ist,  also  in  dem  ersten  jener  beiden  Integrale: 

Sip=  ^±JdT^SyAq) 
und  in  dem  zweiten: 

also  ein  jedes  von  ihnen: 


-ifS<lr.ä 


WO  A<p,  sich  auf  den  Ort  von  dt.,  Jq>„  auf  den  Ort  von 
rfr.  bezieht,  und  r  der  Abstand  dieser  beiden  Elemente  ist. 
Es  ist  also: 

SW=  +fJdT^dT.s]r^^. 

Dieser  Ausdnick  stellt  aber  die  Ai"^^^^  ^^i  ^'^  &emde 
Kräfte  der  magnetischen  Anziehung  entgegen  leisten  müssen, 
um  die  gedachte  Verschiebung  des  Magnets  hervorzubringen; 
es  ist  also  ä  IT  die  dieser  Verschiebung  entsprechende  Ver- 
grösserung  der  Energie  des  aus  dem  Eisen  und  dem  Magnet 
heatehenden  Systemes,  und  R'' selbst  diese  Energie  (abgesehen 
von  einer  additiven  Constanten]  fUr  Zustände,  die  von  einander 
durch  die  Lage  des  Magnets  sich  unterscheiden.  In  dem 
Falle,  dasB  der  Magnet  in  unendlich  grosse  Enttomung  von 
dem  Eisen  gerückt  ist,  ist  W  nur  von  dem  Magnet,  nicht  von 
dem  Eisen  abhängig. 

Nun  sollen  Zustände  ins  Auge  gefasst  werden,  die  da- 
durch entstehen,  dass  die  Theile  des  Eisens  beliebige  unend- 
Uch  kleine  Verrückungen  erleiden.  Bei  einem  solchen  Zu- 
stande seien  |,  i;,  ^  die  Verrückungen,  die  deijenige  materielle 
Punkt,  der  ursprünglich  die  Coordinaten  x,  y,  t  besitzt,  erfahren 
hat.  Auf  zwei  Weisen  denke  man  sich  diesen  Zustand  aus 
dem  ursprünglichen  durch  fremde  Kräfte,  die  man  auf  die 
Elemente  des  Eisens  wirken  lässt.  hervorgerufen:  das  einemal 
soll  es  geschehen,  während  der  Magnet  an  seinem  Orte  sich 
befindet;  das  anderemal  soll  der  Magnet  durch  fremde  Eridt« 
vorher  in  die  Unendlichkeit  gefUhrt  sem  und  nachher  an  seinen 
Ort  zurückgebracht  werden.  Nach  dem  Princip  von  der  Er- 
haltung der  Energie  muss  die  Arbeit  der  fremden  Kräfte  in 
beiden  Fällen  die  nämliche  sem.  Die  Arbeit,  welche  zum 
Transport  des  Magnets  in  die  Unendlichkeit  und  zurück  auf- 
gewendet werden  musate,  ist  die  Vergrösserung  äW,  welche 
W  infolge  der  Verschiebungen  |,  »j,  f  erfährt;  um  soviel 
kleiner  muss  die  Arbeit  der  auf  die  Theile  des  Eisens  wirken- 
den fremden  Kräfte  in  dem  zweiten  Falle,  als  in  dem  ersten 
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sein.  Bezeichnet  man  diese  Kräfte,  bezogen  auf  die  Volumen- 
einheit,  in  dem  Falle,  dass  der  Magnet  an  seinem  Orte  ist, 
durch  X,  Yj  Z,  und  in  dem  Falle,  dass  der  Magnet  entfernt 
ist,  durch  -X^,  F^,  Z^,  so  hat  man  also  die  Gleichung: 

hringt  man  SW  auf  die  Form: 

so  sind  daher  Ädr^,  Bdr,,  Cdx,  die  inneren  Kräfte,  welche 
auf  das  Element  dr^  mehr  wirken,  wenn  der  Magnet  anwesend 
ist,  als  wenn  er  fehlt;  es  sind  die  magnetischen  Kräfte,  welche 
auf  das  Eisenelement  ausgeübt  werden. 

Um  hiemach  Aj  B,  C  zu  berechnen,  muss  man  den 
Werth  ermitteln,  den  W  nach  Eüntritt  der  Verschiebungen 
i,  fj,  C  besitzt;  dabei  darf  man  wegen  der  Eigenschaft  von 
W,  die  im  §  1  bewiesen  ist,  statt  des  wahren  Werthes  von 
^  wiederum  einen  nehmen,  der  von  diesem  um  unendlich 
Kleines  y erschieden  ist.  Es  kann  und  soll  für  jeden  Punkt 
des  Baumes  der  Werth  von  (p  angenommen  werden,  der  hier 
galt,  bevor  die  Verschiebungen  stattfanden.  Es  wird  dann 
^  TT  gleich  der  Vergrösserung,  die 

"fOdr,, 

dadurch  erfahrt,  dass  k,  k',  k''  und  u,  Vj  w  m  jedem  Raum- 
elemente des  Eisens  bei  den  Verschiebungen  sich  ändern. 
In  dem  Punkte  des  Raumes  {x,  y,  z)  befindet  sich  nach  den 
Verschiebungen  der  materielle  Punkt,  der  vor  denselben  am 
Orte  (»  —  I,  y  —  f],  «  —  ?)  sich  befand;  es  haben  dort  ä,  k',  k" 
also  die  Zunahmen: 

dx^       dy  ö*^'  dx^       dy  dx^^ 

öx  •       dy  ^       dx^ 

erhalten;  die  Verschiebungen,  die  derselbe  materielle  Punkt 
erfahren  hat,  während  das  Eisen  aus  demjenigen  Zustande, 
in  dem  keine  Dilatationen  vorhanden  waren,  in  den  Zustand 
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überging,  in  dem  es  nach  den  Verschiebnngen  |,  17,  ^  sich 
befindet,  sind  w  +  |,  v  +  rj,  m?  +  f ,  d.  h.  |,  17,  f  sind  die 
Vergrösserungen,  die  u,  v,  w  infolge  der  Verschiebnngen 
I,  fj,  ^  erlitten  haben.  Es  hat  hiemach  keine  Schwierigkeit, 
dnrch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  |,  17,  f  in  d  PF  und 
in  dem  Integrale,  durch  welches  Äj  B,  C  eingeführt  sind, 
Ausdrücke  für  diese  Kräfte  zu  bilden.  Dieselben  werden 
wesentlich  vereinfacht,  wenn  man  benutzt,  dass  u,  v,  w  un- 
endlich klein  sind,  annimmt,  dass  k  und  k"  endlich  wie  k 
sind,  und  nur  Endliches  berücksichtigt.  Da  an  der  Oberfläche 
des  Eisens  k'  und  k"=  0  sind,  so  erhält  man  dann: 


+ 


a<(li)"+(lf)'+(l-r)') 


^  ax      \dx)        ^  ay      dx  ay       ^  ox      dx  dx 

und  ähnliche  Ausdrücke  für  B  und  C. 

Es  lassen  sich  diese  Ausdrücke  auf  die  folgende  Weise 
umformen.  Die  Differentialgleichung,  der  (p  im  Eisen  genügt, 
ist,  wenn  man  auch  in  ihr  unendlich  Kleines  gegen  Endliches 
yemachlässigt: 

multiplicirt  man  sie  mit  dcpjdx  und  formt  das  Resultat  um, 
so  erhält  man: 

fjm^  fei"^  (ii)")=Ä(f,+»)((if)v  (if)'+ m) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  der  beiden  ähnlichen, 
die  sich  ihr  an  die  Seite  setzen  lassen,  erhält  man: 

^=— ^  — ^  — ^  B==       ^^r       dB^       dB. 

dx         dy         dx  '  "~         dx         dy         dx  ' 

^  dCr       dC^       dC, 

ox         oy         ox 
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J,_A_-a +  4  +  ^14»». 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Kräfte  J,  B,  C  sich  ersetzen 
lassen  durch  die  Druckkräfte  A^,  A^,  B^  .  .  ,  ,  wo  ^y  z.  B.  die 
x-Componente  des  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Druckes 
bedeutet,  die  in  einem  auf  der  y-Axe  senkrechten  Flächen- 
element auf  die  Masse  auf  derjenigen  Seite  des  Elementes 
wirkt,  nach  welcher  die  y-Ordinaten  wachsen. 

Die  Druckcomponenten  A^,  ^  •  •  >  können  auch  auf  die 
Punkte  des  Luftraumes,  in  dem  ä  =  ä'=/:"=  0  sind,  bezogen 
werden  und  haben  auch  hier  von  Null  verschiedene  Werthe, 
während  die  Kräfte  A,  B,  C  im  Lufträume  verschwinden. 

Die  hier  entwickelten  Ausdrücke  gehen,  abgesehen  von 
einer  Verdchiedenheit  der  Bezeichnung,  in  die  von  Herrn 
von  Helmholtz  gefundenen  über,  wenn  man  k"  =  0  setzt. 

Solange  wurde  der  üebergang  des  Eisens  in  die  um- 
gebende Luft  als  ein  allmählicher  vorausgesetzt;  es  soll  mm 
die  Annahme  eingeführt  werden,  dass  dieser  üebergang  in 
einer  unendlich  dünnen  Schicht  sich  vollzieht,  und  dass  inner- 
halb des  Eisens  k,  l^,  k"  constant  sind.  Infolge  des  letzteren 
ümstandes  findet  man: 

mit  zwei  ähnlichen  Ausdrücken  für  B  und  (7.  Zu  diesen 
Kräften,  welche  auf  das  Linere  des  Eisens  wirken,  kommen 
aber  noch  solche  hinzu,  die  auf  die  Elemente  seiner  Oberfläche 
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ansgeübt  werden.  Ihre  Componenten,  bezogen  auf  die  flächen- 
einheit,  seien  Äj  B,  C.  um  diese  zu  finden,  behalte  man  die 
eingeführten  Zeichen  in  Bezug  auf  das  Eisen  bei,  bezeichne 
die  entsprechenden,  auf  die  Luft  bezogenen  Orössen  durch 
mit  einem  Strich  versehene  Buchstaben;  man  nenne  femer  n 
eine  nach  dem  Innern  des  Eisens  gerichtete  Normale  seiner 
Oberfläche.  Aus  der  Differentialgleichung,  der  bei  stetiger 
Veränderlichkeit  von  k  die  Function  ^  genftgt,  folgt  dann, 
dass,  bei  der  nun  gemachten  Annahme,  an  der  Oberfläche 
des  Eisens: 

ist,  woraus  sich  weiter  ergibt: 

-ä^  =  ä^  +  4^Ä;^cos  (nz) . 
Ferner  hat  man: 

An=^  A^  COS  (nx)  +  Ay  cos  {ny)  +  -4,  cos  {nz) , 
-4„'=  AJ  cos  {nx)  +  Ay  cos  {ny)  +  -4/ cos  {nz) , 

j/ 1  d(p  d(fi'  j/ 1  d<p' dfp 

'  ~~        indx  öy  '  '  ""        4ndx  dx 

Daraus  findet  man: 

1=  -2;rÄ;2(|^)'cos(na:) 

-i^(©'+(ifr+(iir)e«.M+^iiii 

und  zwei  ähnliche  Ausdrücke  für  B  und  C. 

Es  sind  diese  Ausdrücke  durch  die  Discussion  eines 
Processes  gewonnen,  der  nicht  immer  ausführbar  ist.  Es 
sollte  der  Magnet  in  die  Unendlichkeit  geführt  werden,  ohne 
dass  dabei  das  Eisen  eine  Aenderung  der  Gestalt  oder  Lage 
erlitte;  das  ist  nicht  möglich,  z.  B.  wenn  das  Eisen  ein  Hohl- 
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körper  ist,  in  dessen  Höhlnng  der  Hagnet  sich  befindet. 
Aber  auch  in  solchen  Fällen  werden  die  f&r  J,  jB,  (7  nnd 
Äj  By  G  aufgestellten  Ansdrücke  gelten^  da  es  in  Bezug  auf 
die  Kräfte,  die  auf  ein  Element  des  Eisens  ausgeübt  werden, 
gleichgültig  sein  muss,  wie  die  magnetischen  Flüssigkeiten, 
welche  gewisse  Werthe  des  Gesammtpotentials  tp  in  seinen 
Punkten  hervorbringen,  soweit  sie  in  endlicher  Entfernung 
Yon  dem  Elemente  liegen,  vertheilt  sind. 

Die  in  Bezug  auf  einen  Eisenkörper  angestellten  Betrach- 
tungen lassen  sich  auf  ein  Dielectricum  übertragen,  wenn 
dieses  an  Stelle  des  Eisens  und  ein  electrisirter  Nichtleiter 
an  Stelle  des  Hagnets  gesetzt  wird.  Der  Nichtleiter  kann 
aber  auch  durch  Leiter  ersetzt  werden,  da  es  für  die  Kräfte, 
die  auf  ein  Element  des  Dielectricums  wirken,  gleichgültig  ist, 
ob  die  electrischen  Flüssigkeiten,  von  denen  diese  Kräfte  her- 
rühren, soweit  sie  in  endlicher  Entfernung  von  dem  Elemente 
liegen,  in  ihren  Trägem  beweglich  sind,  oder  nicht. 

Nun  ist  es  leicht,  die  Differentialgleichungen  ftir  die 
Formänderungen  aufzustellen,  die  ein  fester  elastischer  Körper 
erfährt,  wenn  er  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirt  wird. 
Man  bezeichne  in  üblicher  Weise  durch  X,,  -X^,  .  .  die  Com- 
ponenten  der  durch  die  Verschiebungen  w,  v,  w  hervorgerufenen 
elastischen  Drucke,  durch  X,  F,  Z  und  X,  F,  Z  die  Compo- 
nenten  der  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte  und  der 
auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Druckkräfte,  welche  auf  das 
Innere  und  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  werden 
und  von  anderen  Ursachen,  als  der  Elasticität  und  der  Pola- 
risirung  desselben  herrühren;  man  hat  dann  ftir  jeden  Punkt 
im  Innern  des  Körpers: 

dZr       dZy       öZ,        7  X    r 

und  für  jedes  Element  der  Oberfläche,  wenn  n  die  nach  dem 
Innern  des  Körpers  gerichtete  Normale  desselben  bedeutet: 

x„  =  x+i',     r„=F  +  ^,     z.  =  z  +  "c. 

Dabei  ist  allgemein,  wenn  n  eine  beliebige  Richtung  bezeichnet: 
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-X,  =  X^  cos  [nx)  +  Xy  cos  {ny)  +  -X,  cos  {nx) , 

Yn  =  Y,  cos  {nx)  +  Yy  cos  {ny)  +  Y,  cos  (n») , 

Z,  =  Zt  cos  {nx)  4-  Zy  cos  (ny)  +  Z,  cos  (n«) , 
und: 

wo:  ^  =  ä~  +5-  +  5- 

ox       oy       o» 

and  if  und  0  die  beiden  Constanten  der  Ellasticität  sind. 

3.  Es  möge  eine  Betrachtung  hier  erwähnt  werden,  durch 
die  man  glauben  könnte,  ebenfalls  zur  Eenntniss  der  Aj  B,  G 
genannten  Kräfte  zu  gelangen,  die  aber  nicht  zu  diesem  Ziele 
führt. 

Man  stelle  sich  einen  durch  eine  geschlossene  Fläche 
begrenzten  Theil  des  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirten 
Körpers  vor  imd  berechne  die  Summe  der  x-Componenten 
der  Kräfte,  welche  auf  diesen  Theil  von  allen  ausserhalb  des- 
selben befindlichen  magnetischen  oder  electrischen  Flüssigkeiten 
ausgeübt  werden.  Die  in  ihm  enthaltenen  Flüssigkeiten  können 
dabei  ersetzt  werden  durch  eine  Schicht  an  seiner  Oberfläche, 
in  der  auf  das  Flächenelement  ds  die  Flüssigkeitsmenge: 

Ott 

kommt,  wenn  n  die  nach  seinem  Inneren  gerichtete  Normale 
von  ds  bedeutet.  Die  auf  diese  Schicht  wirkenden  Kräfte 
lassen  sich  aus  zwei  Theilen  zusammensetzen.  Für  den  ersten 
Theil  ist  (p  das  auf  einen  Pol  von  der  Flüssigkeitsmenge  Eins 
bezogene  Potential.  Der  zweite  Theil  rührt  her  von  einer 
Flüssigkeitsschicht,  die  an  der  Fläche,  deren  Element  ds  ge- 
nannt worden  ist,  ausserhalb  derselben  sich  befindet  und  im 
Elemente  ds  die  Dichtigkeit: 

on 
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besitzt.  Es  sei  U  das  Potential  dieser  Schicht  in  Bezug  auf 
einen  Punkt,  dessen  Entfernung  von  dem  Elemente  ds  durch 
r  bezeichnet  werden  möge,  sodass: 


~~  J   r  dn 


ist,  und  Ui  sei  der  Werth  von  U  in  Bezug  auf  einen  inneren, 
Ua  der  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt.  Der  erste  Theil 
der  gesuchten  Summe  der  a:-Componenten  ist  dann: 

d(f  dg> 


-kidsp 
J       an 


dx 


und  der  zweite:  —  ä  Ids-J^-^- 

J       an  ox 

Dieser  zweite  Theil  lässt  sich  aber  auch  noch  auf  andere 
Weise  ausdrücken.  Er  ist  nämlich  gleich  der  negativ  genom- 
menen Summe  der  x-Componenten  derjenigen  Kräfte,  welche 
die  innere  von  den  beiden  betrachteten  Schichten  auf  die 
äussere  ausübt;  d.  h.  er  ist: 

J        an  dx 
also  auch:  =  —  I  ds-^  l-^-'  — ^] , 

oder:  =  --ink^l  ^«(^)  cos(nrr). 

Man  kann  hiernach  die  Summen  der  Componenten  nach 
den  Coordinatenaxen  der  Kräfte,  welche  auf  die  Flüssigkeiten 
in  dem  abgegrenzten  Theile  des  Körpers  von  allen  ausserhalb 
desselben  befindlichen  Flüssigkeiten  ausgeübt  werden,  berech- 
nen, indem  man  annimmt,  dass  auf  jedes  Element  seiner  Ober- 
fläche ein  Druck  wirkt,  dessen  Componenten,  bezogen  auf  die 
Flächeneinheit,  sind: 

^-  =  -*lllf-2-*M;f|rcos(n,), 
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Eine  nahe  liegende  Hypothese  ist  nun  die,  däas  fai< 
erschöpfend  die  magnetischen  oder  electrischen  Kräfte  äugt-- 
geben  sind,  die  auf  den  gedachten  Theil  des  Körpers  virkeii. 
Wäre  das  richtig,  so  würde  man  jene  Kräfte  A,  B.  C  finden. 
indem  man  mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  flii-  ein  Kaum- 
element  des  Körpers  die  Componentensummen  ermittelte  und 
durch  die  Grösse  des  Kaumelementes  dividirte;  es  müssten  die 
Quotienten  von  Gestalt  und  Grösse  des  Raumelementes  unab- 
häi^gig  sich  ergeben.  Das  ist  nun  aber  nicht  der  Fall;  ja, 
im  allgemeinen  finden  sich  die  Componentensummen  nicht  als 
von  der  Grössen  Ordnung  des  Raumelementes,  sondern  als  von 
der  seiner  Oberdäche.  Man  sieht  das  leicht  ein,  indi 
als  Haumelement  ein  Tetraöder  wählt,  bei  dem  drei  Kanten 
den  Co  Ordinate  naxen  parallel  sind,  und  sich  überzeugt,  dass 
die  Gleichung: 

X,  =Xc08(nar)  +  A,coa(>i^)  +  X.COa{nx) 
nicht  erfüllt  wird.  Es  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  ausser 
den  durch  die  Femwirkung  der  Flüssigkeiten  unmittelbar  her- 
vorgerufenen Drucken  A',,  }',,  Z,  auf  die  Oberfläche  des  ab- 
gegrenzten Theiles  infolge  der  Polarisirung  noch  andere 
Drucke  Tinrken.  Es  fallen  diese  fort,  wenn  der  Tbeil  von 
seiner  Umgebung  durch  eine  unendlich  dttnue  Luftschicht  ge- 
trennt ist;  sie  müssen  aber  vorhanden  sein,  wenn  die  Con- 
tinuität  des  Körpers  erhalten  ist,  weil  sonst  ein  Gleichgewüht 
gar  nicht  stattfinden  könnte. 

Hr.  Boltzmann  hat  in  seiner  Abhandlung')  allgemeiae 
Gleichungen  aufgestellt,  welche  für  die  Deformation  eioes  b^ 
liebigen  festen  elastischen  Körpers  durch  Magnetisimng  oder 
Dielectrisirung  gelten  sollen.  Den  Betrachtungen,  durch  welclrt 
er  dieselben  ableitet,  liegt  aber  die  eben  besprochene  Hypo- 
these zu  Grunde,  deren  innerer  Widerspruch  bei  dem  Wege, 
den  Hr.  Boltzmann  eingeschlagen  hat,  nicht  hervortritt,  kos 
den  Gesetzen  der  magnetischen  oder  electrischen  Kräfte  und 
Induction  entwickelt  er  nämlich  die  Werthe  von  S^,  T„  4 
nur  für  die  Fälle,  dass  7i  mit  der  Normale  der  Fl&che  7 
=  const.  zusammenfällt   oder   senkrecht   darauf  ist,   und  bft- 

11  Boltzmann.  Wien.  Ber.  82.  p.  1157.  1880. 
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rechnet  aus  diesen  die  allgemeinen  Werthe  von  Xn,  F,,  Z, 
durch  die  Gleichung  -X«  =  -X,  cos  nx  +  X^  cos  ny  +  X,  cos  nx  und 
die  beiden  entsprechenden  Gleichungen. 

4.  Es  sollen  nun  die  im  §  2  aufgestellten  Gleichungen 
auf  den  Fall  eines  Eugelcondensators  angewendet  werden, 
der  auch  von  Hm.  Boltzmann^)  und  Korteweg*)  behan- 
delt ist. 

Bezieht  man  die  Zeichen  X,  7,  Z,  X,  7,  Z  auf  alle 
Kräfte  und  Druckkräfte,  die  auf  die  Theile  und  die  Oberfläche 
des  zu  betrachtenden  Körpers  neben  den  durch  die  Elasticität 
hervorgerufenen  ausgeübt  werden,  so  sind  die  DiflFerential- 
gleichungen  für  die  Verrückungen  u,  v,  w: 

Der  Körper  soll  nun  eine  Glasmasse  sein,  die  durch  zwei 
concentrische  Kugelflächen  begrenzt  ist,  und  deren  Punkte 
Verrückungen  in  den  Richtungen  ihrer  Radien  erlitten  haben. 
Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sei  der  Mittelpunkt: 


r  =  j/a:*  +  y^  +  x^ 

und  Q  die  Grösse  der  Verrückung,  die  nur  von  r  abhängig 

sein  soll,  positiv  gerechnet  in  der  Richtung,  in  der  r  wächst. 

Es  ist  dann: 

z  y  X 

U^Q-j  V=Q^,  ^^9-y 

also:  udx  +  vdy  +  wdx^Qdr^ 

woraus  folgt,  dass  w,  v,  w  die  partiellen  Differentialquotienten 
nach  X,  y,  x  einer  Function  von  r  sind.  Es  werde  diese  U 
genannt;  damit  ist: 

oder:  er  =  ^  +  2  ^  =  i-^^. 

dr  r        r*     dr 

1)  Boltzmann,  Wien.  Ber.  82.  p.  826.  u.  82.  p.  1157.  1880. 

2)  Korteweg,  Wied.  Ann.  9.  p.  48.  1880. 
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Die  Kräfte  X,  Y,  Z  sollen  den  Gleichungen  genügen: 

WO  i?  eine  Function  von  r  ist;  da  dann: 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  Ärfr, 

80  sind  auch  X,  T,  Z  die  partiellen  Differentialquotienten  nach 
X,  y,  X  eine  Function  von  r;  nennt  man  diese  P,  fuhrt  P  und 
Z7  in  die  Differentialgleichungen  für  w,  r,  tc?  ein,  multipUcirt 
dieselben  mit  dXj  dy,  dz,  addirt  und  integrirt,  so  erhält  man: 

^^P^  AU+{\  +  2e)a  A.h.   =2(l+0)a, 

r 

wo  rj  den  Radius  der  inneren  Oberfläche  des  Glaskörpers, 
a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen  soll.  Daraus  folgt 
dann  weiter: 

r  r 

wo  Ä  eine  zweite  Constante  ist. 

Betrachtet  man  Punkte ,  flir  die  y  =  0 ,  ^  =  0  und  x 
positiv  ist,  so  ist  für  diese  x  =  r,  ^^=(),  Xr=^Br\  daraus 
folgt: 

Rr=  -2A'(^-t-  &a)  oder  =2A'(2-^-(l+  0)(r), 
und  daher: 

Bezeichnet  r^  den  Radius  der  äusseren  Oberfläche  des 
Glases,  ist: 

für  r  =  Tj     Rr==Ri 

für  r  =  r^      it  =  —  iZ^ 

und  sind  R^  und  R^  gegeben,  so  hat  man  in  dieser  Gleichung 
r  =  r^  und  r  =  r^  zu  setzen,  um  die  Gleichungen  zu  finden, 
aus  denen  a  und  h  zu  bestimmen  sind. 
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Nun  sei  der  Glaskörper  mit  zwei  leitenden  Belegungen 
versehen,  die  man  sich  als  von  ihm  durch  unendlich  dünne 
Luftschichten  getrennt  vorstellen  möge.  In  der  inneren  Be- 
legung sei  das  Potential  =  tp^^j  in  der  äusseren  =0;  im 
Glase  ist  dann: 

r        r. 

Nach  dem  im  §  2  für  ^  aufgestellten  Ausdruck  ist 
femer: 

« = (t  +  t)  i  (I?)". 

also,  wenn  man: 

9o 


c  = 


^% 


setzt: 


c« 


Wären  die  Glasflächen  von  den  Belegungen  insofern  frei, 
als  Druckkräfte,  die  auf  diese  ausgeübt  werden,  sich  auf  jene 
nicht  übertrügen,  so  wäre  nach  dem  für  A  aufgestellten  Aus- 
druck: 

und: 

Nun  soll  aber  angenommen  werden,  dass  im  Gegen theil 
Drucke,  die  auf  die  Belegungen  wirken,  sich  ohne  Aenderung 
auf  die  Glasflächen  übertragen;  die  Werthe  von  Ä^  und  R^ 
sind  dann  um  gewisse  Glieder  zu  vergrössem. 

Die  innere  Fläche  der  inneren  Belegungen  enthält  keine 

Electricität;   die   electrische  Dichtigkeit  der  äusseren  Fläche 

derselben  Belegung  ist: 

1   d(p' 

4n  dr  ' 

wenn  das  Zeichen  tp  sich  auf  die  Luftschicht  bezieht,  die  die 
Belegung  von  dem  Glase  trennt;   die  Kraft,  die  auf  die  Ein- 
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heit  der  Electricitätsmenge  in  einem  Flächenelemente  in  der 
Bichtung  von  r  wirkt  und  herrührt  von  aller  vorhandenen 
Electricität,  mit  Ausnahme  derjenigen,  die  auf  dem  Flächen- 
elemente sich  befindet,  ist: 

Hiemach  ist  der  Werth  von  R^  zu  vergrössem,  um: 

-^  m*  d.  h.  um  (i.+i-'^*  m\ 

Die  Dichtigkeit  der  Electricität  in  der  äusseren  Fläche 
der  äusseren  Belegung  ist  =  0 ,  in  der  inneren  fläche  der- 
selben : 

4n  dr  ' 

daher  ist  dem  Werthe  von  R^  hinzuzufügen: 

n  +  Ankf  (dipy 


Setzt  man  noch  für  d(p/dr  seine  Werthe,  so  ergibt  sich 
daher: 

^  =  ^(41;  +  *+'^'+'^")^' 

Es  können  jetzt  die  Constanten  a  und  b  berechnet  werden. 
Um  diese  Berechnung  zu  erleichtem,  möge  die  Annahme  ge- 
macht werden,  dass  die  Dicke  der  Glaswand,  r^—r^,  un- 
endlich klein  gegen  die  Radien  r^  und  r^  ist.  Es  ergibt  sich 
dann: 


^r,t=-[l+k  +  '-)c'. 


Von  besonderem  Interesse  ist  die  Eenntniss  der  Ver- 
grösserung,  welche  der  Radius  r^  erfahren  hat.  Wird  diese 
Qj^  genannt,  so  ist: 
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Führt  man  statt  der  Grösse  K  den  Elasticitätscoefficienten 
des  Glases  E  durch  die  Gleichung: 

ein,  so  findet  man  hiemach: 


_  j_ ^ M      ,  _ *^-r^ 

^1  "  2Er,*  Utt'^'^        1  +  2(9/* 


Diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  einer,  die  Hr.  Eor- 
teweg  in  der  oben  citirten  Arbeit  durch  Betrachtungen  ab- 
geleitet hat,  die  den  hier  durchgeführten  im  wesentlichen 
ähnlich,  wenn  auch  in  ein  anderes  Gewand  gekleidet  und  von 
geringerer  Allgemeinheit  sind.  Statt  der  Grössen  k,  K,  li\ 
die  hier  vorkommen,  hat  er  drei  andere  k,  rr^,  o^  eingeführt, 
die  mit  diesen  in  den  Relationen  stehen: 


Kirebboff,  Qesammelte  Abhandlangen.    Nachtrag.  S 
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8.   Veber  rinige  AnwenduiiRen  der  Theorie  der 

Formäuderune,    welche    ein    KJlrper    erfahrt,    Trenn   er 

magnetisch  oder  dlitlectrlsch  polarlsLrt  wird. 

Ton  G.  Elrchhoff. 

Sitaber.  d.  k.  Acad.  der  Wissensch.  zu  Berlin  Tom   11.  Decembcr  IS84, 
p.  1155.    Wied.  Ami.  Bd.  2ö  p.  GOl,  1885. 

Ich  erlaube  mir  der  Acadeniie  einige  Anwendungen  der 
Theorie  der  Formänderung  vorzulegen,  welche  ein  Körper  er- 
fährt, wenn  er  magnetiach  oder  dielectrisch  polarisirt  wird. 
Ich  will  anknüpfen  an  die  Darstellung  dieser  Theorie,  die 
ich  in  den  Sitzungsberichten  vom  28.  Februar  1884  (der 
hier  unmittelbar  vorhergehenden  Abhandlung)  gegeben  habe, 
und  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  benutzen.  Der  be- 
trachtete Körper  ist  dort  als  ein  fester  elastischer  Toraas- 
geaetzt;  man  braucht  in  den  dort  abgeleiteten  Formeln  aber 
nui'  die  mit  k"  bezeichnete  Constaute  =  0  zu  setzen,  tun  aio 
auf  den  Fall  anwendbar  zu  machen,  dass  der  Körper  eine 
Flüssigkeit,  eine  ti'opfbare  oder  gasförmige,  ist,  wodurch  man 
diejenigen  Formeln  erhält,  die  für  diesen  Fall  Hr.  v.  Helm- 
holtz  in  einer  Mittheilung  am  die  Academie  am  17.  Februar 
1881  abgeleitet  hat,  und  die  wiederum  in  die  früher  schon 
von  Sir  W.  Thomson  und  Cl.  Maxwell  aufgestellten  über- 
gehen, wenn  die  Constante  &'  =  0  gesetzt  wird,  was  erlaubt  ist, 
wenn  die  Flüssigkeit  als  incompressibel  betrachtet  werden  darf, 
da  dann  ihre  Gleichgewichtsfigur  von  dem  Wertlie  von  k'  un- 
abhängig ist.  Auf  diesen  einiaclisten  Fall  kommen  die  Vei^ 
suche  zurück,  deren  Beschreibung  Hr.  Quincke  am  5.  April 
1883  und  am  17.  Januar  1884  der  Academie  vorgelegt  und 
durch  die  er  die  Dii'lectricitätscoustante  und  die  von  ihni  so- 
genannte Diamagnetisintngsconstante  für  eine  grosse  Zahl  von 
Flüssigkeiten  bestimmt  hat.  Es  sollen  die  nächsten  Betrach- 
tungen sich  auf  eine  Anordnung  beziehen,  wie  sie  bei  dieses 
Quincke'schen  Versuchen  stattfand. 

1.  Man  denke  sich  ein  magnetisches  Feld,  das  danh 
ciuen  electrischen  Strom  hervorgerufen  ist,   der  nach  Willkür 
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erzeugt  und  unterbrochen  werden  kann.  Bei  den  Quincke'- 
schen  Versuchen  war  dasselbe  mit  Hülfe  eines  kräftigen  Electro- 
magneten  hergestellt,  dessen  ebene  Polflächen  in  einem  Ab- 
stände von  einigen  Millimetern  von  einander  sich  befanden.  In 
dem  grössten  Theile  des  Raumes  zwischen  den  Polflächen'  war 
die  magnetische  Kraft  nahezu  constant,  in  der  Nähe  ihrer 
Bänder  nahm  sie  schnell  ab  und  war  nahezu  =  0  iü  massiger 
Entfernung  von  diesen  Rändern  ausserhalb  jenes  Raumes.  In 
einem  solchen  magnetischen  Felde  seien  verschiedene  Körper, 
die  einander  berühren,  theils  feste,  theils  flüssige,  vorhanden; 
die  festen  sollen  als  starf ,  die  flüssigen  als  incompressibel  an- 
gesehen werden,  sowohl  wenn  sie  tropfbar,  als  wenn  sie  gas- 
formig sind;  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit  sollen  also  ver- 
nachlässigt werden,  ausser  insofern,  als  sie  Aenderungen  des 
Druckes  bedingen.  Es  handelt  sich  darum,  die  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten  zu  bilden;  als  wirk- 
sam sollen  dabei  neben  den  magnetischen  Kräften  die  Schwere 
und  die  CapiUarkräfte  angenommen  werden.  Der  Index  1  be- 
ziehe sich  auf  eine  der  Flüssigkeiten,  p^  sei  der  Druck  in  einem 
Punkte  derselben,  der  Druck,  der  abhängig  ist  von  der  in 
unendlich  kleinen  Grenzen  varürenden  Dichtigkeit,  (p^  das 
magnetische  Gesammtpotential,  ju^  die  Dichtigkeit,  g  die  In- 
tensität der  Schwere,  und  die  Richtung  der  a>Axe  sei  die  der 
Schwere.  Aus  dem  S.  148  meiner  citirten  Abhandlung  (hier 
p.  103)  für  die  Kraft  Ä  aufgestellten  Ausdrucke  folgt  dann: 

wo  c^  eine  Constante  bezeichnet.    Eine  ähnliche  Gleichung  gilt 
für  jede  der  vorhandenen  Flüssigkeiten. 

Für  die  Berührungsfläche  zweier  Flüssigkeiten,  1  und  2, 
hat  die  Differenz  p^  —p^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth. 
Derselbe  rührt  zum  Theil  von  den  CapiUarkräften,  zum  Theil 
von  den  magnetischen  her.  Es  seien  r  und  /'die  Haupt- 
krümmungsradien eines  Elementes  der  Berührungsfläche,  positiv 
gerechnet,  wenn  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  1  eine  convexe 
ist,  n  die  nach  dem  Innern  der  ersten  Flüssigkeit  gerichtete 
Normale  des  Elementes,  H  eine  von  der  Natur  der  beiden 
Flüssigkeiten  abhängige  Constante;  dann  ist: 

8* 


116  O.  Kiichho£L 

(^  -i(.-^+*.-v)((fe)-+(|^)*+(fe)*) 

+  i(f,+'.-v)((fe)V(^)V(fe)")- 

Man  findet  diese  Gleichung  aus  den  a.  a.  O.  S.  147  (hier 
p.  103)  für  -4x,  ^y, . .  aufgestellten  Ausdrücken,  wenn  man  eine 
der  Coordinatenaxen  mit  der  Normale  n  zusammenfallen  lasst 
und  benutzt,  dass  f^r  die  Berührungsfläche: 

ist.  Substituirt  man  in  die  Gleichung  (2)  für  p^  den  in  (1) 
angegebenen  Ausdruck,  für  p^  den  entsprechenden  und  elimi- 
nirt  mit  Hülfe  von  (3)  y,,  so  erhält  man: 

{  ^1  -  ^2  =  (/^2  -  ih)9^  +  2  ("^  +  v) 

W|        27r(fc,-^)«/ay,\«       k^^k,  ((dtp^Y       (d^i\\    (^9>iV\ 

Stossen  drei  verschiedene  Körper  in  einer  Linie  zusammen, 
so  wirken  auf  die  Theile  dieser  Linie  noch  besondere,  von 
der  Capillarität  herrührende  Kräfte,  welche  miteinander  im 
Gleichgewicht  sein  müssen.  Fällt  die  Grenzlinie  der  Berüh- 
rungsfläche zweier  Flüssigkeiten  in  die  Oberfläche  eines  festen 
Körpers,  die  hier  keine  scharfe  Kante  darbietet,  so  ist  die 
Bedingung  für  dieses  Gleichgewicht  die,  dass  die  Trennimgs- 
fläche  der  beiden  Flüssigkeiten  die  Oberfläche  des  festen 
Körpers  unter  einem  bestimmten  Winkel  schneidet.  Dieser 
Winkel  muss  derselbe  sein,  mögen  magnetische  Kräfte  wirken 
oder  nicht  wirken. 

2.  Es  kann  der  Fall  stattfinden,  dass  das  Gleichgewicht 
beim  Eintritt  der  magnetischen  Kräfte  dadurch  erhalten  wird, 
dass  man  den  Druck  in  geeigneter  Weise  verändert,  ohne 
dass  irgendwo  die  geometrischen  Verhältnisse  geändert  werden. 
Sind  nur  zwei  Flüssigkeiten,    1  und  2,   vorhanden  und  sind 
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Jcj  und  dc^  die  Vergrösserungen,  welche  die  Constanten  c^ 
andv;^  erfahren,  wenn  die  magnetischen  Kräfte  in  Wirksam- 
keit treten  und  das  Gleichgewicht  erhalten  wird,  so  muss 
nach  (4)  fllr  die  Berührungsfläche: 

(5)   \         27i(k,-'k,y(d<pA\    k^-kJ(d(p,W    (dg>. 


&)*+ ^i  ((fe)*+  (t)*+  (fe)*) 


1  +  47rifc, 

sein. 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  k^  und  k^  als  unendlich 
klein  betrachtet  werden  dürfen.  Diese  Voraussetzung  ist  bei 
den  von  Hrn.  Quincke  untersuchten  Flüssigkeiten  erfüllt. 
Diejenige  von  ihnen,  bei  der  k  seinen  grössten  Werth  hatte, 
war  eine  wässrige  Lösung  von  Eisenchlorid  von  der  Dichtig- 
keit 1.51,  und  für  diese  fand  er^): 

k  =  65.10-6, 

wenn  für  atmosphärische  Luft  diese  Grösse  =  Null  gesetzt  wird. 
Ausser  den  beiden  Flüssigkeiten  1  und  2  mögen  in  dem  mag- 
netischen Felde  noch  feste  polarisirbare  Körper  vorhanden 
sein,  für  welche  die  Constante  k  ebenfalls  unendlich  kleine 
Werthe  besitzt.  Die  Gleichung  (5)  vereinfacht  sich  zunächst 
dadurch,  dass  das  erste  Glied  ihrer  rechten  Seite  gegen  das 
zweite  vernachlässigt  werden  kann. 

Femer  darf  fllr  y^  der  Werth  gesetzt  werden,  den  das 
Potential  haben  würde,  wenn  überall  in  dem  magnetischen 
Felde  ä  =  0  wäre,  oder  wenn  (was  gleichbedeutend  hiermit 
sein  soll)  atmosphärische  Luft  das  ganze  magnetische  Feld 
erfüllte.  Bezeichnet  man  durch  (p  diesen  Werth,  so  wird  die 
genannte  Gleichung  also: 

Damit  diese,  für  die  Berührungsfläche  von  1  und  2  geltende 

1)  Hr.  Quincke  hat  aus  seinen  Messungen  eine  Grösse  berechnet, 
die  er  {  genannt  hat  und  die  mit  dem  hier  eingeführten  k  in  der  Re- 
lation steht: 

k=^i.2g. 
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Bedingung  erfüllt  werden  kann,  muss  die  magnetische  Kraft 
für  diese  Fläche  eine  constante  Grösse  haben. 

Die  Flüssigkeit  1  sowohl,  als  die  Flüssigkeit  2  soll  bis 
zu  Orten  reichen,  in  denen  die  magnetischen  Kräfte,  wenn  sie 
erregt  sind,  eine  verschwindend  kleine  Intensität  besitzen;  der 
Gleichung  (1)  zufolge  sind  dann  Sc^  und  Sc^  die  Vergrös- 
serungen,  die  der  Druck  hier  erfährt,  wenn  die  magnetischen 
Kräfte  in  Thätigkeit  gesetzt  werden  und  das  Gleichgewicht 
erhalten  wird.  EndUch  möge  die  Anordnung  getroffen  sein, 
dass  die  Druckänderung  Sc^  =  0  ist;  die  Druckvermehrung 
3c^  ist  dann: 

m  -^(ir:)"+ ©■+©■)■ 

Nach  dieser  Formel  hat  Hr.  Quincke  seine  Versuche 
berechnet.  Die  Voraussetzungen,  die  derselben  zu  Grunde 
liegen,  waren  bei  ihnen  in  zwei  verschiedenen  Weisen  ver- 
wirklicht. Bei  der  einen  Methode  diente  eine  gläserne,  U-för- 
mige  Röhre,  die  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  theil- 
weise  gefüllt  war,  und  deren  einer  Schenkel  zwischen  den 
Polflächen  des  Electromagneten,  deren  anderer  ausserhalb  der- 
selben sich  befand.  Die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  ist  hier 
als  die  Flüssigkeit  1,  die  atmosphärische  Luft  als  die  Flüssig- 
keit 2  zu  rechnen.  Bei  der  anderen  Methode  erf&llte  die  zu 
untersuchende  Flüssigkeit  den  grössten  Theil  des  Raumes 
zwischen  den  horizontal  gestellten  Polflächen,  während  den 
Rest  eine  flache  Luftblase  einnahm,  die  beide  Polflächen  be- 
rührte und  mit  einem  aussen  befindHchen  Manometer  com- 
municirte.  Hier  ist  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  die 
Flüssigkeit  2  und  die  atmosphärische  Luft  die  Flüssigkeit  1. 

3.  Die  hier  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  gelten 
auch,  wenn  statt  der  magnetischen  Kräfte  electrische  thätig 
sind,  und  Hr.  Quincke  hat  auch  die  Dielectricitäts-Constanten 
verschiedener  isolirender  Flüssigkeiten  durch  Versuche  bestimmt, 
die  den  zuletzt  erwähnten  magnetischen  Versuchen  ganz  ähn- 
lich sind.  Zwischen  zwei  horizontale  Condensatorplatten,  die 
in  einem,  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllten 
Gefässe  aufgestellt  waren,  hatte  er  eine  flache  Luftblase  ge- 
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bracht,  die  beide  Platten  berührte  und  durch  eine,  in  der 
oberen  mündende  Röhre  mit  einem  Manometer  communicirte, 
das  ausserhalb  des  Gefässes  sich  befand.  Wurde  der  Con- 
densator  geladen,  so  zeigte  das  Manometer  eine  Vermehrung 
des  Druckes  an.  Auch  für  diese  gilt  der  Ausdruck  (6),  obwohl 
hier  die  Grössen  /r^  und  k^  nicht  als  unendlich  klein  zu  be- 
trachten sind,  wenn  nur  die  Dicke  der  Luftblase  (also  der 
Abstand  der  Condensatorplatten)  unendlich  klein  ist  gegen  ihre 
horizontalen  Dimensionen. 

Es  seien  a;  =  0  und  x  =  cc  die  Gleichungen  der  inneren 
Oberflächen  der  beiden  Condensatorjdatten,  qp  =  0  imd  (p  =  P 
die  Werthe  des  Potentials  in  diesen,  wenn  sie  geladen  sind. 
Alle  in  Betracht  kommenden  Grenzflächen  heterogener  Körper 
sollen  Rotationsflächen  sein,  deren  gemeinsame  Axe  die  x-Axe 
ist.  Welche  Function  (p  von  x,  y,  z  in  der  Nähe  des  Randes 
der  Luftblase  ist,  lässt  sich  mit  den  jetzigen  Hülfsmitteln  der 
Ajialysis  allgemein  nicht  finden,  aber  man  weiss  Folgendes: 
Es  ist  (p  überall  eine  Function  von  x  und  j/y^  +  z^'^,  für  rc  =  0 
und  X  =  a  verschwinden  an  den  Oberflächen  der  Condensator- 
platten d(pjdy  und  dtpjdxj  und  in  einer  Entfernung  vom 
Rande  der  Blase,  die  gross  genug  gegen  a  ist,  ist  sowohl  in 
ihr,  als  in  der  umgebenden  Flüssigkeit: 

(7)  9=^P^' 

Nun  fasse  man  einen  unendlich  kleinen  Raum  ins  Auge, 
der  begrenzt  ist . 

durch  die  Ebenen  a;  =  0  und  a;  =  a , 

einen  Theil  der  a:y-Ebene,  in  dem  y  positiv  ist, 

eine  Ebene,  die  durch  die  a>Axe  gelegt  ist,  mit  der  a:y-Ebene 
den  unendlich  kleinen  Winkel  &  bildet  und  zwischen  den 
positiven  Theilen  der  y-Axe  und  der  x-Axe  sich  befindet, 

und  endlich  zwei  Cylinderflächen,  die  um  die  a>Axe  mit  den 
Radien  ß^  und  ß^  beschrieben  sind. 

Diese  Radien  sollen  so  gewählt  sein,  dass  die  erste  Cylin- 
derfläche  in  der  Luft,  die  zweite  in  der  äusseren  Flüssigkeit 
in  der  Region  sich  befindet,  in  der  der  in  (7)  ftLr  9  angegebene 
Ausdruck  gilt.     Es  muss  dann  ß^  —  ß^  unendlich  gross  gegen 
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€c  sein;  dabei  soll  aber  diese  Differenz  noch  anendlich  Uein 
g^en  die  Werthe  sein,  die  ß^  und  ß^  selbst  besitzen. 

Es  soll  ausgedrückt  werden,  dass  die  Summe  der  y-Com- 
ponenten  der  Kräfte  verschwindet,  welche  auf  die  in  dem 
bezeichneten  Räume  vorhandene  Masse  ausgeübt  werden. 
Dabei  sollen  die  electrischen  Kräfte,  welche  hier  wirksam  sind, 
ersetzt  werden  durch  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Druck- 
kräfte, durch  die  sie  ersetzt  werden  können,  und  deren  Gom- 
ponenten  durch  ^,  i%.,  .  .  .  bezeichnet  werden  mögen. 

Für  die  Ebenen  a;  =  0  und  a;  =  a  ist  d(p/dy  =  0,  und, 
da  allgemein 

ist,  so  tragen  die  Theile  dieser  Ebenen,  welche  zur  Oberfläche 
des  gedachten  Raumes  gehören,  zu  der  gesuchten  Summe 
nichts  bei. 

Was  zu  dieser  Sunmie  die  Gylinderflächen,  deren  Radien 
/?!  und  /9a  genannt  sind,  hinzubringen,  ist,  wenn  man  nur  die 
Grössen  der  höchsten  Ordnung  berücksichtigt,  den  Index  1 
auf  die  Luft  imd  den  Index  2  auf  die  umgebende  Flüssigkeit 
bezieht: 

(8)  =«^^^Vri.-V+Vg. 

Der  Theil  der  a^-Ebene,  der  zur  Begrenzung  des  gedachten 
Raumes  gehört,  trägt  auch  nichts  zu  der  zu  bildenden  Summe 
bei,  da  allgemein: 

und  hier  d^/dx  =  0  ist. 

Die  letzte  Begrenzungsfläche  des  betreffenden  Raumes  hat 
die  Grösse: 

und  die  «/-Componente  des  auf  die  Einheit  ihrer  Fläche  be- 
zogenen Druckes  ist: 

wo  C,  unter  der  Annahme  ;?;  =  0  zu  berechnen  ist.  Dieses 
(7,  ist  von  der  Ordnung  von  P®/a*  und  daher  ist  auch  der 
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Beitrag  y  den  diese  Fläche  zu  der  in  Rede  stehenden  Summe 
liefert;  unendlich  klein  gegen  das  in  (8)  angegebene  Glied. 

Daher  ist  die  Gleichgewichtsbedingung,  welche  gebildet 
werden  sollte: 

0 

Drückt  man  hier  p^  und  jp,  mit  Hülfe  von  (1)  aus,  zieht 
von  der  dann  entstehenden  Gleichung  diejenige  ab,  in  die  sie 
sich  verwandelt,  wenn  man  annimmt,  dass  die  electrischen 
Kräfte  ausser  Thätigkeit  gesetzt  sind,  gibt  den  Zeichen  Se^ 
und  Sc^  die  entsprechende  Bedeutung,  wie  bei  der  Discussion 
der  magnetischen  Versuche  des  Hm.  Quincke,  und  setzt  auch 
hier  Sc^  =  0,  so  erhält  man  für  Sc^: 

2      «•' 

einen  Ausdruck,  für  den  auch  der  Ausdruck  (6)  geschrieben 
werden  kann. 

4.  Hr.  Quincke  brachte  zwischen  seine,  durch  eine  iso- 
lirende  Flüssigkeit  getrennte  Condensatorplatten  eine  Luftblase, 
die  nur  die  obere  Platte  berührte;  wurde  der  Condensator 
geladen,  so  verlängerte  sich  die  Blase  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  und  zog  sich  zusammen  in  den  auf  diesen  senk- 
rechten Richtungen.  Zwischen  den  Polflächen  seines  Mectro- 
magneten  zeigte  unter  entsprechenden  Verhältnissen  eine  Luft- 
blase diese  Erscheinung  nicht,  und  auch  ein  hängender  Tropfen 
verschiedener  magnetischer  Flüssigkeiten  erlitt  keine  Form- 
änderung, wenn  der  Magnetismus  erregt  wurde.  Eine  Anord- 
nimg,  die  ähnlich  der  eben  erwähnten  ist  und  keine  Schwierig- 
keit der  Rechnung  darbietet,  soll  hier  theoretisch  verfolgt 
werden. 

Der  Raum,  soweit  er  in  Betracht  kommt,  sei  von  zwei 
Flüssigkeiten,  1  und  2,  erfüllt,  die,  wenn  die  electrischen  oder 
magnetischen  Kräfte  nicht  wirken,  durch  eine  Kugelfläche  vom 
Radius  R  getrennt  sind.  Damit  das  der  Fall  sein  kann,  muss 
die  Schwere  unwirksam  sein.  Sind  die  electrischen  oder  mag- 
netischen Kräfte  erregt,  so  sollen  sie  ein  Potential  erzeugen. 


122  G'  KirdüioC 

das  in  der  äusseren  Flüssigkeit,  der  Flüssigkeit  2,  in  grosser 
Entfemiing  Ton  der  Flüssigkeit  1  der  Gleichung: 

(9)  9>,  =  -  ajx 

genügt  y  wo  o^  eine  Constante  isL  Eis  soll  die  Gestalt  be- 
stimmt werden,  die  dabei  die  Grenzfläche  der  beiden  Flüssig- 
keiten annimmt.  Für  dieselbe  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (4) 
die  Bedingung 

(10)      .   ^~  2  i"i/ +f^'-j?j-   1  +  4^-iäirj 


^        2 


'■  ((fe)' +('*)■+ (fe)')- 


EiS  hat  die  Flüssigkeit  1  einen  Mittelpunkt;  in  diesen 
lege  man  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten.  Die  gesuchte 
Fläche  ist  dann  eine  Rotationsfläche,  deren  Axe  die  x-Axe 
ist,  und  fllr  ihren  Schnitt  mit  der  xy- Ebene  ist  daher: 

,   /i    .    1 \       1  dx  \    ^  d        ^^ 

[^       ^'1        y  Yd^~+~dy'^        dy     Yd^  +  W 
Setzt  man: 

x=^QCo^&        y  =  p8ini9', 

nimmt  &  als  unabhängige  Variable  an  und  macht: 

dg^  ^    f        d^Q  _^     " 
d&^^         d&^'~^  ' 

80  wird  diese  Gleichung: 
Man  setze  femer: 

Q  =  R{1+  u) 

und  nehme  u  als  unendlich  klein  an.  Man  erhält  dann,  indem 
man  die  Zweideutigkeit  des  Vorzeichens  durch  die  Erwägung 
hebt,  dass,  wenn  u  verschwindet,  r  =  r"  =  R  wird: 

1,12  1  (d^u    ,       .     ndtt    .    o   ^  j 

7-  +  F  -  Ä  =  -  Ä  (d*'  +  ^^'^^g  ^  5^  +  2u)       oder: 

wenn:  fi  =  cosi?-. 
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Die  Functionen  tp^  und  (p^  sind  aus  der  Diflferential- 
gleichung  J(p  =  0 ,  der  sie  genügen  müssen,  der  Bedingung  (9) 
und  den  Bedingungen  (3)  zu  bestimmen.  Die  letzten  sind, 
da  u  als  unendlich  klein  angenommen  ist,  zu  erfüllen  für 
Q  ^  R.     Daraus  folgt: 

Vi  =  -«1?^ 
wo: 

3(1  +  471^:,) 
^        3  +  471  (kl  +  2A:,)    » 

^        3 +  47r(iki+2^,)    8' 

und: 

(fe)"-«.v,  (fe)V  (||)V  (fe^)*=  ^■. 

Substituirt  man  diese  Werthe,  sowie  den  Ausdruck  (11) 
in  die  Gleichung  (16),  so  erhält  man: 

wo: 

^_  R    4n(k,-k^)*      . 

^  ""  rg'      1  +  471^^      ^    • 

Wären  Ä  und  5=0,  so  wäre  diese  Gleichung  die  Dif- 
ferentialgleichung für  die  Kugelfunctionen  erster  Ordnung  von 
einem  Argument.  Ein  particuläres  Integral  der  gefundenen 
Gleichung  ist: 

das  allgemeine  erhält  man,  wenn  man  die  Ausdrücke: 

/iund||Mlg[^J-l, 

mit  willkürlichen  Constanten  multiplicirt,  hinzufügt.  Diese 
Constanten  sind  hier  aber  gleich  Null  zu  setzen,  da  m  für 
jii  =  + 1  und  jii  =  —  1   endlich  bleiben  und  denselben  Werth 
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annehmen  muss;  denselben  Wertfa,  da  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Flüssigkeit  1  gel^  ist 
Die  Annahme,  dass  dieselbe  incompressibel  sei,  gibt  eine 
JBLelation   zwischen   den  Constanten  Ä  nnd   B;   in    der  That 

folgt  ans  ihr: 

+  1 

fudfi^Oj  d.h.  ^  =  JB, 

—1 

sodass  sich  ergibt: 

Hiemach  erieidet  die  Flüssigkeit  1  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  eine  Dilatation,  die: 

in  jeder  darauf  senkrechten  Richtung  eine  Contraction,  die 
halb  so  gross  ist  Die  Dilatationen  und  Contractionen,  die 
stattfinden,  sind  mit  dem  Quadrate  der  Differenz  k^  —  ^ 
proportional;  darauf  beruht  es,  dass  sie  im  electrischen  Felde, 
wo  diese  Differenz  einen  erheblichen  Werth  hat,  sich  zeigen, 
während  sie  im  magnetischen  Felde,  wo  dieselbe  ungemein 
klein  ist,  sich  der  Beobachtung  entziehen. 

5.  Es  soll  schliesslich  die  Formänderung  berechnet  werden, 
die  eine  Kugel  von  Eisen  erfahrt,  wenn  sie  durch  eine  con- 
stante  magnetische  Kraft  magnetisirt  wird. 

Diesem  Falle  entspricht  es,  dass  in  grosser  Entfemimg 
von  der  Kugel 

y  =  —  /r 

ist;  /  ist  dann  die  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft,  die 
Sichtung  der  x-Axe  ihre  Richtxmg.  Für  die  umgebende  Luft 
werde  k  =  0  gesetzt  und  das  Zeichen  k  auf  das  Eisen  bezogen; 
dann  ist  im  Innern  der  Kugel 

J 

l  +  -r-k 

9 
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Daraus  folgt,  dass  die  in  meiner  citirten  Abhandlung^) 
S.  148  (hier  vorhergehende  Abhandlung  p.  103)  mit  Ä,  B,  C 
bezeichneten  Kräfte  verschwinden,  und  die  mit  Ä,  B,  C  be- 
zeichneten Druckkräfte,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  legt  und  ihren  Radius 
mit  B  bezeichnet,  diese  Werthe  annehmen: 


(12) 


Ä  = 


4  71  .\'^.    V 


k-kf-J^' 


(•  -^  V=  ')> 


B^x) 


C  = 


^-^  (2nk^x^y  +  ^ B^y) 


k]  Ä« 


Nennt  man  u^  v,  w  die  Componenten  der  Verrückung, 
welche  infolge  der  Magnetisirung  der  materielle  Punkt  der 
Kugel  erfährt,  w^elcher  vorher  die  Coordinaten  x,  y,  z  hatte, 
und  setzt: 


(13) 


y 

dtc 


z.=  -2irSJ  +  0.)  ^,=  r,=  -ir(U  +  |3 


du   ,    dv    .    dtc 
ox       by       ox^ 

SO  hat  man  infolge  davon,  dass  die  Kräfte  A,  B,  C  gleich  Null 
sind: 


(14) 


dx 
dx 


dy 


dx    '     dy 
und  für  x^  +  y^  +  %^=-B^  ist: 


dx 

dy^ 

dx 

dZ. 

dx 


=  0 
=  0 


1)  Sitzungsberichte  vom  28.  Februar  1884. 
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(15) 


RA^  -{xX^  +  yXy  +  xX.) 
RC==  --{xZ^  +  yZ^  +  zZ,). 


Aus  den  Gleichungen  (12),  (13),  (14),  (15)  sind  w,  v,  w  zu 
berechnen.  Ihre  Ausdrücke  lassen  sich,  wie  die  in  (12)  ange- 
gebenen Ausdrücke  von  Ä,  B,  C  aus  je  drei  Theilen  zusammen- 
setzen, von  denen  der  erste  den  Factor  2nk^j  der  zweite  den 

Factor  — 5— >  dö^  dritte  den  Factor  —  —  enthält;  man  kann 

daher  setzen: 


(16) 


u  = 


"4^;rT*  v2  «  **  «1  + -2"  *^  -  T  "8 ) 


(^-x*) 


V  = 


(•  +  ¥*) 


w  = 


-4irT*v2«**«-i  +  -2-«'« --2""'») 


i'^x*^ 


^'i*  r^,  tr^  oder  «,,  r,,  tr,  oder  ti^,  v^^  w^  müssen  dann  den 
Gleichungen  genügen,  die  aus  den  f&r  u,  r,  tr  angestellten 
entstehen,  wenn  man  (12)  ersetzt  durch: 


(1^) 

oder  durch: 

(IS) 

oder  darch: 

(19) 


-*  =  -J   ^  =  ^  ^  =  ^ 


^  =  ^    fi  =  0       c=o. 


Den  für  m^,  r^.  Wj  geltenden  Bedingungen  kann  man  durch 
die  Annahme: 


j»»i=ai*»    +A,(jir*  +  si*)x  +  «^ 
(20)  j  ♦l=«lJr*y  +  ^'0»*  +  ^^»^-<i'-R'» 

l  »r,  =  «i>»s  +  iiV  +  s*)i  +  Vä*s 
g>«kQgeu.  wenn  nun  die  s«<dis  Coostasten  «,,  \,  e^,  o^',  ij'  «i' 
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passend    bestimmt.      Bei    dieser   Annahme    geben    die    Glei- 
chungen (13): 

Y,=-'~2K{a,'x^+b,\3y^  +  z^  +  c,'R^+e(T) 

Z,  =  X.  =  -  2K{a,'  +  b,)zx 

ä;=  7,= -2ir« +  *>!/. 

Bjemach  reduciren  sich  die  Gleichungen  (14)  auf  die  beiden 
Relationen  zwischen  den  eingeführten  Constanten: 

0  =  3ai+<  +  *i  +  0(3ai  +  2a,') 
O^a,'  +  b,  +  8b,'  +  20{b^  +  Ab,y 

Die  Gleichungen  (15)  ergeben  bei  Rücksicht  auf  (17), 
wenn  man  x^  +  y^  +  z*  für  i?^  in  den  Ausdrücken  für  X^,  Yj,,  Z, 
setzt: 

2^,  =  301+^1  +  e{3a,  +2a,'  +  c,  +  2  c/) 
0  =  aj' +  26, +ci  +  0(^»i  +  4V +  Ci +2V) 

O  =  36/  +  V  +  0(^  +  4V  +  Ci+O-- 

So  hat  man  sechs  Gleichungen  für  die  sechs  Unbekannten 
a,j  b,,  c,,  a,\  b,\  c,';  ihre  Auflösung  gibt: 

|^=(7+80)^^,  V=-(7  +  6e)^,  V  =  -20Ä 

^     M      _       7  + 31  ^4- 32  ^Ot  ,6^+16^  a^ 

^^1"  14-3Ö         4Ö'  ^    ■"      1+3Ö     4Ö 

und: 

Man  kann  femer: 
(22)  ^2=0^2;,     v^  =  a^y,     w^=^a^z 

setzen,  woraus  nach  (13)  folgt: 
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(T  =  Sog 


X,=  r,=  Z.  =  -  2K{1  +  30)aa 
r,=  Z.  =  X,=      0; 

dabei  werden  die  Gleichungen  (14)  erf&llt  und  die  Gleichungen 
(15)  geben  mit  Hülfe  von  (18): 

Endlich  mache  man: 

(24)  W3  =  «8^?     «^8  =  *3y»    w?3  =  ^8*; 
dabei  wird: 

Auch  hier  werden  die  Gleichungen  (14)  von  selbst  erfüllt 
und  die  Gleichungen  (15)  geben  bei  Rücksicht  auf  (19): 

(25)  Og  =  oJTM  jL^fi\  y    ^3  =  "" 


2^(1+3  0)  '      3  2Ä'(i  +  3d) 

Substituirt  man  in  die  Gleichungen  (16)  die  in  (20),  (21), 
(22),  (23),  (24),  (25)  gegebenen  Ausdrücke,  so  hat  man  die 
Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe. 

Um  die  Werthe  der  Verrückungen  u,  v,  w  numerisch  be- 
rechnen zu  können,  muss  man  zunächst  die  Grösse  k  kennen. 
Es  ist  dieselbe  in  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Theorie  als 
eine  Constante  vorausgesetzt,  man  weiss  aber,  dass  sie  that- 
sächlich  in  hohem  Grade  veränderlich  ist;  man  schliesst  sich, 
bei  beliebiger  Gestalt  der  Eisenkörpers  und  beliebig  gegebenen 
magnetisirenden  Kräften,  näher  an  die  Wirklichkeit  an,  wenn 
man  k  als  eine  durch  Beobachtungen  zu  bestimmende  Function 
von : 


/(!-:)■+  ©■+ ©* 


annimmt.  Bezeichnet  man  dieses  Argument  durch  91  und  nimmt 
als  Einheit  dafür: 

gr_ 

cm^ .  sec 
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an,  eine  Einheit,  die  zehnmal  so  gross  ist  als  die  von  Gauss 
für  magnetische  Kräfte  eingeführte,  so  ergeben  die  von  Hm. 
Stoletow^)  ausgeführten  Messungen,  dass  k  von  21,5  bis  174 
zunimmt,  wenn  91  von  0,43  bis  3,2  wächst,  und  bis  42,1  sinkt, 
wenn  91  weiter  bis  31  vergrössert  wird.  Für  eine  Eisenkugel, 
die  unter  dem  Einfluss  einer  constanten  magnetisirenden  Kraft, 
J,  steht,  gelten  die  unter  der  Annahme,  dass  k  eine  Constante 
ist,  abgeleiteten  Formeln  auch  bei  Rücksicht  auf  die  Veränder- 
lichkeit dieser  Grösse;  nur  ist  der  Werth  derselben  verschie- 
den zu  setzen  je  nach  dem  Werthe  von  «/;  er  ist  zu  bestimmen 
aus  der  Beziehung  zwischen  k  und  91  und  der  Gleichung: 

9l=- 


4tn  . 


Es  wäre: 

Ä  =  21,4  oder  =175     oder  =42,1 
für  J=  39,1  oder  =  2340  oder  =  5450. 

Ueber  die  Werthe  von  k'  und  ä"  hat  man  gar  keine  Er- 
fahrung. Setzt  man  aber  voraus,  dass  sie  nicht  gross  gegen 
k  sind,  und  nimmt  an,  dass  die  Kraft  J  zwischen  dem  klein- 
sten und  dem  grössten  der  eben  angeführten  Werthe  liegt,  so 
braucht  man  bei  der  Berechnung  der  für  die  Verrückungen 
u,  V,  w  in  {16)  gegebenen  Ausdrücke  ä'  und  k",  und  auch  k, 
nicht  genauer  zu  kennen;  man  kann  dann  k  als  unendlich  gross 
betrachten  und  schreiben: 

(26)  t*  =  -—  J^u, ,    v=  —-  J^v, ,  Wf=  —-  J^w.  . 

^         '  871         ^'  87t  1'  871  1 

Ist  E  der  ElasticitätscoefGicient  des  Eisens,  so  ist: 

und  setzt  man  mit  Poisson: 

so  geben  daher  die  Gleichimgen  (21): 


1)  Pogg.  Ann.    Bd.  146.    S.  461. 
Kirchhof r,  GeMtiimelte  Abhaadlangmi     Nachtr«^.  9 
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_  __  5  _1_      t  _  ___  A  JL  —       ®^     ^ 


t  17671  J^Ä 


33  Jg?Ä« '      1  6  ^Ä* '      1  66  ^Ä« 

Aus  (20)  und  (26)  folgt  hiemach: 


Für  die  räumliche  Dilatation,  a,  ergiebt  sich  dabei: 
3      J» 


<7  = 


17671 EB 


-,  (70x«  -  35  (y«  +  z^  -  33 i?«). 


Ein  Radius  der  Kugel,   der  die  Richtung  der  magneti- 
sirenden  Kraft  hat,  erleidet  die  Verlängerung: 

153  J*  r> 


176  TT  E 

ein  Radius,  der  senkrecht  zu  dieser  Kraft  ist,  die  Verkürzung: 


17671  E 

Ein  magnetisches  Feld,  wie  es  hier  vorausgesetzt  ist,  kam 
mit  Hülfe  eines  electrischen  Stromes  hervorgebracht  werden 
der  eine  Spirale  durchfliesst,  welche  die  Eisenkugel  umgib 
und  so  lang  ist,  dass  die  magnetische  Kraft  des  Stromes  ii 
dem  Räume,  den  die  Kugel  einnimmt,  als  constant  betrachte 
werden  kann.  Ist  n  die  Zahl  der  Windungen,  die  auf  eii 
Centimeter  in  der  Richtung  der  Länge  der  Spirale  kommen 
und  i  die  Intensität  des  Stromes  in  Amperes  ausgedrückt,  s( 
ist  dann: 

T        47r      .       CT  2" 

cm^ .  sec 

setzt  man  für  den  Elasticitätscoefficienten  des  Eisens: 

E=:  1,88.10" — ^^, 
'  cm ,  sec"  ' 
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80  ergibt  sich  die  Verlängerung  eines  Radius  der  Kugel,  der 
der  Axe  der  Spirale  parallel  ist: 

Schon  im  Jahre  1847  hat  Joule  ^)  die  Verlängerungen 
gemessen,  die  Eisenstäbe  erfahren,  wenn  sie  in  einer  Spirale 
magnetisirt  werden,  Verlängerungen,  welche  im  Maximum 
1,4  Milliontel  der  Länge  betrugen.  Aehnliche  Messungen  bei 
einer  Kugel  auszuflihren  würde  wegen  der  Kleinheit  der  Form- 
änderungen kaum  möglich  sein. 


9.  Zur  Theorie  der  CtlelchgewichtSTerthellnng  der 
Eleetricltät  auf  zwei  leitenden  Kugeln; 

Ton  €t.  Klrchhoff. 

Sitzber.  d.  k.  Acad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin  vom  12.. Nov.  1885,  p.  1007. 

Wied.  Ann.  Bd.  27,  p.  673,  1886. 

Die  Gleichgewichtsvertheilung  der  Electricität  auf  zwei 
leitenden  Kugeln  ist  ein  Problem,  dessen  Lösung  von  Pois- 
son*)  gegeben  und  später  von  anderen  auf  verschiedenen  Wegen 
abgeleitet  ist.  Von  hervorragendem  Interesse  bei  demselben 
ist  die  Ermittelung  der  Electricitätsmengen,  welche  die  Kugeln 
enthalten,  und  der  Kraft,  mit  der  sie  anziehend  oder  abstos- 
send  aufeinander  wirken,  wenn  die  Potentialwerthe  in  ihnen 
gegeben  sind. 

Es  seien  a  und  b  die  Radien  der  beiden  Kugeln,  c  der 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  ^,  h  die  Potentialwerthe  in  ihnen, 
E^y  E^  die  Electricitätsmengen,  die  sie  enthalten,  und  F  die 
Abstossungskrafb,  die  sie  aufeinander  ausüben;  dann  ist: 


1)  PhU.  Mag.   Vol.  XXX.   p.  76.  225. 

2)  Poisson,  M^m.  de  rinstitut  de  France,  12.  (1)  p.  1;  (2)  p.  163.  1811. 
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und  0^1,  a^^,  a^^  Functionen  von  a,  b,  c  sind,  um  deren  Bestim- 
mung es  sich  handelt. 

Aus  den  Gleichungen,  welche  ich  in  meiner  Abhandlung: 
,,üeber  die  Vertheilung  der  EHectricität  auf  zwei  leitenden 
Kugeln***)  abgeleitet  habe,  ergeben  sich  für  o^^,  Oj,,  c^  die 
folgenden  Ausdrücke.  Es  sei  q  die  positive  Wurzel,  welche 
kleiner  als  1  ist,  der  Gleichung: 

g+^=        ab       > 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Gleichung: 

q         V  ^*  c       '     '  e       ^ 

wobei: 

dann  ist: 

Sir  Williiam  Thomson')  hat  fftr  o^^,  a^^,  o,,  Formeln 
aufgestellt,  welche  zur  numerischen  Rechnung  vorzüglich  ge- 
eignet sind,  wenn  der  Abstand  der  Kugeln  nicht  zu  klein 
gegen  ihre  Radien  ist^  und  mit  Hülfe  derselben  zum  Gebrauch 
bei  einem  von  ihm  construirten  Electrometer  eine  Tafel  be- 
rechnet, aus  der  die  Werthe  von  o^^,  a^^,  o,,  und  da^^/dc, 
da^^ldc,  da^Jde  für  den  Fall  a  =  b  =  \  zu  entnehmen  sind, 
wenn  o  einen  der  Werthe  2,1,  2,2,  2,3  ...,  4  hat.  Diese  For- 
meln sind: 

1.1.1, 


1)  G.  Kirchhoff,  CreUe's  Jouru.  59.  p.  89,  HStl.   Qes.  Abh.  p.  78. 

2)  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  h.  p.  287.  185dL 
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(jl  _  (j«  —  ji  c«  _  ß«  _  5« 

'^'•+^  ~ ab "^^  ~"  -^«-1'  ^*+i  ~ ^6 ^»  "■  ^«-1 ' 

c«  -  g«  -  6*  o        ^ 

Statt  der  drei  letzten  Gleichungen  können  auch  die  ein- 
facheren: 

■^0  =  —  X '     ^0  =  —  -^  j     'Sfo  =  0 

geschrieben  werden,  wenn  man  festsetzt,  dass  die  für  Pn+i, 
On+i)  <S^<fi  angegebenen  Relationen ,  auch  für  n  <=  1  gelten 
sollen. 

Hiemach  kann  man  mit  Leichtigkeit  nacheinander  die 
Glieder  der  für  o^^,  o^^,  o,,  nach  Sir  W.  Thomson  ange- 
setzten Entwickelungen  berechneki. 

Es  stimmen  diese  Glieder  einzeln  mit  denen  der  vorher 
angegebenen  Reihen  überein.  Um  diese  Behauptung  in  Bezug 
auf  die  für  o^^  aufgestellten  Reihen  einzusehen,  bemerke  man, 
dass  die  für  P«  geltende  Differenzengleichimg  durch  Einführung 
der  Grösse  q  wird: 

und  dass  hiernach  ist: 

WO  Ä  imd  B  constante,  d.  h.  von  n  unabhängige  Grössen  sind. 
Dieselben  bestimmen  sich,  indem  man  einmal  n  =  0,  dann 
n  =  1  setzt.     Das  gibt: 

idso: 

Aus  den  Relationen: 


134  G-  Kirchhoff. 


1  = 


folgt  aber: 


daher  wird: 


und: 


a-hbq*  J_-  ^^  ^' 

c       '        {  e 


^=--L^_..    B=^    '• 


oder: 


Das  ist  aber  das  n.  Glied  der  zuerst  ftir  o^^  angegebenen 
Beihenentwickelung.  Ganz  ähnliche  Rechnungen  lassen  sich 
in  Bezug  auf  a^^  und  a^^  durchführen. 

Diese  Reihen  convei^iren  um  so  schneller,  je  kleiner  q^ 
d.  h.  je  grösser  der  Abstand  der  Kugeln  im  Verhältniss  zu 
ihren  Radien  ist.  Um  ein  Urtheil  über  diese  Convergenz  in 
einigen  Fällen  hervorzurufen,  lasse  ich  die  ersten  Glieder  der 
Entwickelung  von  o^j  flir  gleiche  Kugeln  und  einige  Werthe 
der  Entfernung  folgen,  die  in  der  Tabelle  von  Sir  W.  Thom- 
son vorkommen. 

c  2,1  1,5  4 

1/Pi      111^ 

1/P,  •    0,2932  0,1904  0,0667 

1/P,       0,1386  0,0469  0,0048 

I/P4       0,0715  0,0117  0,0004 

l/Pß       0,0377  0,0029. 

Man  sieht  hieraus,  dass  bei  den  kleineren  der  von  Sir 
W.  Thomson  in  seine  Tafel  aufgenommenen  Entfernungen 
schon  die  Berücksichtigung  einer  bedeutenden  Zahl  von  Glie- 
dern nöthig  ist,  um  eine  massige  Genauigkeit  zu  erreichen. 
Es  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden  Reihen  in  andere  ver- 
wandeln, deren  Convergenz  eine  ungleich  schnellere  ist. 

Diese  Reihen  sind,  abgesehen  von  gewissen  Factoren,  alle 
von  der  Form: 
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^       .        ^        .        ß'        .        ß' 


1-«    '    1 


f j *: I ^ 

—  ay        1  —  ay'        1— ay* 


WO  ccy  ßf  y  echte  Brüche  bedeuten.  Bezeichnet  man  diese 
Reihe  mit  R,  so  hat  man  auch: 

oder,  wenn  man  die  ersten  Glieder  in  eins  zusammenfasst: 

^  =  Jy^^^  +  «/?,iZ.,  wo iZ,  =  j-L-  +  -i-r-^  +  ^f-,  + ... 

Wie  man  sieht,  entsteht  R^  aus  i?  dadurch,  dass  man  darin 
ay  &ür  a  und  ßy  &Lr  ß  setzt.  Nennt  man  R^  die  Reihe,  in 
welche  durch  dieselben  Substitutionen  R^  übergeht,  u.  s.  f., 
so  hat  man  daher: 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen,  welche  R,  R^,  R^  .  ,  .  durch 
/2j,  ijj,  R^  .  .  .  ausdrücken,  mit  1,  aßy,  a^ß^y^,  a^ß^y^y  .  .  . 
und  addirt  sie,  so  erhält  man^): 


R 


-       ^-""^       \o:By      ^""<^^        \o:^ß^Y^       ^"''^^       I  --- 
Das  n  +  1.  Glied  dieser  unendlichen  Reihe  ist: 

Die  Coefficienten  o^^,  a^„  aj^  sind  durch  R  ausgedrückt: 


1)  Ein  besonders  einfacher  Fall  der  Gleichung,  die  man  durch  Gleich- 
setssung  der  für  R  ursprünglich  angenommenen  und  der  nun  dafür  ge- 
fundenen Reihe  erhält,  ist  der^  dass  a  =  ß  =  f  =  xiBt,  Fügt  man  noch 
den  Factor  x  hinzu,  so  wird  sie: 

X  x^  ix^     ,       ^     af  1+»  ..!+»•  .       ._«,1+«". 

l-rc     1— a;'     1— ar  1— af  1—x         l—x^  1— aß" 

Diese  Gleichung  ist  schon  von  Clausen  in  Greuels  Jonm.  8«  p.  97  an- 
gegeben. 


186  O.  Kirchhoff. 

Oll  =  a  (1  -  i^R{a  =  1»,  /9  =  ?*,  y  =  ^*); 

S.  =  Ml  -  ^')  Ä  («  =  ^',  /?  =  ?*,  /  =  ?*)• 
Haben  die  Radien  der  beiden  Engehi,  a  und  h^  gleiche 
Grösse,  so  ist: 

1  =  17  =  ^,      ^  +  7  =  -^' 

und  setzt  man  noch  a  =  1,  so  wird: 


10 


mit  dtai  n.  Glieder 
und: 

mit  dem  n.  Gliede: 

(l_,*"-2)  (!_,*•)• 

Für  denselben  Fall,  dass  a  «<  6  »  1  ^  findet  miin  hieraus 
weiter,  indem  man  benutzt,  dass: 

^'  =  -  r^  ist: 

0  0  1  —  ? 

_  1  ??^  _  _9L  4.  o«  1±9*  f 4  _    ^'     I     'g*  1 

•      ••»••»•• •••■»». 

'     (1-9")  (!-?")  W         1-9»^  l-j"^  1-3"       l-g"/ 
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um   die  Convergenz  dieser  Reihen  zu  zeigen,   habe  ich 

ihre   ersten   Glieder   für  die   oben   gewählten  Werthe   von  e 

berechnet.  1) 

(j  =  2,1  c  =  2,5              c  =  4 

1,532  672  1,250  000     1,071  797 

0,051  021  0,003  024     0,000  025 
0,000  266 

flu  =  1,583  96  1,253  02*      1,071  82 

0,864  958  0,525  000     0,269  239 

0,018  512  0,000  374 
0,000  054 

-  Oij  =  0,883  52*  0,525  37      0,269  24 

0,83]  894  0,166  667     0,020  726 

0,301  853  0,007  577     0,000  028 
0,004  685 
0,000  005 

\-p^=  1,138  44  0,174  24*      0,020  75 

*   de  ' 

1,024  108  0,205  000     0,039  580 

0,149  131  0,001  302     0,000  001 
0,001  153 
0,000  001 

\  -^  =  1,174  39  0,206  80      0,039  58. 

Man   ersieht  hieraus  unter   anderem,   dass   bei   einiger- 
massen    grossen    Entfernungen    der    Kugeln    die    fraglichen 

Coefficienten   mit   grosser  Genauigkeit  durch   die   Ausdrücke 
dargestellt  sind: 

n       -l4./,a  1  ^«11  _      g' 

-^2-7  +  ^  *-ä7"-2?  +  n 


q^ 


l)  Von  den  hier  berechneten  Werthen  der  Reihen  stimmen  die  mit 
einem  Sternchen  bezeichneten  nicht  ganz  überein  mit  den  entsprechenden 
der  von  Sir  W.  Thomson  yerö£fentiichten  Tafel.  Statt  derselben  finden 
sich  dort  die  Zahlen:         1,25324,    0,88175,    0,17432. 


./-.           -1*'-.  v 

s 

-^-K-4'-^: 

•» 

■••v.V''^.  ",        '•' 

• 

» 1   ■.  . 

•/  „^  <r.  ', 
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